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ARCH. MATH. 4, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS,
X:199—220, 1974

DIE KOMBINATIONEN GEGEBENEN PROFILS III

ROBERT KARPE, Brno
(Eingegangen am 2. Juli 1973)

Dieser Aufsatz kniipft an meine zwei Aufsitze [1] und [2] an.

In diesem Aufsatz werden wir die Funktion ¢,(x), bzw. f,(x) in eine gerade und
ungerade Komponente zerlegen und werden uns mit verschiedenen dadurch entstan-
denen Aufgaben beschiftigen.

Satz 1.
Fiir die Zahlen 4* gilt folgende Rekursionsformel:

-

2kt 14+j _ N q20e-p (BTN >
M AR = % (1) 4] '(1+j+2i>’ nz1

wo A2 =1, AL =n; j=0oder 1; k > 0.
Den Beweis fithren wir mittels der strengen Induktion.
a) Setzen wir voraus, dass es gilt:

2k _ N g20e-1-p (REH 14
A i;o( 1)". A7 ( 2420 )

Weiter, nach der Vereinb. 11-18-a, halten wir hier das Zeichen <, bzw. > fiir das
Zeichen der Grundrichtung, bzw. der inversen Richtung. Also zwischen den Indexen
ik Ik liegt das Inversionszeichen =. Nun, nach dem Korolar 1-23 sollen sich die
Elemente der 2k-ten Spalte vollstindig verzweigen, so dass es in der (2k + [)-ten

Spalte A,f"(’lq) Elemente geben wird. Von dieser Elementenfolge der (2k + 1)-ten

Spalte ziehen wir aber diejenige Folge ab, die aus der 2k-ten Spalte durch die Ver-
zweigung nach dem Erginzungszeichen < entstehen wiirde. So bekommen wir in
der (2k + 1)-ten Spalte summarisch folgende Anzahl der Elemente:

A2+ 42k (")_ Y (=1) . 42k (" +1 +j)
n n * 1 =o *n * ?

3+2)

und nach der Substitution j =i — 1

2k+1 _ g2k (I —1) . 42D n+i
An n (1 +i2=:l( 1) An 1+2i b4
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oder:
2k+1 _ N g2k-p (R
(2) An = i;o( 1) . An . (1 + 2l>

b) Gilt (2), so gilt auch

2k+2 _ N g2-p (mH LA
(3) An *‘;0( 1) . An ( 2+ 2i n

Zwischen den Indexen i, 4+ 1, i34, liegt nimlich das Zeichen der Grundrichtung, <,
so dass die oberen und die unteren Zeiger in den Kombinationszahlen in der Gl. (2)
um eins anwachsen, wodurch (3) entsteht.

) Wir beweisen, dass (2) fiir k =0 gilt: 4} = Y (=1)". 427", (1":2’l_>. Hier

i=0
existiert nur das Glied fiir i = 0, also A: =(=1°.A4%.(}) = n, was der Wirklich-
keit entspricht, w. z. b. w.

Definition 2. In der Potenzreihe I-(27) bilden wir die Zerlegung in eine gerade und
eine ungerade Komponente:

Ox) = A° + A x+ A2 X+ =[AD AR X A X ]+
+ x. [Al + 4. x* + ..+ AP X% 4 ], was wir bezeichnen:
O] 0.0 = 050 + x. glx), nz1,
wo gilt:
©) eix) =Y A) . X", nzl,
i=0
(6) P(x) = Y AN xP, ozl
i=0

Bemerkung: Der Termin ,.gerade*, bzw. (,,ungerade“ Komponente bezieht sich
bloss auf die oberen Zeiger der Zahlen A4/, nicht auf das Argument x.

Definition 3. Das Polynom f,(x), siehe I-(35), zerlegen wir in eine gerade und eine
ungerade Komponente:

fx) =D =Dy . x=Di.x*+ D). x*+..=[D°—D>. x*+ ..+
+ (DD x* 4+ ] = x[DE = D} x4 4 (=1 DU xRy ],

was wir bezeichnen:

)] LX) =/ - x. f)x, nz0,

wo gilt:

®) 509 = faea) = 3 (<1 (" 2’? ") S nzo,
i=0 i
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n—1 .
©) I48) = £ = T (-1) (1" :;i) T

Bemerkung: Der Termin ,,gerade*, bzw. ,,ungerade** Komponente bezieht sich bloss

auf die unteren Zeiger der Zahlen (r:') , nicht auf das Argument.

Satz 4.
(10) S2,(x) - 930 = 1 } fiir den Index n = 1.
an F2.%) - 93(x) = @,(x) -

a) Beweis der Relation (10). Fiithren wir das Cauchy-sche Produkt der Potenzreihen
S5.(x), @i(x) durch (weil man das Polynom f; (x) als eine Potenzreihe mit endlicher
Anzahl von Nichtnullkoeffizienten betrachten kann): wir bekommen dadurch die
Potenzreihe Z C,, . x*, wo es fiir jeden nichtnegativen Index r gilt:

r=0

(A) C,, = éo(_oi ) Af(r—-i) ] <n2-il- i).

Aber wenn wir in die Formel (1) einsetzen: 2k + 1 + j = 2r, das ist: j = 1,
k =r — 1, und dann die Gleichung annulieren, bekommen wir die mit der rechten
Seite der Gleichung (A) identische Gestalt; die Formel (1) setzt allerdings r # 0
voraus. Wenn wir in (A) die Grosse » = 0 einsetzen, so bekommen wir C, =
= 4° (8) = 1, siehe die Def. 1-27.

Es gilt also im Ganzen: 1) C,, = 0fiirr # 0,2) C, = 1. w. z. b. w.

b) Beweis der Relation (11). Fithren wir das Cauchy-sche Produkt vom Polynom
2 (x) und der Potenzreihe ¢?(x) durch. Die so entstandene Potenzreihe wird mit der
Reihe ¢?(x) dann und nur dann identisch sein, wenn es fiir einen beliebigen nicht-
negativen Index k gelten wird:

2k+1 _ gy (i 2(k-1)
(B) A; —1;)( 1) .(1 + 2i)'A" .

Aber in dieser Relation erkennen wir die oben zitierte Formel (1), die fiir den unge-
raden oberen Index der linken Gleichungsseite, d. h. fiir j = 0 umgeformt worden ist.
Weil diese Relation fiir alle ganzen nichtnegativen Indexe & gilt, ist damit die Rela-
tion (11) bewiesen.

Korolar 5.

Aus den Formeln (10), (11) folgen sofort neue erzeugende Funktionen fiir die
Zahlen 4*:
1

a — b f’2’ (x)
(12) Ax) = — — Px) = 22n2 >1
@(x) @,(x) ) n
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Lemma 6.

Es gelten die Rekursionsformeln:

(13) fax) = faa(x) = x* . fru(x); nz2,
(14) Fax) = fu-2(x) + fo-1(x); nzl
Dabei gelten ersichtlich diese Anfangswerte:
15) o(x) =filx) =1, 2x) = fix) =
Der Beweis der Formel (13): Nach der Definition 3 gilt fiir n = 2:
fiea() = T (=1 DY L) = T (=1 D,
so dass J=0
Sia(x) =% fro(x) = Z( D}, x* +
+ 2( 1) DR XD = (—1)° .03_2.x + 3 (=1).DL, x¥ +
+ Z (=1)/.D¥7' . x¥ = [mit Riicksicht auf cjiiel Formeln 1-(32), (34)]
Iy

=(=1)°.Dy.x° + Z( 1)/ .(D*, + D¥7') . x¥ =(=1)°. D° . x° +
i=
+ Zl(— DY x¥ = Zo(—- 1) .DY . x¥ = fx); n=2.
j= j=

Der Beweis der Formel (14). Es gilt nach der Definition 3:

fa-2(x) = Z(—l) DY X n>2,

f:_‘(x)—iZ(—l)-D,,_l. ) n21

voa(X) + faoi(x) = (- 1) (DF4' + D2,y . x?

=.-Z'o(—1) -D:'H CxM = f(x); nzl. W.z.bw

und daraus;

Lemma 7.
- Es gilt die Rekursionsformel:
(16) [on®) = Q= X)) [ 2(0) = f-a(x); nz2,
wo fi(x) =1—x% fix)z L
Beweis. Der Kiirze halber bezeichnen wir f,, statt f,(x). Es gilt nach dem Lemma 6:

a)fm =fmz2 = X faetsmZ2,0) fp =fr_ s+ fi_,,m 2 1, so dass nach
a) gilt: fayy = fa—y — Xx*. fm, m = 1, und daraus, mit Riicksicht auf b): f2,, =
=fn':—l - x*. (f»':—z + fm-1), oder: x? -frz—z =( - x2) -t = s> m 2 1,
so dass auch gilt: ¢) x? . fm_; = (1 — x?). fm — fa+2, m = 0. Nach dem Einsetzen
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von c) in a) bekommen wir: f3 = fa_, + (x> — 1) . fa + fa.,, oder fms2 =
=2 —x»).fo — fa_,, m = 2. Daraus, nach der Transformation m + 2 = 2n,
wom = 2=>n22gilt: f3 =2 —x).fr_2 = fin-s-

Definition 8.

W, (x) bezeichnet die Determinante n-ter Ordnung, n = 1, wenn es fiir die Elemente
ay = a;, dieser Determinante gilt: a) a,, =1 — x>, b) g, = 2 — x? fiir k = 1, 2,
con—Lo)ag o, =—-1firk =23 .., ,ndag,,=—-1firk=12..
n — 1. e) Die iibrigen Elemente sind Nullen.

Weiter definieren wir:

Wox) = 1.
Lemma 9.
Es gilt die Rekursionsformel:
(17) Wix) =2 = x%) . W, ((x) = W,_o(x), nz2

wo Wix)=1-x? Wy(x) = 1.

Beweis. Entwickeln wir die Determinante W,(x) nach den Elementen ihrer ersten
Spalte. Wir erhalten:

Wn(x) = (2 - x2) . Wn—l(x) + A2’1’

wo A, ; die Bezeichnung fiir die dem Element a, ; entsprechende Subdeterminante
sei. Entwickeln wir 4, ; nach den Elementen ihrer ersten Zeile, so gilt es ersichtlich:

Az = =Wy y(0).
Satz 10.
Es gilt die Identitét:
(18) faX) = W), nzo.

Bewies. Bei der Abbildung f5,(x) - Wi(x), k =0,1,2,..., bekommen wir aus der
Formel (16) die Formel (17) und umgehehrt. Ausserdem gilt: f5(x) = W,(x) =
=1 — x%, fi(x) = Wy(x) = 1, siehe die Relationen (16), (17).

Definition 11. 7, bezeichnet die Determinante n-ter Ordnung, n = 1, wenn es fiir
die Elemente a,, = a; , dieser Determinante gilt: a) ay, = 1 — x*, k = 1,2, ..., n.
b)a_1=—-Lk=23...,nc)ay=—x*fiiri>k;k=12,...,nd)a, =0
firi<k-1,k=23,...,n

Satz 12.
Es gilt die Identitat:

19) [® S(=9) =fix,  nzo.
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Beweis.

a) Wir nehmen in Betracht, dass es nach dem Satz 11-30 gilt:
j;l(x) f;t(—x) = Dn(x) . Dn(—x)'

b) Wir bestimmen die Bedingungen fiir die Elemente der Determinante Q,(x),
die durch die Relation Q,(x) = D,(x) . D,(—x) gegeben ist: Mit Riicksicht auf die
Formel II-(21), -(22), -(24), kann man Q,(x) mit Anwendung der Matrixrechnung,
d. h. durch das Produkt der den Determinanten D,(x), D,(—x) entsprechenden
Matrizen, bestimmen.

(x.F,—-E).(—x.F, —E)=—-x.F* + x . E,.F, — x.F, .E, +E,.E =
=—x*.F> + E,. Es gilt also:

(20) 0,(x) =|-x*.F+E]|, nxl

Es bleibt iibrig, die Matrix F> zu bestimmen. Nehmen wir in Betracht, dass sich
in der i-ten Zeile, bzw. in der i-ten Spalte der Matrix F,, wenn wir von links nach
rechts, bzw. von oben nach unten lesen, zuerst n + 1 — i Einser befinden und i — 1
Nullen folgen.

Bezeichnen wir a;,, bzw. b;, das Element der Matrix F,, bzw. der Matrix F?2,

Weil es, wie bekannt, by = a;y . ay, + a5 . ay + ... + a;, . a, gilt, so folgt es
aus dem Angefiihrten:

(21) by =min{n+1—i),n+1-k)}
Daraus folgt weiter, (wenn wir b;; = b, ; bezeichnen):
(22) n + l ——I‘=b1',=b2,,=...=b,',=br',_1 =b,,r_2=..- =

=b, 1; r=12,...,n

Summarisch: die Determinante Q,(x) ist durch die Relationen (20), (22) vollstindig
bestimmt.

c) Algorithmus R: In der Determinante Q,(x) ziehen wir die n-te Zeile von allen
vorangehenden ab. In der so gewonnenen Determinante ziehen wir ab die (n — 1)-te
Zeile von allen Zeilen vom niedrigeren Index. In der so gewonnenen Determinante
ziehen wir ab die (n — 2)-te Zeile von allen Zeilen vom niedrigeren Index. U. s. fort.

Die Entwicklungsregel: Nach dem k-ten Schritt
des Algorithmus R bekommen wir eine Determinante,
On-i(x) —_1 0 0 in deren nordwestlichem Quadrat sich die Subdeter-

_'1 0 o 0 minante Q,_,(x) befindet; das ihm anliegende nord-
ostliche Rechteck hat in seiner ersten Spalte die nega-
tiven Einser und in seinen weiteren Spalten Nullen.
Das siidliche Rechteck, d.i. die (n — k + 1)-te
bis die n-te Zeile der ganzen Determinante, identifi-
ziert sich mit dem gleichen Teil der Determinante
T,(x), sieche die Def. 11.

-10...0
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Diese Entwickelungsregel kann man durch die Induktion beweisen.
Es folgt aus dem Angefiihrten:

(23) 0n(x) =T(x), nzl

d) Algorithmus S. In der Determinante T,(x) ziehen wir die n-te Spalte von allen
vorangehenden Spalten ab. In der so entstandenen Determinante ziehen wir die
(n — 1)-te Spalte von allen Spalten vom niedrigeren Index ab. In der so entstandenen
Determinante ziehen wir die (# — 2)-te Spalte von allen Spalten vom niedrigeren
Index ab. U.s. f.

Die Entwickelungsregel: Nach dem k-ten Schritt des Algoorithmus S bekommen wir
eine Determinante, in deren nordwestlichem Quadrat sich die Subdeterminante
T, _-1(x) befindet. Das ihm anliegende siidwestliche Rechteck hat in seiner ersten
Zeile zu seinen Elementen die Binome 1 — x?, in seiner zweiten Zeile hat es zu seinen
Elementen die negativen Einser und in weiteren Zeilen hat es die Nullen. Das 6stliche
Rechteck, d.i. die (n — k)-te bis n-te Spalte der ganzen Determinante stimmt mit
dem gleichen Teil der Determinante W, (x) iiberein, siche die Def. 8.

’__,
|
‘\ Tn—k~1(x)
N
-1 ..
0 ..
0.

Diese Entwicklungsregel kann man wieder durch die Induktion beweisen.
Aus dem Angefiihrten folgt es:

24 T(x)=W,(x), nzl

€) Wir haben bewiesen: f,(x) . f,(—X) = D (x). D,(—x) = Q,(x) = T,(x) = W (x).
Aber es gilt nach dem Satz 10: W,(x) = f7,(x). W.z. b. w.

Satz 13.
Es gilt die Identitat:
@5) 56 (=0 = (-0 ) pf—1p. o =2 nzo.

Beweis. Es sei eine Funktion p"[t,,(x)] gegeben, die fiir alle Indexe » = 0 definiert
wird. Es sei £,(x) = (=1)".(x* — 2), X€R,
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Es gelte fiir diese Funktion die Rekursionsformel:

n+1

26) -00) pp—1p. (2~ 2] =
R O S () B )

-1

— =0 e -ty - 2,
mit den Anfangsgrdssen:
@7 P[t(0)] = =f1() = x> =1, Po[te()] = f3(x) = 1.
Dann gilt die Identitét:

n+1
(28) o f5(x) = (—1)( 2 ).Pn[(—l)".(xz -2)]; nzo0,
weil die Rekursionsformeln (16), (26) formal gleich sind und ausserdem (27) gilt.

n+1
a) Wenn wir die Gleichung (26) mit dem Faktor (—1)" 2 )

kommen wir nach kleiner Umformung:

29) P,(-D". (x?* — )] =2 - x?). [(—1)"’ . P,,_l[(—l)"'1 (2 =271 -
— [(=D@= 0 P LI(- 12 (6 = 2)]].

b) Es sei k eine beliebige ganze nichtnegative Zahl. Dann gilt:

n=2k=n*=4k; n =2k + 1 =n®> = 4(k* + k) + 1; daraus folgt weiter,
dass der Ausdruck [(n — 1)* + n] eine ungerade Zahl fiir jedes natiirliche n, und fiir
n = 0 ist.

¢) Mit Riicksicht auf den Absazt b) kann man die Relation (29) zerlegen in folgende
zwei Gleichungen:

multiplizieren, so be-

(30) P(x*=-2=Q-xY).P_12—-x})+P,_,(x* =2)... firn =2k,
B PR=—x)=@*=2.P_(x* =)+ P,_,2—x¥...firn =2k + 1.

d) Das angefiihrte Vorgehen kann man ersichtlich umkehren: setzen wir voraus,
dass eine fiir alle Indexe n = 0 definierte Funktion P,[7,(x)] existiert. Es sollen fiir

diese Funktion die Gleichungen (30), (31), (27) gelten. Fiir eine solche Funktion muss
die Identitit (28) gelten.

¢) Wenn wir in der fiir das Argument ¢ aufgeschriebenen Relation I-(36) die Sub-
stitution 1. ¢ = x2 — 2, 2.t = 2 — x? durchfiihren, so bekommen wir:

(32) f(x*=2=Q—x)). Lo = X))+ fo(x* —2)... fiirnz 2,‘
(B3 f2=-x) =02 =2 . foi(® =2 + f,_y2 — X} ... firn > 2.

f) Aus der formalen Ubereinstimmung der Relationen (30), (32), bzw. (31), (33),
wobei die Relation (32) bzw. (33) (auch) fiir alle geraden, bzw. ungeraden Indexe gilt,
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und weiter daraus, dass gilt: fo(t) = 1, f;(2 — x*) = x> — 1, kann man nach dem
Absatz d) schliessen, dass man in der Identitit (28) die Funktion P,(¢) durch die
Funktion f,(?) ersetzen kann, so dass es gilt fiir n =0 ...

+

n+1
20 = (=0 =y 2 - 21
g) Daraus folgt mit Riicksicht auf (19) der zu beweisende Satz.

Korolar 14,

Es habe das Polynom f(x), n = 1, die Wurzel x = r; dann hat dieses Polynom auch
die Wurzel x = (=1)".(r* — 2).

Beweis — folgt unmittelbar aus der Identitit (25).

Folgerung. Wir haben eingentlich einen Algorithmus fiir die Ausrechnung der
Wurzeln des Polynoms f,(x) gefunden, falls man eine seine Wurzel x = r, kennt,
denn dann kennt man auch die Wurzeln:

x=r=(=0.0f-2),
x=ry= (=10} -2,

(BG4
x=r=(=D".(r-y —2) =1y,
wo 1 2k2=n ist

Diese Feststellung stellt uns vor die Aufgabe: Wieviele Wurzeln, bzw. welche
Wurzeln des Polynoms f,(x) man im voraus kennen muss, damit man — aus diesen
Werten ausgehend — mittels des angefiihrten Algorithmus, alle iibrigen Wurzeln
festestellen kann.

Bemerkung 15. Durch die Anwendung von dem Algorithmus (34) habe ich die
folgenden Resultate festgestellt, indem ich mich auf die nummerische Berechnung
der Wurzelwerte der Polynome f,(x), n = 1, 2, ..., 13, gestiitzt habe. (Die Zahlen in
den Klammern, die nach den einzelnen Polynomen folgen, bedeuten, wieviele Wur-
zeln des betreffenden Polynoms einen gemeinsamen Zyklus bilden).

LX) = D) fo(x) = 2); f5(x) = B); fa(x) — (1), B); fs(x) — (5); fe(x) — (6);
F7(x) = (1), (2), 4); f5(x) = @), (4); fo(x) — (9); f10(x) — (1), (3), (6); f11(x) — (11);
f12(x) = (2), 10); f13(x) = (1), (3), 9)

Bemerkung 16. Aus der Tafel hinter II-(14) ist es ersichtlich, dass die Polynome
f(x) vom Index n =1 + 3k, k =0, 1, 2,...die Wurzel x = (—1)**! haben. Es ist
ersichtlich, dass durch den angefiihrten Algorithmus dieser Wurzelwert in sich selbst
iibergeht.

Weiter fithren wir manche Identititen zwischen unseren Polynomen an. Aus
einigen von diesen werden wir dann (durch den Koeffizientenvergleich) die entspre-
chenden kombinatorischen Identititen ableiten.
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Satz 17.
Es gilt die Identitat:

(33 foot(=0) fu(=) =1 + x . fo,(x), nzl
b
Beweis. Nach (4) und (12) gilt: 9,(x) = 9(x) + x. gl = * 7% J2lD g
fu-1(=x) S2()

gilt aber zugleich: ¢,(x) =
() fu(—x) = fr,(x).

Daraus folgt der Satz unmittelbar.

O siehe 1-(39). Dabei gilt es nach der Formel (19):

Satz 18. A

Es gelten die identischen Gleichungen:
(36)-a Sol¥) = f(=%) . [H(x) = fu-i(=0)] + 1, n21
(36)-b Sane1(X) = £,(=2) . [fo(x) = fos:(=0)] + 1, nzl.

Beweis ad a) Es gilt nach (7): f5,(x) = f2,(x) — x. fz"n(x), wo n 2 0. Daraus gilt es
mit Riicksicht auf (19) und (35): f2,(x) = f,(x) . fi(=x) + 1 = f,_ (=) . fi,(—X), wo
n = 1, so dass wir nach einer kleinen Umformung die zu beweisende Formel er-
halten.

Beweis ad b) Es gilt nach (7): fo,41(X) = f3,41(x) — x . fo,41(x), n = 0, so dass
nach (8) und (9) gilt: f5,4 (x) = fA(x) — x . f2..2(x), n = 0. Weiter wie ad a).

Satz 19.

Bezeichnen wir der Einfachheit halber: fi(x) = f;, fi(=x) = f,, k =n — 1,n.
Es gilt die identische Gleichung:

f;u }§|—1 j:;nfn—l
Ja-t51n JnsJo-1

Beweis. Beniitzen wir die vereinfachte Symbolik fiir alle Indexe. Nach 1-(36) gilt
fiur r = 1:

fo o fo=(fiz2 - X ) (o + X fic) =fos o —x ooy S + X
So_zSfoo1 = x* . fu_1 . fr_1, s0 dass es nach der Formel (19) fiir r > 1 gilt:

fir =firea + X (frer Sroz = fror Sfr-2) — X f3,_5; dabei gilt es nach (16):
[=Q=X)fhs—fhs T 22

Daraus gilt es mit Riicksicht auf die Ubereinstimmung der linken Seiten beider
letzten Gleichungen:

fov-a =X . (froy ooz = foci Jrm2) — X2 S = Q = XY . fh_, — f2r-as

r=2.

37 2. = Xx. , n=1.

v
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Nach der Umformung: 2. (f3y — for-a) = X . (froy - Soea = oot - Jro2) WOF 2 2.
Wenn wir wieder die Formel (19) beniitzen so gilt es:

2.(fo-1 - foci —Sr-2  Som D =x.(fio1 fro2 — — fr=1 -fez2), wo r = 2; daraus

nach der Substitution r — 1 =n wor = 2=n = 1 folgt sofort der zu beweisende
Satz.

Satz 20.
Es gelten die kombinatorischen Identititen:
2r
(38) ZD,{.Dj"f=<"+'); 0<2r<min=1,23 ..
ji=0 27'
2r—1 X . .
(39) Y (=1Y.DI.D 'V =0; 1£2r—-1=<nmn=123,
ji=0

Dabei bestimmen wir die Zahlen D* nach der Formel I-(32).

Beweis.

a) Wir vergleichen die Koeffizienten bei der geraden Potenz x?" auf beiden Seiten
der Gleichung (19) indem wir die Regel des Cauchy-schen Produktes der Potenz-
reihen anwenden. Dabei beniitzen wir die Formel I-(35) und (8). Wir bekommen die
Gleichung:

_]+1 2r— j+l
Z( 1)( )+ Dl (- 1)( ) .D¥ I = (=1). ("2";").

_ Diese Gl. multiplizieren wir mit dem Faktor (—1)~" damit die rechte Seite stets
positiv sei; dann bekommen wir folgenden Exponenten der negativen Einheit auf der

linken Seite: (j —; 1) +j+ (Zr —2] + 1) —r=@—=jP=@=j))+e*+r).

1. Setzen wir voraus dass r > j; dann gilt: (r —j)> = (r —j) + (P2 +r) =

=r—-Nr—j—=1D+rr+j) =2 l:(r ;])+ (r-; 1)] = 2. H wo H eine na-
tiirliche Zahl ist.

2. Setzen wir voraus dass r <j; dann gilt: (r — )2 = (r —j) + (P2 +7r) =

=0G=r+@G=r)+r@r+1) =2 [( ;+1)+(r;1>]=2.K,woKeine

natiirliche Zahl ist.
r+1

s )

b) Wir vergleichen die Koeffizienten bei der ungeraden Potenz x?"~! auf den
beiden Seiten der Gl. (19) Wir bekommen:

3. Wenn r = j ist, dann bekommen wir durch eine Umformung 2.

2r—-1 (j+1)+j . (2r—j .
Y(=D'*/ .DI.(-) 2. prtTi=0.

j=0
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Diese Gl. hat nach dem Multiplizieren mit dem Faktor (—1)7" den folgenden
Exponenten der negativen Einheit auf der linken Seite:

(j;1)+j+(2r2—j>"=(r—j)’ =D = 1+

1. Setzen wir voraus dass r > j; dann gilt: (r —j)> —(r —j) +r(r — 1) +j =
== —j=D+rr—1)+j=2. [(”;’)+(;)]+j=z. H+j wo H

eine natiirliche Zahl oder Null ist.
2. Setzen wir voraus dass r < j; dann gilt: (r —j)> = (r —j) +r(r — 1) +j =

=G=r+G~=r)+r@- 1)+j=2.[(j—;+1)+(;>:|+j=2.1(+j wo
| K eine natiirliche Zahl oder Null ist.

3. Wenn r = ist dann bekommen wir durch eine Umformung 2. <;> + J.
W.z. b.w.

Satz 21.
Es gelten die kombinatorischen Identitéten:
2r+1
j +1-j _[(NHTY, < <
(40) j;oDn—i'Dn (1+2r>s 1=2r+1=n 1.
2r
(41 Y(=1Y.Dj_, DI =0; 252r<n-1
. i=o

Schema des Beweises. Den Satz erhalten wir, wenn wir in der Gleichung (35) die
Koeffizienten bei der gleichen a) geraden b) ungeraden Potenz vergleichen. Wir
nehmen dabei die Riicksicht auf die Formel I-(35) und (9). Der Beweisverlauf ist der
gleiche wie bei Satz 20.

Bemerkung 22. Weitere kombinatorischen Identitdten konnten wir auf Grund unserer Identitaten
(36)-a, -b und (37) bilden. Fiir die kombinatorische Analyse haben solche Formeln gewisse Bedeu-
tung, siehe z. B. [3], Kapitel 13. Deshalb haben wir hier vier von diesen Identititen abgeleitet, auch
wenn es eine Abweichung vom unseren Programm ist.

Satz 22.

Es sei x = r eine Wurzel des Polynoms f,(x), » = 2. Dann gilt:

(42) ) forr€r) +£20() =0, b)) fosy(=0) = fomy(=r) = 0.

Beweis. Wenn x = r eine Wurzel des Polynoms f,(x) ist, dann gilt es nach (37):
=2 fori(=0) i) = =1 . f,_1(=1) f,(—=1); n = 1. Diese Gleichung kann man
durch den Faktor f,—(—r) dividieren, der nach dem Lemma II-8 von Null ver-
schieden ist. Es gilt dann:
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a) =2. f,_(r)=—=r.f(=r), n 2 1; es gilt nach der Formel 1-(36) zugleich
b) £,.1(r) — fo_1(r) = —r.f,(=r). n = 1. In Riicksicht auf die Ubereinstimmung
der rechten Seiten der letzten zwei Gleichungen, kann man eine Gleichung fiir die
linken Seiten schreiben. Daraus erhalten wir durch eine Umformung die erste der zu
beweisenden Gleichungen. Die zweite folgt sofort aus I-(36).

Und nun gelangen wir zu dem einfachsten analytischen Prinzip der oszillierenden
Kombinationen.

Definition 23. Mit dem Symbol Z,(x) bezeichnen wir die Determinante n-ter
Ordnung, n > 1, fiir deren Elemente a; = a; , gilt:

A a,=2-—x% k=12 ..,n

b) hs1.k = G kv = — 1, k=12 ..,n—1

¢) Die iibrigbleibenden Elemente a;, sind Nullen.

Ausserdem definieren wir die Anfangsgrosse Zy(x) = 1.

Definition 24. Wir stellen die Zahl G fest:

. K _(n—k
(43) Gn"‘( k )’

fiir den Indexenbereich:
(44) 0Lk <n—k, n=2012,...

Die dem Indexenbereich entsprechenden Zahlen G* ordnen wir in ein Drei-
ecksystem an, das wir ,,das verschobene Pascal’sche Dreiecksystem' benennen. Es

ist ein System von Zeilen und Spalten, siehe die Nebendarstellung, worin sich die
Zahl G* in der n-ten Zeile von oben und k-ten Spalte von links befindet.

Gy das verschobene

G Pascalsche
Gy G, Dreieck
G3 G

G G G

GY! G G

Ge Gy G: G

Bemerkung 25. Die Zahlen Gf,, die sich ausserhalb des Definitionsbereiches be-

n) gleich Null.

finden, sind im Hinblick auf die Elementardefinition der Zahlen (k
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Lemma 26.

Fiir die Zahlen G* gilt die Rekursionsformel:

(45) G=G_,+G3; Go = 1.
Beweis. Die Gleichung lautet nach (43) so: <n _k_ k) = (n B ]i B k) +

-2 —(k—1
+ (” 2=y Beziechnen wir n — k =m so bekommen wir: ('") B

k-1 ' k
= -1
= (m L 1) + (:1 _ 1), 0 < k £ m was eine bekannte Relation ist.
Definition 27. Mit dem Symbol p,(?) bezeichnen wir folgendes spezielle Polynom:
(46) P =T (=1).Gl.omY; nz,
i=0
Lemma 28.

Fiir die Polynome p,(t), n < 1, gilt die Rekursionsformel:
47) pat) = t.puy(t) — pa-2(t);  po(t) = 1.
Beweis. Es gilt nach (45), (46): ¢ . p,_,(t) — p,—»(t) = t.‘;)(— ). Gi_, . gmtmzi
- Y (-1Y.G_,. L A o ) L AR L Y (=D Gy TR = Y (1)
/=0 i=1 Jj=0

.G!_,.t""272/ = [Wenn wir bei der letzten Summengruppe die Grenzeninderung
i =j+ 1 durchfithren] =" + ¥ (=1) . G,_; . AL Y (=Dt Gz} .
i=1 =1

SNTRTRAD g g }:1(—1)". MEPRY Lk —i2(~1)". Gy "M ="+ Y (=1,
i= -1 i=1
G+ G = (=D)L G) " + 21(—1)" LGy "M =Y (1) G,
i= i=0
"2 = p(1), w.z.b.w.

Definition 29. Mit dem Symbol Z,(t) bezeichnen wir die Determinante n-ter
Ordnung, n < 1, fir deren Elemente a; = a; , gilt:

a) akk=t, k=1,2,...,n.
b) apii, ke =G ke = —1, k=12 ...,n—1.
c) Die iibrigbleibenden Elemente a; sind Nullen.

Ausserdem definieren wir die Anfangsgrosse Z,(¢) = 1.

Bemerkung 30. Aus dem Vergleich der Definitionen 23 mit 29 folgt sofort dass
gilt: Z(x) =Z,2-x»)n=1,23, ...

Lemma 31,

Fiir die Determinante Z,(¢) gilt die Rekursionsformel:
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Zn(t) =1. Zn—l(’) - Zn—Z(t); n>1

(48) .
wo Zy(t) =1, Z,() =1t

Beweis. Wenn wir die Determinante Z,(¢) nach den Elementen ihrer ersten Spalte
entwickeln bekommen wir ersichtlich: Z,(t) = t.Z,_,(t) — (=1). A4, ; wo A,

die Bezeichnung fiir die dem Element @, ; = —1 entsprechende Subdeterminante ist.
Entwickeln wir 4, ; nach den Elementen ihrer ersten Spalte, bekommen wir er-
sichtlich: 4, ; = —Z,_,.

Weil es nach der Def. 29 Z,(¢) = 1 gilt, ist es ersichtlich, dass die Rekursionsformel,
vom Index n < 1 angefangen, gilt.

Satz 32.
Es gilt die identische Gleichung:
(49) Z(t) =p(), n=0.

Beweis. Aus der formalen Ubereinstimmung der Rekursionsformeln (47), (48),
sowie auch der Anfangswerte Z,(t) = po(t) = 1 ist die Giiltigkeit des Satzes ersicht-
lich.

Nun fithren wir fiinf Sitze an, die die unmittelbaren Zusammenhénge unseres Polynoms f,(x),

bzw. seiner (geraden und ungeraden) Komponenten, mit der einfachen und symmetrischen drei-
diagonalen Determinante Z,(x), bzw. Z,,(x) zeigen.

Satz 33.
Fiir den geraden Index » > o gilt die identische Gleichung:
(50) 2,0 = (0@ g72 - 57,
Fiir den ungeraden Index n > 0 gilt die identische Gleichung:
(51) Z,(x)= (- 1)(2) (2 =xY). A2 = xP).
Beweis des Satzes.
2n
a) Wir beweisen, dass es gilt: p,,(t) = (—1)(2) S, 2n = 0. Weil <22n) =

2n
=Qn—-1).n= (- ])(2) = (—1)". Mit Riicksicht darauf und auf (46) und (8)
haben wir also zu beweisen, dass es gilt:

S () e E e ()

Diese Identitat gilt aber dann und nur dann, wenn die sich entsprechenden Glieder
auf den beiden Gleichungsseiten iibereinstimmen. Setzen wir also 2n — 2j = 2i
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oder j = n — i; dann wird der Koeffizient bei der Potenz t2% auf der linken Seite:

(- l)”“.(znn_ 8’1_ l)), auf der rechten Seite: (— 1)"”.(”; l)sein.Weil(— Drti=

—(=1)"" und weil (‘”"("T’))=(”+’_)=(”+_’), i=0.1,....n,ist damit
n—i n—i 2i

der Beweis durchgefiihrt worden. ‘
2n—1
b) Wir beweisen, dass es gilt: p,,_(t) = (—1)( 2 ).t.fzb,,_l(t), wo 2n > 1.

L [(2n—1 &) L D
Weil ) =2n—-1)hm-1)=(-1) = (—1)""'; mit Riicksicht darauf

und auf (46) und, (9) ist also zu beweisen, dass es gilt:

n! cf(2n—1—j . ! ;[ n+i :
—1). R A ) LR T S = ) L 2
pACH ( ; (=" 3 (=) (IH,.):

Diese Gleichheit gilt wieder dann und nur dann, wenn die sich entsprechenden
Glieder auf der beiden Seiten der Gleichung iibereinstimmen. .Setzen wir also
2n — 1 —2j=1+ 2 oder j=n— 1 —1i; dann wird der Koeffizient bei der
2n—1—-(n—-1-=1

Potenz t'*2! auf der linken Seite: (—1)"‘1“‘< n—1—i

) und auf

n+i
1+ 2i

el (n—1—i , .
(Zn n—(ln—il O):(ni-f_l_i)=(ln:21i>,i=0,1,...,n—l,istdamitder

Beweis durchgefiihrt.

der rechten Seite (—l)"‘“‘.( ) Weil (=1)" "' = (=1)""17" und weil

Wir haben also bewiesen:
ad a) fiir den geraden Index n» = 0 gilt: p,(¢) = (~1)(2) M)
ad b) fiir den ungeraden Index » > 0 gilt: p,(1) = (— 1)(2) SR,

Nun setzen wir in diesen Gleichungen — mit Riicksicht auf (49) — fiir die linke
Seite Z,(t). Dann bekommen wir nach Durchfiihrung der Substitution t = 2 — x?,
mit Riicksicht auf die Bemerkung 30, den Wortlaut des zu beweisenden Satzes.

Satz 34.
Es gilt die Identitat:
(52) Zy(t) =(=D)". L) . fi(=)  n20.

Beweis. Es handelt sich um eine Folgerung des Beweises ad a) bei dem vorangehen-
den Satz; die dort angefiihrte Gleichung wird fiir den Index 2n statt » umgeformt:
Z,,(t) = (=1)".f5(t), n = 0. Die weitere Umformung ist nach (19).
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Lemma 35.

Es gilt die Identitat:

(53) Z()=Y W(x), nzl
i=0
Den Beweis fiithren wir durch strenge Induktion durch.
a) Es gilt:
(54) Zy(x) = Wi(x) + Wo(x)

sieche die Anfangswerte in der Formel (17).

b) Zerlegen wir die Elemente der letzten Spalte in Z,(x) so, dass Z,(x) = W,(x) +
+ U,(x) gelte, dann sind in der letzten Spalte der Determinante U,(x) diese Elemente:
a;, = 0 fiirj # n, a,, = 1. Es gilt dann ersichtlich: U,(x) = Z,_,(x), so dass es gilt:

(55) Zn(x) = VV"(X) + Zn—l(x)‘
Aus (54) und (55) folgt dann durch Induktion die zu beweisende Identitit.

Satz 36.
Es gilt die Identitit:
(56) Z,() =Y [ S-x).  nzl.
j=

Beweis. Der Satz folgt sofort aus den Formeln (53), (18), (19).
Lemma 37.
Fiir das Polynom f£(x), siche (9), gilt die Rekursionsformel:
(57) F3,x) = (2= %) . f3,-2(x) = f3,-4(x),
wo  fix)=1, fix)=0.

Beweis. Beniitzen wir die durch die Auslassung der Argumente vereinfachte Be-
zeichnung. Nach dem Lemma 6 gilt:

€)) So= fue2 =% oty mz 2,
(b) o= Tzt [t mz1,
so dass es mit Riicksicht auf (b) gilt:

(©) fwer=JSmot + fmy  m20.

Daraus gilt es mit Riicksicht auf (a): fy.; =fi_, + /2, — x> .f2_,, oder
£ =+ (=1 .fl_,, m= 2, s0 dass es auch gilt:

d foci=fmia+ (2 =1). 11, m 2 1.
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Nach dem Einsetzen von (d) in (b) bekommen wir: f = o, + 1P 2+ OGE=1.
.f2. Daraus, nach einer Umformung: fp,, = 2 — x?) S =2, m =1, s0 dass
wir nach der Substitution 2n = m + 2 sofort die zu beweisende Formel erhalten.

Die Giiltigkeit der Anfangswerte folgt aus (9).

Satz 38.

Es gilt die Identitét:

(58) Z,(x) = f3a(x) + f3u(x),  nZ0.

Beweis. Es gelte firn 2 0: K,(x) = f5,(x) + fgf’"(.x); dann gilt ersichtlich mit Riick-
sicht auf (16) und (57) die Rekursionsformel: K,(x) = (2 — x%) . K,_(x) — K, _,(x),
wo Ky(x) = 1, K{(x) =2 — x%. Aber die Rekursionsformel (48) lautet nach der
Substitution ¢ = 2 — x? mit Riicksicht auf die Bemerkung 30 folgendermassen:

Z(x) =2 = x¥).Z,_1(x) = Z,_,(x), wo Zo(x) =1, Z,(x) =2 — x*. Daraus ist
sofort ersichtlich, dass Z,(x) = K,(x) firn 2 0. W. z. b. w.

Zum Schluss des Kapitels, in dem wir eine gerade und eine ungerade Kompo-

nente der Funktionen @(x), f,(x) eingefithrt haben, fithren wir noch zwei hypothe-
tischen Sitze an:

Der hypothetische Satz 1.

Essein =1 + 3k, k =0, 1,2, ... Dann ist das Polynom f,(—x), und gleichzeitig
auch das Polynom f,((— 1)* . x) ein Teiler des Polynoms f,(x).

Der hypothetische Satz 2.

Es sein =2 + Sk, k =0,1,2,... Dann ist das Polynom fi(x) und gleichzeitig
auch das Polynom f,((— 1)* . x) ein Teiler des Polynoms f,(x).

Unsere letzte Aufgabe bezieht sich auf die Formeln, die im Jahre 1962, aus meiner

Arbeit ausgehend, Dr John Riordan aus New York, Autor der bekannten Biicher
iiber die kombinatorische Analyse, gefunden hat.

Die Riordan-schen Formeln 39.

Es sollen R{ Koeffizienten sein. Es sei n ein beliebiger natiirlicher Index. Dann

gilt:
n+1
A5=R;.( 5 )

2 1 n+2 2 n+1
o (e (1)

.............

.....
..........................
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Also hiemit wird eine einfache Beziehung zwischen den Zahlen A% (siehe die
Def. 1-27 und den binomischen Koeffizienten <Z> gefunden.

Das System von Koeffizienten R} erweist sich als ein sehr merkwiirdiges: diese
natiirlichen Zahlen sind in jeder Zeile symmetrisch, d. h. es gilt:

(60) Ri=R7;, 1<j<k; k=2234,..

Siehe auch die Beilage Tafel Nr. 1.

Aus Anlass der Erorterung dieser Koeffizienten hielt es der Obengenannte fiir
zweckmissig fiir die in einer Spalte vom Koeffizientensystem liegenden Zahlen R}
eine erzeugende Funktion zu finden.

Wir wollen also nun diese Aufgabe 16sen:

Definition 40. Fiir die in der k-ten Spalte des Systems (59) liegenden Zahlen R:,
bestimmen wir und bezeichnen folgende erzeugende Funktion:

(61) 0X) =Rf,, . x4+ Rf,p. x> + RY 5. %x> + ...} k=1.

Bemerkung 41. Im Einklang mit der experimentellen Festsetzung setzen wir hier
voraus, dass die Formeln (59) unabhéngig vom Index n gelten, und dass es gilt:

(62) Rl=1; k=2234,..

Weiter, wie bekannt, gilt:

1 k-1 k k+1\ 5

Lemma 42.

Es gelten die Formeln:

(64) A=1, Al=n, Aj=<";1); nz 1.

Beweis. Wir wissen, dass es fiir die Elemente der Matrix M gilt: a, ; = 1; r =
=1, 2,... n. Setzen wir voraus dass i; < i, gilt; dann gilt es nach I-(4-3): a, , =
=rr=12,...,n Dann gilt es nach dem Satz I-8:

a) A} =n, byA} =1+2+...+n =<n ; 1). Dabei gilt I-(19).
Satz 43.

Es sei D;(F(x)) die Bezeichnung fiir die j-te Abgeleitete der Funktion F(x) nach
dem Argument x. ,
Fiir die sukzessive Zusammenstellung der erzeugenden Funktionen gx(X), k =

= 2, 3, ..., beniitzt man folgende Rekursionsformel:
k—2 1
(65) oux) = at‘;)T +J_;0 it D(x* . g (x)),
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wobei gilt:
_ 1 _ Si-1(=x)
(66) Ql(x) T1-x (Pk(x) = W .

Beweis. Nach 1-(27) und nach den vorhergehenden Verhiltnissen gilt:

Ou(x) = A) + Af . x+ A . XP+ .. =

) () [
+[("+3) ( ) ("jl)].x4+...+
[0 Yo () (e

(pk(x)z(kgl) (’;).x+(k;1>.x2+<k;2).x3+...+

_ -1 k k+1 3 k—1+ j
qok(x)—< —1>+(k 1>'x+<k—l> < k-1 > x4+ .+
k+1 k+2 k+3
2 3 2 4 2 5
+R3<k~2>.x +R4(k_2>.x +R5<k——2> x + +
k+1 k+2 k+3
3 4 3 5 3 6
+R4<k__3).x +R5<k_3>.x +R6(k—3> x° + +

es gilt also:

1 1 )
olx) = T T Dy o(X* . 0x(x)) +
+ —(—ki_:;)T-D,,-3(xk.g3(x)) + ... 0' .Do(x* . a(x,)). W.z. b.w.
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Tafel Nr. 1.

— B — - -
n =1 2 3 4 5 6 7 8 p)
1 1 Das Riordan’sche Zahlensystem, 1
> 1 1 oder das System der Zahlen R¥ 2
3 1 3 1 Es gilt wahrscheinlich die Rekursions- 5
i ) formel:
| 4 1 7 7 1 , , 16
R =R% + R + n
[ 5 1 14 31 14 1 it 27 Tl 61
g 6 1 26 109 109 2 i 272
7 1 46 334 623 334 46 1 1385
8 1 79 937 2951 2951 937 79 1 “ 7936
9 1 133 2475 Ilustration des Satzes 11-41.
10 | 1 6267 Man soll die Zahl A§ mittels der Matrixzahlen der
vierten und der fiinften Spalte ausrechnen:
11 1 364 15393 T
i 1 . o7 1 3 6 14 31 70 157 353 Dabei, nach
39 36976 | 1 52 5 |11 25| 56 126 283 | dem Satz
|13 1 972 87369 1 1 3 :,,,Aé lft,l 31 70 157 1-8 gilt:
14 1 1581 203915 | 4% =14.31 + 11.25 + A8 =353 + 283 +
| + 6.14 = 793 + 157 = 793
Dabei nach (61) und (62) gilt:
X
gl(x)=x+x2+x3+...=T ,  W.z.b.w.
- X

Bemerkung 44. Durch Anwendung des Satzes 43 ist es festgestellt worden:

b

v (I N

b) Q(x)— x‘—x3—x"’—x5+x6
3 = AT

=0 (—x = (=25 1)
(der Zihler enthilt x? nicht).

Man kann voraussetzen, dass als Nenner der Funktion ¢,(x) der Ausdruck sein
wird :

(67) (f1(x)" « 2169) SRR 0 A €5))

Es ist méglich, dass die reglemassige Form der Zahler in den in parzielle Briiche
zerlegten Formen existiert.
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Es scheint, dass die Riordan-schen Formeln eine spezielle Einteilung der Menge
aller oszillierenden Kombinationen (erster Art, k-ter Klasse, aus n Elementen) dar-
stellen: Jede Kombination muss wohl eine gewisse spezifische Eigenschaft haben, die
in ihrer Struktur verborgen ist. Auf Grund dessen werden dann die Kombinationen
in Untermengen sortiert. Wahrscheinlich wird sich so auch die Symmetrie von Koef-
fizienten, siehe (60), erkliren lassen.

Im Zusammenhang mit dieser Frage kommt es in Erwagung sich mit der Méglich-
keit einer Verallgemeinerung des Terquemschen Problems zu befassen, und zwar von
dem Gesichtspunkt der Restklassen aus. Siehe [3] Paragraph 49.
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