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Commentationes llathematicae Universitatia Carolinas 

5, 1 (1964) 

KCWJÜGIERTE NETZE UND AXIALSYJSTEKE EINES FLÄCHENPAARES 

Vaclav HAVEL, Brno 

Dieses Artikel s t e l l t eine Fortsetzung der Arbeit f6J 

vor; es wird die Frage einer geeigneten gemeinsamen Verallge

meinerung der Probleme von E. Bompieni [ l j und J . Brejche [2j 

behandelt. Wir benutzen die Methode "der 3cheinbaren Einbett

ung in projektiven Raum" [ 9 ] . 

1. Spez ie l l e s begleitendes Tetraeder. Konjugl-ertes Netz, 

kanonische Geraden und Fubinische Krümmung 

Unter einem spez ie l l en begleitenden Tetraeder der Flache 

TT mit projektivem Zusammenhang verstehen wir das begleitende 

Tetraeder A0AiAtA$ mit 

dA9 * 0>IAO+CUL A< + dir Ax 1 

dA^ < A , + *A A<t + ß ^ A* r(/[mm h,cUr A* > 

dAt « c»lA0+ fd*r Ai + *>l Ax «t- (1 -f Miau. A3 , 

d A3 - *>;A.+ o>\ Ai * «*• A% i- cj* A3 i 

dabei sind uf tA* asymptotische Parametern, die Koeffizienten 

<v* sind der Form cddu. + M cUrf ß und tf sind v e r a l l 

gemeinerte Fubinische Koeffizienten und K i s t die Torsion der 

Fl iehe. Im weiteren setzen wir immer voraus, dass ß+ 0, f+Gf 

% #* ij h + - 4 . Fixiert man nachtraglich die Gerade iA0A%lf so 

haben auch die Punkte Ai9AgL
 e * n e r e c n t bestimmte hage: es 

handelt s i ch dann um die Berührungspunkte der Ebenen lA^ Ai A^^ 
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tA*A*.At] bezüglich gewisser Lieschen Quedriken;flOj,S.396. 

I s t v'm ~j£- * M (u, v ) die Different ia lgleichung 

e iner Kurvenschar Wt ai3-f TT , so i s t v - H. MtH*~ _ £ ; 

d ie Different ia lgle ichung der zu Vfi konjugierten Kurven

schar tili* ; vgl . [ 6 ] , § 2 . 

Es s e i Ä * A*->a'~2*x* im 4T, -&t - 2jf ; die Gerade 

i \ , A + j ^ V V > «- r/n l /S"V^i; -*-<&i//3'"'V^/V > 
bezeichnen wir dann a ls kanonlach vom Index .A, in A0 € TT. 

Die Wahl der Geraden iA9A%l in kanonischer Geraden vom 

Index A i s t durch folgende Relationen cha rek t e r i s i e rba r : 

<£- a\ - CA. Iß V""'i. - 4"-*^ - <•*- 1.-**"'V*'V • ' • 
Unter der Fubinisehen Krümmung der Flache verstehen wir 

—flr ; vgl^6jf § 2 • 

2 . Formuletion des Problems 

Es se ien TT , TT die Flachen mit spez i e l l en beg le i t en 

den Tetraedern A Ä A 1 A 1 A 3 , Ä0AiAxA$ ; die Angaben 

bezuglieh TT bezeichnen wir mit S t r e i f e n . Beide Flachen e n t 

sprechen s i c h in der Punktkorrespondenz fK , d ie durch d i e 

Gle ichhei t der betreffenden asymptotischen Parametern u> » u,, 

v* mV gegeben wird. Zu T sch l i essen wir die Kongruenz P 

der Geraden fAÄB] ; B » **A^ t- **AX 4-A$ und zu TT ana lo -

l i s c h d i e Kongruenz f der Geraden f Ä # B j , B * **Ä% +J^\ + A% 

an, 
w Es s o l l e n d ie notwendigen und hinreichenden Bedingungen 

gefunden werden, damit 

it) eine unendliche Menge der Kurvenacharen 771 auf TT e x i s 

t i e r t , so dasa s i e a l l e dem zu T a s s o z i i e r t e n Axialsystem 
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A gehören und daas die Scharen 1tl~ (K* 1W.)** analogisch dem 

zu P assoziierten Axialsysten* Jl gehören. 

Die ausgezeichneten besonderen Falle sind: 

(II) ß«ß, f - T > k - fc, 

(III) ß~~ß ? f~~Ti *> * ~h > 

wo (II) weiter bis auf die Identifikation von TT, 7T und 

(III) bis auf öualisation zwischen TT, TT reduzierbar i s t . 

3. 3in Lehrsatz über die Torsion 

Die Differentialgleichung des zu P bzw. zu P asso-

ziirten Axialsystems Jl auf TT bzw. A auf TT , ist 

(2) vr*m ~/i-a,v'-h4'v'z+ yv'* ; bzw. 

(2) v*m - ß ~ cLv'+ &ir'x+ r v'* . 

mit Strichen sind Ableitungen nach 4L in der Gleichung 

v * v(u>) einer Axialkurve bezeichnet;[6] § 3 . 

Es seien v1 - M(u,v), v'. H - M die Differential

gleichungen der Schar 7TL auf TT und der Schar 1TL » (K 171)** 

auf n .Dann ist ^ 

v'^Mf v^M^^MM^ bzw. v'.HM, tr"~ MH„ + HM^ + 

+ (MrV*- HM^)HM_ _ 
und aus Wl c A 7 Wt c JL es folgt 

(3) M ^ n - M M ^ - ' - f l ^ M + ^ M ^ r M 3 , 

(5) M B ^ + H M ^ M ' H H ^ M ^ 

Daraus ergibt ea sich weiter 
M , —Urr-tfßH'-ßlM + ^+H*-*- Hä) M* + 

fU> H - H 

+ C- HH,, - HV • R*£>M*1- f - H V ^ H ' f > M* , ^ 
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M r m „ ^ ^- ((-ß+ßH)M'1 *(-ÎІ^ÏÏл-ÏÏS)-h 
Ң ** H 

t c-н^-^н^н^м^c-нr + ^ f )Mł) . 
Ist die Integrabilitatsbedingung des GleichungsSystems (4), 

(4) identisch erfüllt, so folgt insbesondere 

(/lR*-ß) C-/J +ßH)~0, d.h. , 3 - { ^ , b a w . 

¥• H~*. 
c- rH -f r fll) c-y fiVf H*J• ö, *.Ä. f - { r

# #-* # 

Wir bekamen Lehrsatz 1 : Ist für TT, W mit P, P 

die Bedingung (I) erfüllt , so g i l t eine der Relationen 

a) ß - ЯVs, ř • .н"V J 

b) д - fiл, ř - н*V , 
c) /8 . H * , f - н*V 1 
đ) Д - H/ł , f • й"V • 
Insbesondere is t a ) t h - h -+TL*h* 0 ; b)$h*-h*h*h*D; 

&)tfi-ß*+h. 0 ; c), ß*ß*+%*0 ; b)9Jb—ß*¥h- 0; 
d), ß~-ß+ % » 0 * 

Gelten für TT, TT mit P f P die Bedingungen (I) und (II) 

bzw. (I) und (III) , so ist h ~ H * 0 . 

Im weiteren zeigen wir, dass es tatsachlich genügt 

% 9 h » 0 voraussetzen um eine gemeinsame Verallgemeinerung 

der Probleme I* t II* (f63) von E. Bompiani resp. J. Brejcha zu 

gewinnen. Beide diser Probleme bekommen wir nach der Identifika

tion von TT, TT und P 9 P % bzw. wenn wir TT als Dua-

llsation von IT erklaren und wenn P der Kongruenz 

entspricht bei den Korrelationen in denen immer A#IA^,A1; A% 

auf- A#, Aif A1, A$ überführt werden; fei t § 3 • 
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4« Die Folgen aua der Voraussetzung der Toraion Null 

Ee aelen TT, JT .alt P t P gegeben und aetsen wir 

h • h * 0 *oraua. Alao ia t H » - 1 und (3), (3> lau

ten nun 

(5) M ^ t M M ^ - z S - a M ^ M ^ r M 1 , 

(5) -M^ + MM,, . - / T + ä M ^ M 1 . ^ 
4M. 

und daraus 

(7 

(6) IM«.«- fi + H - (a. + a)M + (A-&)Mx + (r+r>M3 , 

(6) 2.Mir--(A*faM-'i+(-a. + -')+fr+Z'M + Cr-f->M'' . 

Sie Integrabilitätabedingung für das Paar der Gleichungen (6 ) , 

(6) lautet Jetzt 
f(-ß + ß)^-(l+alM-(a*ä)j(-(ß+S)M' +(-*+*) + 
+ (tr+l)M+(r-f)M') + (l>-Z\rM'+(tr-2>)(-Cß+fi)+ 
^c-cc+-i)M+(tr+i')Mx+Cr-f>Mi)+(r*rKr M'+(r+t> 

^(-fi+ßm+(-*+z)M'+&+*>H'+(r-f>M*>~'-cfl+fcM~u 

+(ß+$)M--±((-fi+£)-(*+z>M+c+-:iZ)Ml+Cr+?mt)'h 

• (~a+<-l +(*+*)« M +(!r+*){((-fi +ß)-(* + *>M + 
+(tr.Z)Mx+<r+f)Mi)+(r-f>~Mx+<r-f><(-ß+&*-

-(*,+cl)M% + (Jlr-%)M'+(r+f)M+). 

Vergleicht man die Koeffizienten bei M'z , M v , so bekommt 

•an 0- (fi + ß) (-fi + ß~) bsw. (r-f )(r+f>- 0 , d.h. 

£- -A,f- - r . 
Lehrsajs 2 s Erfüllen die Piaehen TT, JT der Toraion 

Hüll mit P , f~ die Bedingung (I), so let ijflilßl, Ifl* Ipl. 

Die. einseinen Falle sind: 

ov) ß-ß, f-r, h-.K- 0, 
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ß) ß--ß, ?--r, Ъ-ъ,- 0, 

Һ - ъ, - o. r) ß'-ß> r~ r 
f) ß - ß> f --r, *"* - °-

5 . Fall <*) 

Für TT, TT mit P , T ea gelte ac ) . Die Gleichungen 
(6), (6), (?) haben die Form 

(6* > 2M»»- (a ,+ä , )M +-Ctr-Z-)MX+ 2rM* , 

(6^) 2Mv - - 2/5 M'" +(-a + ä>+ («r+Z-)M ; 

• Ca +3,\,M-(a+S.) j - (-ZßM~*+ (~a +a-)+CA-+Z-)M)+ 

( , ) J + (Jtr-&)vMx+•(*•-&) (-2ß-+(-a+5.)M+C*+-&)Mx) t 
+ lrrM"+Sr(-lß>M + (-a+8.)Mx+(6-+Z.)M*)-

•2ß„M-4+ßM~x(-a+a.)M+(l-l-)Mx-r2rM') + 
• (-a+a)^+fr+l)«M+fr+Z-)j(-(a+a-)M+-&-l-)Mx+2rM-> 

oder _ ^ 
C(a+a>y8)M""+C-f 0L+*)(-«>+&)-l»-+>fi}+(-<«>+ä.l.-f 
(p. + li)(b+l')+C1r-1r)(-a+Z)-(ßr)n + (fr-b)*.+®'-%-K*+X-)t 
+ 3TC-a+a)) M*+ tt#.+ 3rC*+*-»M3» (-Iß^-ßfo+ZW + 
+ ($<t-ir)-+(-a+*-)M,)+aßr+ «•+*-»- i<* +3.><++*»M+ 

+(*_(lr+l)(+-l))Mx + (r(*+*)>M~ . 

Vergleicht man die Koeffizienten bei IM"" und M* , dann be-
konart man 

(8_x) (Jk.\fb-\\lf + Q.+cl - 0, 

(83> C4n. Ir'V * ' • ' * * - °> 

und analogisch für M*, M*, M 

(8 > ±(«,--a)-->ß(1r-&) + (<»--Z'>~-' 0 , 
O Z 
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(s2> !<* c -£ 4 ) -5rÄ-£ )+c* -*k *o, 

Die Gleichungen (8Q) und (82> 8ind für einfache Wahl 

"oima.f &-= fr erfüllt . Die Bedeutung einer solchen Wahl be

schreibt 

Lehrsatz 3 : Gegeben seien K, IT mit T, P und es 

gelte lj&l-/j3f; ^ / « / y / ; h *K* 0. Die Relationen £ ~ GL, 

J(tmj(r vermitteln dann eine Kollineation L sswischen Ge

rade nbunde In [A0ß»J; [Ac E>] 1 wobei jeder kanonischen Geraden 

wieder kanonische Gerade desselben Indexes und der asymptoti

schen u* -Tangente ( v-Tangente) entspricht. Die Transforma

tion IL i s t vollkommen bestimmt, wenn die kanonischen Gera

den verschiedener Indexe nicht zusammen fallen. 

Beweis. Aus Ißl - //J/; / f / * /^ / es folgt C&rtlß^f^^ * 

*L**,ifxr*t)„, cu\ft*f ~x>W4* tß^r'** V t «><**** 
aus der Definition der kanonischen Geraden und aus CL*CL, &-= Sr 

das Erhalten der kanonischen Geraden jeden Indexes bei IL folgt . 

Die Transformation IL induziert eine Kollineation zwischen den 

Ebenen lAiA^A}], LAiAJLÄ$l , wobei (in affinen Koordina

ten **, «xx ) der Geraden ** « 0 bzw. •** «• 0 die Gerade 

J » ö bzw. £ * - 0 entspricht. Der Rest des Beweises i s t 

schon offensichtlich. 

Kehren wir wieder zum System der Gleichungen (8) zurück und 

setzen wir wieder <X*GLI *r* & voraus. Dann gelten (80>, (8^) 

und die restlichen Gleichungen (8) bekommen die Form C£it Iß O^** 

- - 2 a - / (tm>lr^ }v-m-2fy<^r&c*-<fßf}m& mit Hilfe der Fubinisch-

en Krümmung haben wir also 

(9) tt*>ll.n„--Za,,Ctm,lrl\rm-2+, K - - 8 . 
Daraus und aus umgekehrtem Verlauf unserer Betrachtung folgt 
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Sata 1 : pSr TT, ff mit P, F-LP es gelte <*,). Dia 

Bedingung (I) g i l t gerade dann, wenn die beiden Kongruenzen 

durch die kanonischen Geraden vom Index jr gebildet aind 

und mxm die Fubiniache Krümmung gleich - £ i s t . 

6. Fall ß ) 

Ea gelte nun f5r TT, TT mit P , P die Bedingung ß ). 

Die Gleichungen (6), (6), (7) lauten dann 

C6^) 2M4tt--2ß~(a+a)M + (fr~Z)Mz , 

(6^) IM* » (-a + a) +(* + Z)M +2yM Ä ; 

< 74 } J + 2yM*; + f*~£kM*-*C^ 

Vergleicht man die Koeffizienten bei gleichgelegten Gliedern , 

so bekommt man 

(100) -2/3v.-|t'-a?-ha.*)- C-a-•• 3-U-/3C*+•-£>; 

<10X) -(a+S)^+C*--^)C-a. + S.)mC£ri.S)M.-^ßr f 

da.) -<*i-a)r + <+-*l+ $ <**-**>-iü-ir6"-*>' 

k\* öLma,,&-&- ergibt sich also -2/3„. - -ß& f £ hön-a^*" 

•<*+-H. - 4-/Jf,fa+a)y-. 2 ^ , a-h. CJUIßl). ->, ^ / y / ) « - • * , 

• »V., •*•-&' m Z&y und nach endlicher Über3chroibung der 

- 8 -



Xetsten Gleichung 

(XX) OnJjilV-*-. CAi/r'L-ta, *«--*. 

Daraus und aus der umgekehrten Betrachtung folgt 

Sats 2 : OiXt für TT, ff Bit P, P. £ P die Badln-

gung /3 ), so ist (X) gerade dann erfüllt, wenn die beiden 

Kongruenzen P , P durch die kanonischen Geraden von Index 

Null gebildet sind und nenn die Pubinioche Krümmung beider 

Piaehen gleich -2 ist. 

7. -fall Y > 

Es gelte F , ff mit P, F die Bedingung f ) . Die 

Gleichungen (6)9 (6), (?) kann man so überschreiben 

(6r> IM^-lß-Cor+Zm+Cfi-Z)!«** 2.?*' , 

(?r> *M^» C-a+a> + C* + *>M j 

,2̂ -Câ -XVM-Ca+a)̂ CC-a4.a>4.Ĉ i--t>M;-h 

- I - C ^ - J P V M ^ C ^ - ^ C C - Ä + W M + C ^ ^ ^ M * ) * 

- c-**iJu + c^*UM*c^i:)l^*4-Ä*«>M^ 
^ 4.^-^>M*+ 2rM*> 

oder _ 
^2/Jv*|f-a

I+Ä1>>^f-fa+4V-J&**>C^^i:>+^-^ 

r-a.^aWM^cc^-^tr^C^^^ar^^^^^M^ 
^ a r ^ * 3 r c * * * » M f . cc-Ä^Ä)*^c*^^*cc^^i*-
«4.^^J;)Ca+a>>M+|c**-^>M^r^^ i : ,M, * 

Fuhrt man dl« Vergleichung der gleichgelegten Gliedern durch, 

so bekenst »an 

(X20) -Zßv + \ (- <£+&*)* c-0,+5;)« - fi es- +£), 
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(12x) - (<X. + Z>\ + <+-&)C-CL+ä.) - (& + &)^ , 

(1%) O - i ^ +<+*-**)+3rC-a, + *)-±C**-**>, 

(123) ^ • 7-<-*-+-*>- 0, 

Setzt man wieder CLM a, & * A* voraus, so fo lg t 

(13) (JUIftDr-*, **>+4c 0, CJUIgr\ ^«-IJr. 

Daraus und aus umgekehrter Betrachtung ergibt s ich 

Satz 3 : Erfüllen TT, f mit f, P» 1 T die Bedin

gung f ) , so i s t ( I ) mit (13) äquivalent. 

Die Analyse der geometrischen Bedeutung von (13) haben 

wir da weggelesen; es handelt s i ch um gewisse Eigenschaften 

der Koinzidenzflachen mit projektivem Zusammenhang. 
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