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Commentationec Mathematicae Universitatis Carolina« 

6, 3 (1965) 

0B£R .EINE EIGENSCHAFT DER VERALLGEMEINERTEN LOSUNG DES 

POISSONSCHEN PROBLEMS 

(Vorlaufige Mitteilung) 

01d?ich HCRÄÖEK, Praha 

Mit dem Symbol &n bezeichnen wir den fl -dimensio-

nalen Euklidischen Raum mit den Koordinaten TX1, X1;..., *„*--/ 

es sei IL ein beschranktes Gebiet* Die Menge aller auf 

iL unendlich differenzierbarer Punktionen bezeichnen wir 

mit 6 (IL) die Menge aller Punktionen aus B CIL) 

mit kompakten Tragern in IL bezeichnen wir mit 3) (IL) . 

Weiter sei C^ (IL *) die Menge aller stetigen Punk­

tionen, deren erste Ableitungen auf jeder offenen Menge, de­

ren Abachliessung in IL liegt, die Lipschitz-Bedingung er­

füllen, Ist 1 & fv, so sei Vs^0 (IL ) der Raum aller 

Punktionen, die mit ihnen ersten verallgemeinerten Ablei­

tungen mit der fi -ten Potenz auf IL Integrierbar sind« 

Schliesslich sei W^ (IL) die Abschllessung von 

2KJ1) In der Norm des Raumes W£" (IL ) fCi) 
P> 

SL wird vom Typus % ' genannt, falls folgende 

Bedingungen erfüllt sind: 

1) Es existieren m Koordinatensysteme in £,*, und 

m Punktionen 4^, /c « 4fl;*»'fm derart, das« jeder 

Punkt der Grenze mindestens in einem dieser Systeme In der 

Form 
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(kurz X^9 a>K CX^) ) geschrieben werden kann. Wir neh­

men an, dass die Funktionen CL^ auf der Menge 

e * £ axj < oc, o< cc) 

die Lipschitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstante k 

erfüllen. 

2) Es existiert eine Zahl 0 <: /3 .£ 4 derart, dass 

die Punkte mit den Koordinaten X € (x^ ? O^ f X^ ) -

- /* "* ***i < ^/t, ^** > innerhalb J l und die Punkte 

mit den Koordira ten X^€ S^7 O^ CX^) -c xKn> < ^ CX^ ) + /3 

ausserhalb -0- liegen. 

3) Es existiert eine Folge von Untergebieten J 2 ^ ; 

A * 4, 2.; ' ' * derart, dass SL^C SL^^^ c . . . c Jl , 

il/m* SL» m SL . Dabei können die Grenzpunkte der Gebiete 
h-*oo ^ 

SLj^ in der Form L X^ , tf^ f A^ ; 7 geschrieben werden, 

wo O,^ in (J^ unendlich differenzierbar sind, die Lip­

schitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstante k erfüllen 

SL wird vom Typus Tft genannt, f a l l s SL ^ * SL • 

Ist SL 6 7lC0>'1
 f so sei LzCJl) der Raum aller 

fast überall auf SL (d.h .fast überall auf (5^ , /c m 

ss i% 2>. . . , tm ) definierten Funktionen 4L für die 

I* - ! ,AS " CflV'Pd'Sfi * *> 
Lp(A) £ 

g i l t . Das Integral rechts i s t hier für v e L^ CSL) und 

für beliebige Einheitsteilung %)%>•>*>%„, auf SL 
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folgenderweise definiert: 

£rd S-. tf ^rO^a^ C\))% CA„a,JW )li +£(**M\-

Definition 1 . Es sei SL €. TL C°)f1 , K c SL , K 

abgeschlossen« Wir sagen, dass K die Eigenschaft V hat, 

falls entweder K =* 0 ist, oder eine stetige nichtne­

gative Punktion 6 auf SL existiert, für die 

& e WJ[1)(SL) gilt und zu jedem 0 •< c eine solche 

Umgebung XL von K existiert, dass auf ILn SL a ^ ff 

gilt. 

Ist JL € 71 ' . K c SL 9 so bezeichnen wir 

^ K ) - A S e a . \ , a k O O J € K> • 

Definition 2. Es sei IL e TtC0)f ?JL wird zulassig 

genannt, falls eine solche abgeschlossene Menge K c -TL 

mit der Eigenschaft V existiert, dass a* e CCA),A((x -ffCK)) 
/v Loa K> *u 

für /t « 4, 2 ; . *,, *n. gilt. 

Das Problem der Existenz eines nichttrivialen zulassi­

gen Gebietes SL wird auf das Problem der Existenz eines 

6 aus der Definition 1 zurückgeführt. Wenn K einen ein­

sigen Punkt Y enthält, so kann ff folgend erweise defi­

niert werden: 

&(X,Y) - UplX-Yll"'. 
Hier ist A 6 ü und <*, -c ^ £ — • 

Satz 1. Es sei ..TL zulassig, K c SL eine abge­

schlossene Mannigfaltigkeit mit der Eigenschaft V . Dann 

ist die Dimension von K gleich Null« 

Definition 3. Es sei M abgeschlossen. Wir sagen, dass 



die <rt -Kapazität ton M gleich Null istf falle eine sol­

che Folge von stetigen Funktionen % $ %.? •• • *xiö* 

tiert, dass 4 & Ti auf M >% « K?'< ̂  > *«* 

^ itf .. ö m U/rf>r£> gilt* 
^^«, TL m, m, 

Satz 2« .Es sei H abgeschlossen« Bann ist die TL -

Kapazität von M genau dann gleich Null, wenn eine offene 

Kugel de f M c ae und eine stetige Funktion f> auf 

ae - M derart existiert, das jD € K£*° fse ) und 

dass zu jeder Zahl 0 <= c eine solche Umgebung Zi 

von M existlert9 dass auf IL r\ aß c ^ p gilt. 

Ist /rt » i. ? so sind die Mengen mit der Eigenschaft 

V aus der Definition 1 und deswegen auch die zulassigen 

Gebiete genügend beschrieben, denn der Begriff der 1 -Kan 

pazitat ist mit dem in der Theorie partieller Differential­

gleichungen benutzten Kapazitätsbegriff identisch« 

Ein linearer DifferenzialOperator zweiter Ordnung 

J) m _-_L (<&£. ) + Jbr 
9*4, 9*4 

wird symmetrisch elliptisch auf IL genannt, falls oÜ9 m 

m <%?* auf SL gilt und falls eine solche Konstante 

0 < C existiert, daas 

(wobei r^., £,, . . . , ^ J € £„, ist), und ö * ^ - auf 

_fl_ gilt. Sind Punktionen -o- , v e Wf (Jh) gegeben, 

setzen wir 

e.-!-/-*£ 15 -Ä*/*•**'-•' 
Ist ^ i L . ̂ il) , so nennen wir tr e h£ ^'eine 
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verallgemeinerte Losung des Poisaonschen Problem« Dv m -f 

auf SL , v «r 0 auf JL , falls für jedes y> e 2) (SL) 

und v e &/*ViL) ist. 

Ist SL € TC(0),i
f so existiert eine stetige lineare 

Abbildung R des Raumes L2 (SL) in den Raum 

L2 (SL) ? die jedem 4 € L%(SL) die verallgemeinerten 

Ableitung der verallgemeinerten Losung des Poissonschen 

Problems P v « -P auf SL 7 v - 0 auf SL nach der 

äusseren Konormal n*C zuordnet. Ist iZ € 7Yt f so 

. . Jhc m et* £x <n- • 

Satz 3 . Es sei ü e 7Tr<p;'', feLz(SL)f %^ sei die 

verallgemeinerte Losung des Poissonschen Problems DfcjT -» f 

auf i l ^ , *£, « 0 auf iL, J tr sei die verallge­

meinerte Losung des Poissonschen Problems Vir m f auf 

SL , v - 0 auf A . Dann , ünt ^ = - # ^ 

schwach in L^ C -0- ) • 

Satz 4. Es sei H . zulassig, f € Lz (SL ) , t$^ 

sei die verallgemeinerte Losung des Poissonschen Problems 

Dv^ ** f auf Jl^, ^ « Ö auf JL^ . Dann existiert 

eine Konstante 0 < c und eine naturliche Zahl A. 
o 

derart, dass für A*ö *F M, 

<¥%* 

gilt. 

Satz 5. Es sei Jl zulassig, f 6 L%(SL) f IK s«i 
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die verallgemeinerte Losung des Poissonschen Problems -Dtjf ** f 

**& -Q-jk, * 'VL m 0 auf "^Jt, ? V" 8ei die verallgemei­

nerte Losung des Poissonschen Problems T)v -= f auf ü- 7 

trmOaaf il.Dann JUm, itäk » 4 ^ in L. CA) . 

Ist gr 6 H^Vil) ?so nennen wir ein M - € W^7 CIL) 

die verallgemeinerte Losung des Dlrlchletschen Problems 
* 

DAJL * ö auf i L ; <u* * £- a u f . i l , fa l l s für jedes 
cß € 9 f J l ) 

und >u. - £- € W f̂ <fil) i s t . 

Aus dem Satz 5 ergibt sich die Eindeutigkeit der verall­

gemeinerten Losung des Dirichletsehen Problems, wenn die Rand­

bedingungen schwach in L^ CD- ) konvergieren. 

L i t e r a t u r : 

J. NEÖAS, 0 reäenijach eliptiöeskich diferencialnych uravnenij 

v castnych proizvodnych vtorovo porjadka 8 neograni-

öennym integralom Dirichle. Czechoslovak Mathemati-

cal Journal, 10,1950, 283-298. 

(Eingegangen 20.V.1965) 
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