Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

Oldfich Horacek

Uber eine Eigenschaft der verallgemeinerten Losung des Poissonschen Problems
(Vorlaufige Mitteilung)

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, Vol. 6 (1965), No. 3, 347--352

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/105022

Terms of use:

© Charles University in Prague, Faculty of Mathematics and Physics, 1965

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/105022
http://project.dml.cz

.

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae
6, 3 (1965)

UBER EINE EIGENSCHAFT DER VERALLGEMEINERTEN LUSUNG DES
POISSONSCHEN PROBLENS
(Vorldufige Mitteilung) :
Olafich HORABEK, Praha

Mit dem Symbol E, bezeichnen wir den m -dimensio-
nalen Euklidischen Raum mit den Koordinaten [X,, Xj,--, X,J;
es sei (L ein beschranktes Gebiet. Die Menge aller auf
£l unendlich differenzierbarer Funktionen bezeichnen wir
mit € (£1) die Menge aller Funktionen aus £ (1)
mit kompakten Tragern in [l  bezeichnen wir mit 2 (S1).
Weiter sei CLQ’" () die Menge aller stetigen Funk-
tionen, deren erste Ableitungen auf jeder offenen Menge, de-
ren Abschliessung in L 1liegt, die Lipachitz-Bedingung er-
fillen. Ist 1 £ n, so sei %"” (£1) der Raum aller
Fur;ktionen, die mit ihnen ersten verallgemeinerten Ablei~
tungen mit der M ~ten Potenz auf L integrierbar sind.
Schliesslich sei \:/:) (L1 ) die Abschliessung von

D(Ll) 1in der Norm des Raumes Wﬂ{” ().
£ wird vom Typus 7L‘?"  genannt, falls folgende
Bedingungen erfillt sind:

1) Es existieren m  Koordinatensysteme in E, und
m Punktionen 4, ,, % = 1,2,...,m derart, dass jeder
Punkt der Grenze mindestens in einem dieser Systeme in der

Form .
CXngy Xugrooor Xnmeas P (Riqy Xpasere Xpm-1)1
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(kwrz X, , @, (X,) ) geschrieben werden kann, Wir neh-
men an, dass die Funktionen @, auf der Menge
Q}_’,%L(’xu'<""’0<"°)

die Lipschitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstante K
erfillen.

2) Es existiert eine Z2ahl 0 < 3 = 1 derart, dass
die Punkte mit den Koordinaten X, € G, , &, (X,) -
-f < X, <a, (X,) innerhalb [l und die Punkte
mit den Koordimten X, € G,, @, (X, )< X, , <a, (X )+
ausserhalb (1  1liegen.

3) Es exiet‘iert eine Folge von Untergebieten .Qh P)

A o=1,2,... derart, dass ,th ﬂh*,,c‘-n‘-'-a,
‘ﬁrg {Ly = (L . Dabei konnen die Crenzpunkte der Gebiete
L, 1in der Form [ X, @,, (X, )] geschrieben werden,
wo &, in G, unendlich differenzierbar sind, die Lip-
schitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstante k  erfiillen
. ! 2a, da, )2 =
Lim, ff,g(ﬁff__g)de,- 0,

horoo G, dXni

A la , (X)) - 1)
ﬁw% &, (X))~ a, (X,)

]
()

{  wird vom Typus 77  genannt, falls 2, = (2 .
st L € 11 , sosei L,(Sl) der Remm aller
fast dberall auf )  (d.h.fast Gberall auf G, , ~ =
=1,2,..., m ) gefinierten Funkti;nen @ fir die
| 245)* < 00
ll“l-f.(.d) = (‘_‘{l“’

’

gilt. Das Integral rechte ist hier fir v el (1) und
£ir beliebige Einheitsteilung &, , % ,..-, %, auf (L
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folgenderweise definiert:

> Vi+ 372y
{msﬂg @/”(X*’“"‘ KXVp (X, @, (8D 1+4§:4(3.:_~:)¢xm.
*

Definition 1 . Es sei L e LP" Kcn, K
abgeschlossen. Wir sagen, dass K die Ligenschaft V hat,
falls entweder K = & ist, oder eine stetige nichtne-
gative Funktion 6 auf () existiert, fir die
6 e W,,f"(.().) gilt und zu jedem (0 < ¢ eime solche
Ungebung U von K existiert, dass auf Un N ec<6
gilt.

It Len Ked

TCKY=E _([X,a (X)]eK).
%<6, *

1 o
Definition 2, Es sei L € 7077 () wira zul@ssig

8o bezeichnen wir

genannt, falls eine solche abgeschlossene Menge K c ol
mit der Eigenschaft V existiert, dass q, € ﬁ:ﬂ"’(G’;-fl{K))
fir & =1,2,...,m gilt,

Dae Problem der :ixistenz eines nichttrivialen zulassi-
gen Gebietes {L  wird auf das Problem der Existenz eines
6 aus der Definition 1 zuruckgefihrt. Wenn K einen ein-
zigen Punkt Y enthalt, so kann 6  folgenderweise defi=-
niert werden:

6 (X, Y) = | LglX-YIIT,
Her tst X € 2 uma a < Z=1 .

Satz 1., Es sei ()L zulassig, K c £ eine abge=
schlossene Mannigfaltigkeit mit der Eigenschaft V. Dann
ist die Dimension von K gleich Null,

Definition 3. Es sei M abgeschlossen. Wir sagen, dass



die m =-Kapazitat von M ‘ gleich Null ist, falls eine sol-
che Folge von stetigen Funktionen ¥, , %, -.. exis~
tiert, dass 1€ ¥z aurt M, Y € W (E,) um

m ¥ - 0 1in “4:4)(%;) gilt.

Satz 2, Es sei M abgeschlossen. Dann ist die n =
Kapazitat von M genau dann gleich Null, wenn eine offene
Kugel 9¢ , Mc 2 und eine stetige Funktion (® auf
s - M  derart existiert, das P € W (ee) um
dass zu jeder Zanl 0 < ¢ eine solche Umgebung 2L
von M existiert, dass auf U N2 ¢ <P gilt,

Ist m = 2., 8o sind die Mengen mit der Ligenschaft
YV aus der Definition 1 und deswegen auch die zulassigen
Gebiete genugend beschrieben, denn der Begriff der 2 -Ka=
pazitat ist mit dem in der Theorie partieller Differential-
gleichungen benutzten Kapazitatsbegriff identisch.

Ein linearer Differenzialoperator zweiter Ordnung

- _a—a- ( a" 2 )+ 4
i a

wird symmetrisch elliptisch auf (). genannt, falls Q}."a
- a," Y i ) gilt und falls eine solche Konstante

0 <c¢ existiert, dass

"d'ijfi fj £ a'i’.f-; f;'

(wobedi fﬁ, fz’ ceesfpl ek, ist),und 0 & & aur
JL gilt. Sind Funktionen «, v € Wzm (SL) gegeben,

setzen wir

(w,v] = /'3-‘2“- d,().«b—_/',&uvd_()..

Ist fe L, (L), so pennen wir 1~ € M”)(ﬂ.)eine



verallgemeinerte LOsung des Poissonschen Problems Dv = +F
mf (L, =0 aur (L, falls fir jedes ¥ € 2D (N)
(v ‘f = (f, ?) L)

und v e W, () gat.

Ist 1 € n(o),»f’ 80 existiert eine stetige lineare
Abbildung R  des Raumes L, (£1)  in den Reum
L, () , die jedem f € L, ({L) die verallgemeinerten
Ableitung der verallgemeinerten Losung des Poissonschen
Problems D1 = £ aut 2, v=0 auf S1  nach der

ausseren Konormal 7, zuordpet. Ist 2 & 77T , a0
-1 77 Qv
. .
1t 99 T T ox, Té

)
Satz 3. Ee sei L € n”'f, fel, (1), 4 sei ate
verallgemeinerte Losung des Poissonschen Problems D% = Ff
aef (L, , % =0 aur ( ; v sei die verallge-

meinerte LOsung des Poissonschen Problems Dv = f  suf

3 vz _ .é.z:
N, v=0 au (. Damn h%&v =

schwach in L., ().

Satz 4. Es sei {1 zuldssig, f € L, (1),
sei die verallgemeinerte Losung des Poissonschen Problems
Du =+ aut ,, % =0 aur i, .Dann extistiert
eine Konstante 0 < ¢  und eine natlirliche Zahl }l-o
derart, dass fir A, € h

VG (;‘3}})2 ASs c
gilt. *

Satz 5. Es sei [l zuldssig, f e L, ), 1, sel
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die verallgemeinerte Losung des Poissonschen Problems Dzza f
suf .Q.’,‘_ 1 Y = a auf flh; ¥° sei die verallgemei-
nerte Losung des Poissonschen Problems Dv = f auf {1,

3 _—- v 3
V= Elh - £ L. (ﬂ-) .
0 auf (] .Dann ﬁnz 5 P in L,

1) 1)
Ist g € W; ({1), 80 nennen wir ein A € Wz( ()
die verallgemeinerte Losung des Dirichletschen Problems

D=0 aut M, « =g aut f),falls £ir jedes
g e 20N

(w,s )PD a 0
und & -g € W,_(”(.O_) ist.

Aus dem Satz 5 ergibt sich die Eindeutigkeit der verall-
gemeinerten Losung des Dirichletschen Problems, wenn die Rand-
bedingungen schwach in L, ( n) konvergieren.
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(Eingegangen 20.V.1965)
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