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Сотшеп"Ьа11опеэ Ма"ЬЬета-Ь1сае й*п1уегз1"Ьа"Ь18 СагоНпае 

9 , 1 (1968) 

К ТЕОРИИ ДВУМЕРНЫХ ДВОЙСТВЕННО НОРМАЛИЗОВАННЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

А.В. ЧАКМАЗЯН, Ереван 

1 . Вудем говорить, что поверхность \ ^ в проективном 

пространстве ^ нормализована двойственно, если она нор­

мализована в смысле А.П. Нордена ГЦ и ее нормаль первого р о ­

да содержит характеристику семейства гиперплоскостей, касаю­

щихся у^ . 

В этой заметке мы рассмотрим поверхность VI , вложен­

ную в собственно эвклидово пространство Е ^ • Допустим, что 

V можно дополнить да гиперполосы так, чтобы характеристики 

семейства касательных гиперплоскостей были перпендикулярны к 

касательной плоскости поверхностей VI . Очевидно, что т о г ­

д а естественная нормализация V1 будет одновременно и двой­

ственной, т . е . нормаль первого рода Vг предполагается а в-

полне ортогональной к касательной плоскости поверхности и о д ­

новременно удовлетворяет условиям двойственной нормализации 

[ 2 ] . Оказывается, что поверхности У2 , удовлетворяющие этим 

условиям, образуют определенный класс, который в дальнейшем 

будем обозначать через 3)2 " 

2 . Присоединим к поверхности 3)% подвижной полуорто­

гональный репер , образованный точкой X е «Я-. у единичными 

векторами -е^ ^ ^ » ^ 8 ^ ^ принадлежащими касательной 
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плоскости Т^ (х) к поверхности в точке / . и единичны­

ми взаимно ортогональными векторами -в^ С00, /$>1ГЖ\ Н;...,^) 

лежащими в ортогональном дополнении Г ^ п - а ( х ) к плоскости 

Т ^ С х ) . Если <ек ((*>,, &>Щ ~3,4у. . , /п- 1) есть векто­

ры характеристической плоскости, а -е^ нормальный вектор 

касательной гиперлоскости, то по условию двойственной норма­

лизации [а] имеем 

(1), ^и-е^ * о или -е^сС-е^ - О 

Для компонент инфинитевимальных перемещений репера получим 

(2) об* * 4 > ^ , <!-е* - Й > / ^ + б > ^ € ^ + * > Г ^ * 9 

где у я |Х {-а/, >а* ) - радиус-вектор точки X в -й, , 

<1> - линейные формы от дифференциалов криволинейных коор-

динат Слм , АА, ) точки «X . Если мы продифференцируем 

выражения -€ • -в^ -=» С/ то получим соотношения со^ + (^ ак -= 

= 0 , где а** контравариантные компоненты метрического 

тензора ^ . « -0^ -в» , поверхности ^ . Продифференци­

руем внешним образом уравнения СО ш О у ш еатем к получен­

ным ковариантам применим лемму Картана; тогда получим уравне­

ния 

о) « * - « ; « ' , «$;- < 
«с 

где *у* • - система /п* - 2 вторых основных тенэоров по­

верхности, 

*%> В силу (2) условия (1) принимают следующий вид 6А, -=• С? 

или со_ г С/ . Дифференцируя внешним образом последние у-

равнения и имея в виду (31, получим равенства 

(4) е*У-'г^пГ- о ***ьг\г*;+\г~-
которые показывают, что главные направления тенэоров ^ • -
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%у> # 7 совпадают* 
Таким обравом, сети %??Ыи*Ы-а** 0, у.. Ы-и^ско*** О 

3 3 

имеют общую биссекторную сеть 13]* Тогда их биссекторные на­

правления порождают на поверхности ортогональную сеть, аполяр-

ную нулевым линиям тензоров ^. * , У± ' ' Сеть, аполярная тен­

зорам 9"- * 1 9!>Т 9 называется сопряженной сетью. Таким обра-

8ом мы получаем, что на поверхности 2>х , вложенной в Е ^ 7 

существует ортогональнаы сопряженная, сеть. 

Если в нормальной плоскости произвести замену базиса 

\<Ъ ? 1 то величины ^ • ^ПРИ фиксированных -V 7 $~ ) пре­

образуются как компоненты вектора. 

Действително, пусть в нормальной плоскости имеем вращение 

-е>с ~ **** ^л г д е ' ^ " " ° Р т о г о н а л ь н а л матрида. В этом 

случае формы со+ преобразуются по формулам 

со1 ** О,^ а>- . 

До вращения имеем о>* -» #^ • а>* , а после вращения 

ей? -» Т»5 <-4>^ * Учитывал о>* я- о»»* , из последнего получим 

^ - % г ч • 

Это показывает, что при вращениях в нормальной плоскости вели­

чины зГ', преобразуются как компоненты векторов Я\*. (95 - ) . 

Мы имеем три вектора ^ л / = ^ • "б- . Так как поверхность \^ 

несет сопряженную сеть, то в общем случае ранг этой системы 

векторов равен двум. Вместе с точкой х векторы Л » • опре­

деляют Е-плоскость Ы^ ( х ) с ЫЩш1 С х ) которую мы, следуя 

В.Т. Базылеву [4] назовем главной нормалью поверхности Щ^ 

в точке »Х . Если векторы, -е^ С а,9Лг т 3 , 4- ) расположена 

в плоскости ^ ( X ) то все векторы ^ ^ - ' будут линейно 

выражаться через векторы 



J -* " -• -* ct.-

& следовательно у\. ж О (60^^7^?'"7/ГЬ^ * 

Как известно С4Л на поверхности \^ в точке X в направле­

нии орта Ь я "Ь -6^ вектор нормальной кривизны имеет вид 

(5) К м < * ) - 4$ *****„ 

Одномерная нормаль. С «Х,/гг Д с Ы 2 («х ) называется осо­

бой 14], если относительно этой нормали любое направление 

на поверхности является главным* 

Доказано [41, что для того, чтобы на поверхности \ ^ сущест­

вовало поле особых нормалей, необходимо и достаточно, чтобы 

метрический тензор с2^ • поверхности был линейной комбина­

цией ее вторых тензоров ^ . , Имея в виду ( 4 ) и послед­

ний результат мы можем формировать: 

Теорема 1. Поверхность 3)х > вложенная в Е ^ характе­

ризуется тем, что оиа допускает существование поля особых 

нормалей в смысле Бааилева. 

Теперь. найдем положение особой нормали в плоскости Ы^(сх>). 

Так как для поверхности 2 ^ главные направления тензоров 
О/ 

пТ. . , совпадают, то эти главные направления назовем главны-

ми направлениями поверхности в точке X в °0х 

Обозначим орты главных направлений через (съ± , о^ ) '; тогда 

(6) г^ - < Ч *.,+ *?*< % 
где С & , о / - главные значения тензоров % . 

Как известно, геометрическое место концов вектора нор­

мальной кривизны (5) отложенных ив точки рс С 2 ^ назы­

вается индикатрисой кривизны поверхности в этой точке* Запи­

шем параметрические уравнения индикатриси относительно репе-



ра в плоскости N. С X ) . Бели X - координат» произволь­

ной точки индикатриси кривизны относительно указанного репе­

ра, то в силу (5) получим 

(7) X * . •*&*'*''. 3-у*'**- < • 

Это и есть параметрические уравнения индикатрисы кривидны* 

Имея в виду (?) и (4), получим 

(8) А ^ X*" ш 4 

а это показывает, что индикатриса лежит на прямой (8) плос­

кости Ы% ( X ) . 

Разложим единичный касательный вектор Ь% кривой в дан­

ной точке по главным направлениям: 

Ъ* -= о?СбЬ с? + Зи* /хт> с/ * 

Подставляя это выражение в (7) и имея в виду (4) , получаем 

к*« %<^%+&/>ю,1С1 или **" 4 +• -**- Д ш 1 , 

Со,- -3, М 

Таким образом, мы получаем, что для 3)2 индикатриса нор­

мальной кривизны вырождается в отрезок прямой (8), не прохо­

дящей через точку х . Так как А^ - компоненты вектора 

нормали к прямой ( 8 ) , то мы приходим к такому утверждению. 

Теорема 2. Поверхность. 9 ^ , вложенная в Е ^ 9 харак­

теризуется тем, что индикатриса кривизны вырождается в отре­

зок прямой, не проходящей черев точку .х б «^ . Особая нор­

маль [х . ,11/3 ортогональна этой прямой. 

Известно [ 5 ] , что вектор средней кривизны поверхности 

ммеет вид 



Бавмлев В.Т. в работе [4] рассматривает два симметрических 

тензора на поверхности ос^ .«/пгЛ^ ,, /3». - ^ г ^ ^ е 9* > 

кде лт « <т!*'-€.<</ орт вектора М средней кривизны. 

Тензор Риччи для У± имеет вид Г4^ 

(в) Я^- - 2Мос^- - / 3 -

Так как внутренная геометрия поверхности 5^ риманова, 

то ее тензор Риччи имеет вид К ^ ж К 9"*-' ' 

где К -Гауссова кривизна «и-, , вследствие чего получим 

(Ю) К <&..- - 2 М л ^ . - ^ . 

Но так как для 5/-, тензорм. д ^ • , ^ * • имеют общие глав-

ные направления, то из последнего равенства следует, что тен­

зоры <х.. ., /Я** ; тоже имеют общие главные направления. 

Следуя Баэылеву В.Т. сеть 21 с \^ наэоаем средней 

сетью поверхности, если направления ее линий сопряжены отно­

сительно ДВуХ КОНУСОВ <-С̂  • &)%а)*е: О / 3 ' ' со* со* ш О . 

Иэ (9) следует что они сопряжены и относительно конуса Риччи 

Я ' • сог со* « 0 * На всякой поверхности V.., с Е ^ сущест­

вует средняя сеть (не всегда единственная) определяемая сис­

темой уравнений 14Д 

С «у, .- Я/3.?. ) о > * - О 

где Л - корень уравнения 

Зе* Исс*7- А/3^- II - 0 • 

Как известно С4Л, что если поверхность несет ортогональ­

ную сопряженную сеть, то такая сеть является средней сетью 

поверхности. Но так как поверхность З)^ несет ортогональ­

ную сопряженную сеть, значит, эта сеть и будет средней сетью. 



Эти результате были доложены на втором съезде болгар­

ских математиков в г. Варне 196? году* Выражаю благодарность 

В.Т. Вазылеву за полеэные замечания• 
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