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Commentationes Mathettaticae Universitatis Carolinae 

9, 3 (1968) 

SUR Là RlGUURITf DES SOLUTION FAIBLES DES ÉQUATIONS 

ELLIPTIQUES NON LINÉAIRES 

Jindfich NEÔAS, Praha 

(Conférences, tenues au collège de France, mars 1968) 

§ 1. Ifltfroduçtfrofl,. 

Considérons un système e l l ip t ique des équations aux 

dérivées part ie l l es pour le vecteur inconnu AÀ, m (ÀA,^ , 

,U5?.., JUUV ) et cherchons une solution faible appartenant au 

produit W des espaces de Sobolev: W m or W^* (&) > 

j «< mu < oo + XL étant un domaine borné de 1 espace eu-

cl idien EN . Comme d habitude, on note D*» -5—3 <\ v; 

Le système soit de la forme 

\l\*9*m 

ou dans la forme intégrale 

(1.2. ) / £ Z D>» cclcx^ujdx -£& \dx, % £ ® «-•> • 
Considérons le problème de Dirichlet: on ae donne encore 

A4? € W et on cherche u de W satisfaisant (l#l) ou dans 

la forme intégrale (1.2), tel que &"%- ** ^m^' 8ur 

3 
la frontière dit pour Z~ 0, 1* « ••*» - 1, A^.— étant 

la dérivée selon la normale extérieure* 

Les problèmes fondamentaux sont 
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I . Existence, u n i c i t é , dépendance continue des données. 

I I . Régularité de l a solut ion Caible. 

I H . Existence des solutions t r è s fa ib les et leur régula­

r i t é . 

En ce qui concerne l a question I , i l est résolu d'une 

manière s a t i s f a i s a n t e , l a pa r t i e concernant l ' ex i s tence et 

l ' u n i c i t é , cf. par exemple M.I. Viâik I I ] , F.E. Browder £2J, 

J . Leray-J.L. Lions [3]* 

Pour la question I I , dont nous nous occuperons, on 

peut l a considérer comme une question c lass ique, formulée 

par D. Hilbert comme son 19 problème et étroitement l i ée a-

vec l a posi t ion du problème et par là avec la question I .Si 

nous nous bornerons au point de vue des solutions f a i b l e s , 

nous pouvons f a i r e 1 aperçu suivant de la résolu t ion de ce 

problèmef à savoir de la démonstration que la solut ion ap­

par t ien t à h c'***'** (A ) s ' i l s ' a g i t de l a 
*** . 

r égu la r i t é dans l ' i n t é r i e u r e du domaine ou à ir c* '** (H) 

s i l s ' a g i t de la r égu l a r i t é jusqu'à la f ron t i è r e : 

t 5 l Ch.B. Morrey,1939, N » 2 , ?> > 1 (pratiquement %> * 
• 1 ) , U»* f, f « <m < où f 
141 E.De Giorgi,1957, N * 2 , » « 4, ** 1, <m> * * > 
tTl O.A. Lady2enak*;ja-N.N. Uralceva 1959, N fc 2 , V * 1, 

ml » 1, i < m<c oo f 

tTl " Hl «> 2 , )) i 1 (pratiquement V *• 

» 1 ) , *t^ » 4, f it » 2 , 

661 Ch.B. Morrey,1960, N * 2 , V » *, mi* 1, 1 * <m> * <*> , 

[83 J . HeSas 1 9 6 6 f N - 2 , ->>- 1 , * > 4 , ^ » * > 

£93 J . Hecas 1967, H m l9 * m 19 H * 1, 1 * "" * <" ' 
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Le succès de la résolution du problème pour une équa­

tion du deuxième ordre est basé sur le théorème de De Oior-

gi-Nash, cf. E.De Giorgi [4] ; voici la généralisation de 

ce théorème par G. Stampacchia, cf. LIS] s s i u est une 
, !L A au s 

solution faible de 1 équation linéaire - 2 -g^r (^ 7JfcTlm 

alors xc € CM^Ol) . 

Revenons au système (1.1)• Formellement, on obtient" 

de (1.1) en dérivant: 

ce qui est un système linéaire pour A * # Pour m* 

» 1 f on a JfS(L C *"m ' alors dans le 

cas V s ^ , & m 4 , on peut u t i l i s e r le théorème de 

De Giorgi-Nash. Si <w f 2 . i l suff i t de savoir que l e s 

premières dérivées sont bornées. Ceci, on peut obtenir de 

(1.2) pour mv & 2 en y posant pour ep » \ wM \ 6> 

avec 6 indéfiniment différentiable, 0 * 0 , et 

de faire tendre X —• oo ; pour l e s déta i l l es cf. 

£.H. Buley [20] ou J. NeSas C19J. 

La méthode u t i l i s ée par Ch.B. Morrey dans son travail 

[5] est basée sur l'estimation suivante: a±dc*t (KM (x0), 

dJL) s d > 0 , alors sous l e s hypothèses du tra­

vai l en question, l ' intégrale 

JË<ki£ ^ < - 0 ^ f a x *c(d)x* , 0 < A ; d ' i c i 

suit facilement que u € C11***4, (IL) avecj^^^j- • 
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La même idée est utilisée au travail de 1 auteur 

18]; dans nos conférences y nous reviendrons aux espaces 

L , -f* > 2 et utiliderons un analogue du théorème de 

De Giorgi-Nash valable au caa V *» 1, *e s -fe > 4 ; ai 

AA, e W£K} CJL ) e3t une eolution faible de l'é­

quation 

(1'4> «!»,-* ** CAH »*".> -Jh** * > 
f. e L„ , * > 2 , 

8i % £.k \\ * &v,
 A Uh* % ,&* f * Cet ici 

pour s impli f ier s i A^^ » A^i ) , a lors <u € 

€ W^(JOf), J l ' c Jï' c SI avec fi f s a t i s fa i san t 

2 < -A, — <ft , Malheureusement, on ne peut pas démontrer 

que -f̂  > N pour N > 3 , i l exis te un contreex-

emple, cf. N.G. Meyers [22] . On vo i t , que le cas /m ** 2 , 

s i 1 on considère la r égu l a r i t é dans l ' i n t é r i e u r e du do­

maine, eat ré9olu par ce théorème. Si A < on* < oo , 

on peut démontrer une edtimation "a p r i o r i " pour C** CIL') 

et d ' i c i on revient à l ' équa t ion ( l .4)« 

Nous nous occuperons dans nos conférences du cas N« 

e 2 ; y> m 4 I M > A, 4<> tn, < oo . Pour l e s autres cas , cf. 

l e s l i v r e s déjà c i t é s de Ch.B. Morrey CM et de O.A. La-

dyaenskaja-N.N. Uralceva £7J# 

Après avoir rédigé ces conférences, j a i p r i s connais­

sance des travaux de E.De Giorgi [211 % E» Giust i - M. Mi-

*> K^CX#) m {.*, Lx- «x#l< K } 
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randa 124Î, Ch.B. Morrey £25J f tous encore non publiés, 

qui complètent d une manière essent ie l le l'aperçu c i -des ­

sus» 

E. De Giorgi montre que la fonction ÀJL • .x \ x l~ , 

avec ci - - f 11- -ç7nr3-rTrl,H>3teat 

une extrémale appartenant à [ W^1* JN de la fonc­

tionnelle 

\i,<^t>'^ 
et satisfait alors au système elliptique linéaire 

i i -êr«*l%£:)m ° > *- *»v» N 

pour lequel la condition d ' é l l i p t i c i t é 

i i a-.*, f* f* i c £ i (fT >* 
est valable. Le vecteur x 1.x î*6 n est pas borné dans 

l 'or ig ine . 

On voit aisément y comme c'est remarqué au travai l , 

que la fonction -f (x) m lxl*+x de w£** n'est 

paa dans C c '** au voisinage de l 'or ig ine , quoique 

e l l e soit une extrémale de la fonctionnelle 

•PfX.) sa t i s fa i t alors à une équation du quatrième 

ordre 
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2L D* (cm D* f ) « 0 y où la condition d ' e l l i p t i -

c i t é 21 A ? . ?. J, > c I ^ **st valable. 
|4U 

Lté __ 
V%\mi^\m 

Les contre exemples de £• De Giorgi montrent que l e procé­

dé de l inéarisation audessus mentioné, n est pas applicab­

le pour V m i9 N * 3 ou V _* 4, & & 2., H & $ . 

Une réponse partiel le à ce qui se passe au cas non l i ­

néaire pour %>>'!, N > 3 e t y - » 4 j > f e * 2 est 

contenue au contreexemple de E. Giusti - M* Mlranda: le 

vecteur AA* ** • ;- -T- eat une extrémafe pour N > 3 * 
appartenait à [ W ^ ] ^ , de la fonctionnelle 

et s i 1 on considère le problème de Dlrichlet pour une bou­

l e KK(0) et pour <uf m . *r , l e vecteur en 

question eat sa solution unique pour N assez grand. l / ex -

trémale u sa t i s fa i t au système non linéaire 

où la condition d ' e l l i p t i c i t é 

* c í í ffГ >a 

eat valable.. S autre part, on a 

2<Ctg +**> &< a<x9-

qui eat une condition plus faible que les nôtres, cf.§ 2 

et le livre 16]. 
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En vertu des contreexemples c i t é s , i l faut chercher 

une autre définition du problème de la régularité pour 

qu'on obtient un résultat affirmât i f dans le cas %> > 1 $ 

N > 3 ( o u . 4 f c > < 7 , » * f c ' f , N - * 3 ) . Ceci est f a i t 

dans le travail de Ch,B» Morrey C25J 9 où l'auteur consi­

dère l es systèmes généraux audessus mentionés* 

Le résultat principale sous les conditions de crois­

sance pour CL\ 7 correspondantes aux nôtres et sous l a 

condition d ' e l l i p t i c i t é : 

i,$Tl MIxMi l/»lr««.i 0\% 

^ (./ .fit** .* £ c v __. 
•i 9 i l«U ar 
i 2. <fj)a 

OuEMorreydémontre pour la solution faible de ( l« l ) avec 

fK » 0 que ^ € Cf**} CD ) avec D - i l - 2. ; 

Z est un sousensemble localement compacte et de mesure 

zéro. 

§ 2. he$'hriïQ\hh§§ 

Le domaine JL en question so i t à frontière l ipschi t -

zienne. Pour les estimations au voisinage de la frontière, 

on supposera la frontière d JL indéfiniment continû­

ment différentiablej i l • JL u â JL On désigne 

par & C i l ) l'espace des fonctions r é e l l e s , indéfini­

ment continûment différent labiés dans -H et par 2) f i l ) 

le sousespace de & C i l ) des fonctions à support 
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compact* La notation usuelle J)* s ~sr~7 3 — ^ 

est ut i l isée» On introduit Wjf* (SL) , l'espace 

des fonctions r é e l l e s , dont l es dérivées au sens des d i s ­

tributions jusqu a 1 ordre k sont deirveme puissance som-

mable sur SL , muni de la norme 8 M, !.<-%> S . 
4 wmp 

m if "SL U>*u(tX)\'m'cLM)*' . 

On note par tf/f** ( i l . ) la fermeture de 3) CSL) 

dans Wj** (SL) . Désignons par W^(SL) pour k 

un entier, négatif, l e dual de Vv^-*- CSL) (tou­

jours «357 + ~ * 4 dans la suite) avec la 

norme du dual* On désigne par Cc * CSL ) l'espace 

des fonctions k-fois continûment diffèrentiab les dans SL 

et par Cf ClL ) l'espace des fonctions k-fois con­

tinûment différentiab les dans SL avec la norme habitu­

e l l e . On note encore par Cc ,<u" ( SL ) l 'espa­

ce des fonctions, dont les dérivées jusqu à 1 ordre k 

sont /te -holdériennes dans SL , 0 <• (u> ék 1 , muni 

de la norme I AA* K<**ff*>(jfa ** /maj!t 

Wérlfr x+<v,Mt}m3t I X " / V I 

Nous uti l iserons l e s théorèmes de Sobolev d'immersion: 

pour un exposé complet, cf. par exemple l e l ivre 1121 de 

l'auteur» 

Lemme 2 . 1 . Soit J l c &N , N ^ 2 , un domaine 

è frontière lipsohitzienne. Alors £ (21) » WJjf* (JL) • 

Si MM < N , W^(A) c L^ ( SL ) algébrique-
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ment et topologiquement pour chaque q 9 4 * 4, < 00 

et l 'application identique de w£> (II) dans L% ( i l ) 

est complètement continue. Si M<m > N et:/C6*4t-N/w, 

s i A - N M < ^ <cc *- 4 si.lt-W/rm^ » 4 et (U~1 

s i Je-NAm, > 4 , àLors WjfV. i l ) c C'°,'<tc C.JE ) 

algébriquement et topologiquement. 

Désignons par a- Cx , f^ ) l e s fonctions conti­

nues pour * € - û - > — a o < £ ^ < S 0 9 - ^ ' - é - f e . Nous 

supposerons toujours dans la suites 

(2.1) la,.Cx;e.)l £ CC1+.5: fC- ir*-' , 1<<n* < » , 
où M est un sous ensemble des indices I ^ I as À*, 7 conte­

nant l es indices I £ I s M . Soit pour <m, > 2 : 

(2.2) AJU0 e W^(Jl) , 

pour 1 < <rrt> < 2 : 

(2.3) JUL« c V£("CJ1> , 

pour tm> > 2 , I -i I -6 ^ ; 

(2.4) f. c LA C-Û) , 

pour 4 < /**& < 2 , 

(2.5) *r\ e L ^ , Ci l ) , 4Am'«- ^ / w » 4 . 

Désignons par çz> Cx ) s diU (oc, à SL ) . pour les 

estimations dans l ' intérieure du domainef nous supposerons 

encore: s i /rrv & 2 ? alors 

et pour A < <*n. < 2 : 

(2.7) /^ •v l - f^ l * * ' . 0 * * ' * - * * c • 
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Pour les estimations jusqu'à la frontière, noua suppo­

serons s i /m- > 2 ; 

(2.8) fг e WГCЛ.) , 1\ > 2 > 

(2.9) ^ € C ( ^ (IL) n w£*«Ul)n W~™<JL) , <ftf > </*0 

et s i 4 < /m <*> 2. : 

(2.10) f. € W& CJX) 

et (2 .9 ) . 

Une fonction u de V*£^ Cil ) sera la solution 

faible du problème de Dirichlet 

(2.11a) J^ f - o V ^ ^ - ^ ^ - O V * , 
dans il , 

çou •»- ̂ — signifie la j-eme dérivée selon la 

normale extérieure à âJL ) si pour chaque tre fy^ CIL): 

(2.12) / T. 3PV^te,J>*-i**** - f&*HT>*V"ti ** 

et si 

(2.13) * t - ^ e l ^ r J l ) . 

Désignons par /<- 4 + £ f £« I . SI m » 1., 
*-t>#M 

on supposera 
(2-14) afifc S* a '* '& ' * C * S tf " C- ' 
(On désigne l e s constantes posit ives par l e même symbole 

o • Au cas nécessaire, on ut i l i sera l es indices. Les con­

stantes avec la s ignif ication pour tout l e travail , seront 

indiquée» par #J, ^ , .* . . ) et encore l 'existence des 
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OCLi. àcLi. 
dérivées '~>3 » Aç • " *• a , * . i continues pour 

X.cSL,\$^\<oo. On supposera 

(2.15) -ISLÏ-f* ,^) -£• c V/ , 

(2.16) lo-i^ ^ , ^ ) l é C , 

(2a7a) V^JÙ^^*'^ &* « .?«- ^ ' 

Si /m. 4* Z , nous supposons pour les coeff icients 

CuCoc^ Ç • ) une certaine propriété qui rendra possible de 

considérer une classe homotopique des opérateurs non-liné­

aires . Pour ceci , désignons par V^ sej + A 5L I £< I 

et en posant 

A - < * < , , A A , - . . A r >• v* **;>"& VAi * 

Le cas /m > 2 , régularité dans l ' intérieure du do­

maine: posons & ts. C - j - 3 , <h> ~ ^ . Noua suppo­

serons l 'existence des fonctions a,± dx, f̂  , A. ) > A -= 

s C X^ , a a , . . . A r ) , définies pour x e I , l ^ l < o o ^ 

0 .=?• Xx tS A y continues au domaine de définit ion avec 

les dérivée» JU*"" , | A ; - s o - ^ et t e l l e » 

que a-4 CiK, f^ , 0 ) » a 4 C «X, f ^ ) . Enfin, on 

supposera: 

(2.18) u S a^ ex, ^ , a . f. * c £-*£», i ç. r* - câ , 

(2.19) i » . f x , f j , * > n - i ^ « , P ^ A > i - c v V ; i , 

(2.20) I ^ C x . ^ . A ) ! - eV - *- ' V£* , 
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(2.21.) t, V ~ ' V-\^ f« - ^ - ^ C x - f i . , A,)fcfc -> 

(2.21b) iz i-^^.r*,^)-^^,^,^))^^!^ 

Exemple 1 . Si nous cherchons minimum de la fonction­

nelle / C 4 * 2L CD***, >a )*" OÉX dans la 
4L tocU-fc 

classe des fonctions satisfaisant à (2.13 ) , nous obtenons 

pour la solution, la condition (2.12) avec -f̂  s 0 et 

avec a* Cx, ^ ) * m H + J S ^ $£ > * - f f 4 „ Si 
nous posons a i ^ , f ^ , a ) « g^T" c c ̂  ^Jfy* $2 > * # 

Oiï (1 + &tJ^Ç*) J ? nous obtenons les conditions (2 .13 ) -

(2 .21) . 

Le cas 1 <• nn> <• 2 , régularité dans l ' intérieure du 

domaine- nous supposons l 'existence des fonctions a. (X 7 

Ç^ , & ) définies pour x € i l , I f ̂  I -*: <x> , 0 ..£ a, -£ -f , 

continues au domaine de définition avec les dérivées 

9CLJ d <t% 

"s^r ' ~&ï7 • a»* > t e i i e s que **<-<» fc»^-^»-^ 
et t e l l e s que 

(2-22) „& W * » ? * * * * c7 C " l * 'f* ' " - c- ' 
(2.23) l a . ^ , f > , A > l + l | g - ^ , f , , a ) l - J c V — y / - ~ , 

(2.24) . - * , < * £ . - * > . - * • V - a V / ^ , 

(2.25a) r f V-\«-^f>1|^** t i«,«-,A>f*fe*«S. 
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Cг.25a> 

wm-2 w i - ^ 5* c * 

(2.25b> 0.+ } S a^ , lïl m l£l m* Jk, 

SMlfiiÊ-1^ <*-«, Cx, f^ ) de l'exemple !• Si 

nous posons a^C**, Ç^, À> - 4—•-£ C4 + 5- Ç* > * • 

' H + A * Z Ç.? >*""* 1 f nous obtenons (2.22) - (2 .25) . 

Pour la régularité de la solution jusqu'à la front i ­

ère, nous remplaçons les conditions sur les <z.(o*i Çf, & ) 

par l e s suivantes: nous supposerons encore l 'existence des 

fonctions û- C*X, f ^ , (U> ) , définies pour x « J l , 

1 ç^ I -c oo , 2 - 6 ôc -* <m, (ou *** * (6t .* 2. au 

cas 1 < 'W -< 2 ) t continues au domaine de définition s~ 
3 CL y do/j, 

vec les dérivée» Ay » ff c . s, CL^^ p t e l l e a que 

o^Cx, Ç^?<tn)« O^C*,?^ ) et t e l l e s que 

(2.2 7> l a 4 f o c f ^ , ( a > l * l - ^ ^ , ^ , ^ ) l * i . c V ^ ' f , 

(2.28> l a ^ C * , ^ , ( C * > l * c V<""* ; 

(2.29b> }^i<V-<*< ^ ' * * « <&>& > 4 « ^ ^ ' 

&,< 1, /tn. -* 2 (a4 . • a ^ pour U l « l £ f -r 4e,, /m < 2 X 

Exemple A. On prend a^ de l'exemple ! • Évidem- • 

ment, i l suff i t de poser 4 £ ' * , £ H 0 * > - < * ^ * J * Ç i >*"* U • 
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En ce qui concerne 1 existence de la solution du pro­

blème (2.12) , (2 .13 ) , on peut u t i l i s e r le théorème de Le-

ray-Lions ou de F. Browder, cf. t3î et C2K Pour notre but, 

i l suffit le théorème suivant, cas particulier du théorème 

de Leray-Lions: 

Lemme 2 .2 . Soit V un espace de Banach, réf lex i f , 

séparable, A(v) un opérateur borné de V dans v ' (son 

dual), continu de tout sousespace de V de dimension f in i 

dans v ' fa ib le . On suppose la coerci t iv i té: 

jts. ' ^ v - -
où ( , ) désigne la dualité entre V et v ' • Alors s i 

A(v) est mono ton: (v~4JL^ A (or ) - A (4JL ) > 0 ( s t r i c ­

tement monoton: (nr~44,7 A (<v ) - A (4M )) _> 0 pourx^-frir ) , 

l'opérateur k est surjectif (biunivoque et A*""1 e9t 

borné). 

Pour compléter l e s résultats de Leray-Lions, nous dé­

montrerons leur théorème sans supposer la séparabilité de 

V . 

Théorème 1 (Leray-Lions). Soit V un espace de Banach. 

r é e l , réf lexi f , AXv) un opérateur borné de V dans v ' , 

continu de tout sousespace de V de dimension f i n i dans v ' 

» fa ib l e . On suppose(2.30). Alors s ' i l existe une application 

bornée de V x V dans V', soit A ( ir, AJL ) } t e l l e que 

A(/tc , 4JL) m A (44,) pour AJL 6 V et vérif ie l e s 

conditions: 

( i ) pour cha<*xe v de V l'application tr —* A Cv, 4X ) 

est continue de toute droite de V dans V' faible et pour 

4JL7 nr e V i (44,-tr, A C , u , , x c ) - A ( n r , AX)) Z* 0 , 
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( i i ) s i >u^—>> JUL dans V et s i O o ^ - JLL , A (**>% " ^ ) -

- A(AJL74JLm,)) —y 0 alors pour v de V; A Ctr, .^^) —*• 

—* A Cv,<U-) dans V#, 

( i i i ) s i AJL^—-> i t et A Cor-, x ^ ) —-v <tr' dans v ' , 

alors Ci-t^, A ( i r , ^ )) —> C * t , i r ' ) , 

a lors A est su r jec t i f . 

Démonstration. Soit F c V un sousen3emble de d i ­

mension f i n i , F ' son adjoint et désignons par (V^"f)f la 

dua l i t é entre F f F ' . Définissons A p de F dans F* 

par x t , V € F : (<u>,Af i r )F « (_t£, AF v > . Si l ' o n 

introdui t dans F et F ' une base biorthogonale, so i t -e. , 

i . , i , j « 1 . 2 . . . . *£ , a lors *a. »,_21 x^ <^ , -P m 

s#2L Ife «ê  et on peut iden t i f i e r F,F avec 1 espace eu-

c l id ien E^ et Af avec un opérateur T , continue de 

E^ dans E ^ . On voit que (x7"V^\ « C-C6,AF i r ) F , d'où 

>&»> U , f J f } - <*> . Soit f e r , Cir, fF )F -* ( ir , f ) et 
Il #!.-»«* M X * 

^ e E^ , engendré par 4 . I l sui t de la coe rc i t i v i t é de 

? l ' ex i s t ence de R > 0 , t e l que pour H x I £ R : 

(\x,T:* ) - Cx, 1£ ) > 0 • I l en su i t que l a boule II.X B-*: 

^ 2 R se transforme dans e l le même par la transformation 

X - £,CT\X - ^ ) 7 où £ > 0 es t a3sez p e t i t . D'après 

le théorème de Brower, i l existe un point f i xe , 3oit «X- , 

a lors T«XF » % - Désignons par u>F le point cor res ­

pondant dans F • Nous avons alors pour v de F : 

(2.31) Cir, AAA,F) » Cir , -f) . 

I l su i t de (2.3C) que II AJLp il ék c . Désignons par A 

l'ensemble de tous l e s sousespaces de V t de dimension f i -
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nie et par \^ • p ^ . c 7 l «*F et par t/F# 1» 

fermeture dans la topologie fa ib le . Évidemment, l a famille 

des VF̂  possède la propriété des intersections f i n i e s . 

L'espace V étant réf lexif f la boule unité est faiblement 

compacte d'après le théorème de Eberlein-Smuljan. I l en 

suit que A V- n'est pas vide, donc i l existe 
Ç • A *• 

^ € nAVjl . Soit tr e V e t Ç € A , l'ensemble con­

tenant v et /U . D'après un théorème de Kaplansky, Vp é-

tant faiblement précompacte, 11 existe une suite *u^ de 

Vp } t e l l e que -U.̂  —v U0 . Comme /U^ est une suite bor­

née, A (ua , ^t^ ) l ' e s t aussi, alors on peut supposer 

que A (u0 , Xi*̂  ) —*- , a / . Vérifions que 

(2.32) (u^- "*, A^u^)- ACu0,u^)) ~> 0 . 

En effet, (u^iA(u^U^))^(u^f4)^Cu09i),(upA(u^9u^))s, 

m(up^4) . D'après ( i i i ) : Uf^, A (u0, u„ )) ~* (u07u') 

et enfin ( .-O* , A (u09 U^ )) —* C ^ , X 6 / ) ; tout cela 

entraîne (2.32). Alors pour v en question: ACt/j**^)—* 

-**A(v9u,) et d'après ( i i i ) : (u^7 A Cir, u„)) ~> 

—y 6a„, A (v9 <Uo )) . On a C^ « (>o^~ tr, A C-a^ ,-««*,>-

- A (tr, -tt^ )) —y (u9 - tr, f - A Car, x.^ ) ) . 

Mais d après ( i ) C^ * 0 , donc 

(2.33) f 4 * # - V > f - A C i r , ^ > > > * 

pour chaque v de V . Si nous posons v » u0 - & W , 

X > 0, W € V f il suit de (2.33) que (<ur, f-ACu0» 

-XiO*,^ )) > 0 et en faisant tendre A vers 0 f il 

en suit C tir, f - A (44, )) > 0 pour chaque w de V , 

d où 1 assertion. 
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I l su i t aisément, sous nos hypothèses, 1 existence 

unique de la solution du problème (2 .12) , (2 .13) . En e f fe t , 

définissons T (w) de Wc*° —• C WJH° ) ' en posant 
nr%> **' 

Cv, TC-MT» ^ / j - g ^ yvatCXfP*^ + j>*<ur)<*<x • 

Posons CiT^-f) « / £ D* vf± d*x • L'opérateur 

T est continu de &<*' dans C &**' ) ' et en 

vertu de (2.17) ou (2.21) ou (2 .25) , où l ' on pose A m 0 , 

es t strictement monotone et en vertu de (2.14) ou (2.1Q) 

ou (2.22) , coerc i t i f . Nous nvons u t i l i s é : 

Remarque 2 .1 C/ X I D - ^ i^cLùK est une norme 

équivalente dans $/J^ 

Remarquons que beaucoup d estimations et d énoncés 

qui suivront sont valables pour l a dimension N > 1 

quoique l e but du t r a v a i l soi t N =* 2 ; nous l e s démontre­

rons dans ce cas pour l e N général . 

§ 3. Lemmes aux i l i a i r e s et lemme3 sur la solut ion fa ib le 

des équations l inéa i re9 

Considérons C , un domaine borné à f ron t iè re do* 

indéfiniment d i f fè ren t iab le , A ^ , U l » l ^ l * i t dea 

fonctions de L ^ r é e l l e » , telles* que 

(3.1) *, ,£* f* *&.*** f* % * % &,H fî > 

(3.2) iii^rV^V-^-»^^)1^^»1. *~1 • 

Soient -f, c Ln (V ) , H \ - M,, fi. > 1 et o e 

6 &"'(<?) , une solution faible de l 'éqiat ion 

- 381 -



(3.3) E ^ ^ ^ V M ^ J ) ^ ) * ^ ! D*f -
\4frfrl**- * \+\*M> * 

Soit 0> > 0 . Nous avons 

.Théorèise 2 . Soit Cû une solution faible de (3 .3 ) , cJ 

de W„ Cc7) . Alors i l existe deux constantes 

qfc (ç>) > 4 7lfc(ç>) > 4 t e l l e s que pour p s a t i s f a i ­

sant 

(3.4) iiL1-(^(2^-(i-&%)'^^-2C1-9)ri »/*£% 1 * - > 

on a 
t3-5) ^ k ' - ^ ' ^ S ^ < "*^'* r"x)* • 

Démonstration. Supposons d'abord A±- e £ (W) et 

soit cT. » 4 pour i - j et c£ • s 0 pour 

i 4> i- > li l** Ifr i* <ft et ICA- c w£H) (& ) une solu­

t ion faible de l'équation 

(3.6) r ^ J - * >*J>* <<* P V I - I M ^ D V * 

avec <fc * l-ft (&) 7 *ft ~ 1 + ÇO • Nous avons d'a­

près un théorème du travail [10J: 

(3.7) ( / £ t IDVl^^^é c, O^Aj'fc'1 '̂*' ' 

On a trivialement 

d'oùf d'après l e théorème de Riesz-Thorin, cf. par exemple 

A. Zygmund [ l l j f nous obtenons pour 2 £ ^ -è £4-^0 ; 

(3.9) ( / S J P ^ l ' U x ) * ' - * C ^ C p ) ^ </,£.4j «*'***>* • 



En supposant pour le moment A±j € BC(X) , l a solut ion 

co de (3.6) appart ient à W^CCT) d 'après l e t r a v a i l 

[10] déjà c i t é . Nous avons pour Cf de 3 CC) : 

«Jr-fc «* S-'*8,1 

alors on en tire, en tenant compte de (3.9) 

(3.H) (/2.\v&t*dx)*é %cç>f% n V|U ,* r < £* )* 
w KM* 

Si nous posons g ç - C^Cp)1~-% * S ' ^ m c<tcp^~*** 9 

nous obtenons pour 1 & fi & 1 + ç> , p sa t i s fa i san t 

(3.4): ç ' V - - - ^ ) * * - * - - - ^ - - * , cl'oi 

(3 .5 ) . N0us pouvons maintenant trouver A *. -£ Ê C ( D 

de sorte que A ? . — • A ^ - e n mesure, IA4^ I -fe c » 

et que la condition (3 .1 ) , (3 .2 ) es t s a t i s f a i t e . Soit Cù^, 

l a solut ion correspondant à A ^ . . I l su i t du théorè ­

me, démontré au l iv re de l ' au teu r £12] que cù^ —y cô 

dans Wa
c CC) , d'où la démonstration. 

Mim 3t3L' s<>it 1 < ^ < s ^ O , 0 ^ > é - 6 J t - 4 . Al ers 
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pour 9 e 2 Ce) et m * * «•«/3>V^«-

" {&*3>i'9 9>i<** a v e c 

(3.12) l * 1 ^ - c "9"1--* » 

o i l / f i > 1 / 4 - f A - ^ / N e i .•*-.«>£.*: N e * 1* / i 

s i (*.-£)%> N . 

Démonstration. Soit AA. e û£M(<r) n v£**V<r) la 

solution de l'équation ,i£>tH
J>*i" " & d a n a °'- 0 n 

a d'après le travail [10J : »-**•{,**,(„ *> C. «9-"Ljfcc<r) > 

s i noua posons (- A )*"* 2>*+i-«. - ^ , nous obte­

nons en vertu du lemme 2 .1 1 assertion. 

Lenuae 3.2. Soit AJL e W^1' C(T) , jt 9- N . Alors 

H 

Démonstration. En vertu du lemme 2 ,1 , nous pouvons 

supposer u de &CÛ*) , Par la partition de l 'unité 

et l e s transformations régulières des cartes, tout se rar 

mène au cas, où or » { x, I «x I < 4 , * N > 0 } a fjj 

et à 1 estimation 

Nous avons àiinf)- A+10) « y ^ ^ L r*^; -^. ^ , d'où 

<3a2)luO>>-Gm^ </l§5r<ijt>H'%ldt)cl'!t.0 

Posons t y a z ; nous obtenons de (3 .12): Uc-tfJ-foife Pff. 

.t.«.y>t,vl<^Ç)Y^r|fJ<lgrte)||*W.,. 

.(Vr*» Çr*.£ .lj4£c*>il.»lc**/.SÊL é -—*-. 4 f . 
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•l-ig-ř*)' i*f*dxéc& f^(znpd*hj;\i«-ii)*/(^)W-iJ'hi 

d'ou la demonstration. 

Nous u t i l i s e r o n s dans la sui te une i n é g a l i t é , dénont-

rée au t r a v a i l de l ' a u t e u r £131: 

T,Ampe }T3- -Snit. i l à <9il l ipsch i tz ienne , * € Wj?(IL), 

1 < ft < Otf , */ un ent ier (aussi néga t i f ) , a> un 

en t ie r oos i t i f . Alors MIL** - ^ c l ÏJ>lML<#-*> + c *4K<*"* ' 

5 4« Les estimations des dérivées d ordre 1: • 1 dans L2 

Nous démontrarma un lemme étroitement l i é aux t héo ­

rèmes sur la r é g u l a r i t é , du t r a v a i l de l ' au teur £14]; cf. 

aussi M.I. Visik £13 e t c . Considérons dans ce paragraphe 

m> > 1 . Pour i l , un domaine à la f ront ière l i p s c h i t z ­

ienne, i l est démontré aux travaux de 1 auteur [15J,f l6J 

l ' ex i s t ence d'une fonction d~Cx) de £ Cil.) n C (21) > 

équivalente à l a cLi&t (x> à i l ) et d une su i te 

croissante des sous-domaines i ! ^ de SI, i l ^ c i l , 

t e l l e que JLJ^ i l ^ « i l , chaque âJl^ étant 

indéfiniment continûment d i f férent iable et d'une su i t e des 

fonctions 6^ € ÊCil) n C (fl^ ) équivalentes 

à l a dU*t Cil^, <0il^ ) y t e l l e que ^(x) —+ G* Cx) 

pour J< é i l et ID**k ' * & f ^ ^ " " ' i l avec 

c indépendant de n • Désignons par 4* » Ci?,... 0,T,Of<-) 

avec 15 sur ^-eme place . Désignons par Û^4À,(X) « 

s tr"*.uCx + -*tO- r"^.-u.C»x) • Nous avons, cf. J . NecSas 
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л 

112] ou L. Nirenberg tl7J: 

Le orne 4.1. Soit J l un domaine borné, Jl' c i l ' c J l , 

A * 1 , w > 1 . °* *">* ^ J X ) * - » \u> e W^mi>(Jl') 

pour chaque i l ' avec \Jh,\ < di*t (Jl\ àjl ) et 

avec il àj^JA, $wtK~4>(ji') - C . De plus: 
f* 

fi/U , !W^(A) ~ C ' * # * " ^ ^ ]]
W«-4USL>) + ^ HWj»4)fM } > 

%£, V* - Ift dana <"VJX') -
Voici 

Théorème 3 . Les conditions (2.18) - (2.21) avec \ * 0 

soient sa t i s fa i t e s . Supposons encore (2 .2 ) , ( 2 .5 ) , 

a^jk(^ )pt*dx*' C, «n * 2 . Alors pour la solution u 

du problème (2.12) ,(2.13) nous avons 

(4.1) f<p2*(1+L lp*A4,Cx)»*-*Z<P*<uCx))*dx A C -

Démonstration. Posons pour * € J\^ i vC#)mt£*'AHuCx) 

et pour x fi -H.^ : ir- Cx) m 0 . On & ve &f4Vil)* 

Soit W € Vv̂ *"' C xi ) avec di**C*a-fc/i. vr, âJl ) > O . 

I l suit de (2.12) 

(4 2) /*.£ ( / a . >CK + tH% C4-t)V*4JLCX)+tytUA.C*+h,))dt)-

.D+vfCxWÎÛjkUCxldx+^^J*^ Cx+tA,C1-i)JfuCx)+ 

+ tl*AAC*+*i))dt)Vi«>'(x)d* m 

« / £ . Vi<*rCx)ùÉl.*JL C*)dx . 
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Posons w =- v , 

A ** .41*1» "fc «tal-t 

* o r a ^ t oč >>*<£* 
I l auit de (4.2) l ' i n é £ a l i t é : 

(4.3) J * c, J-< II*. l 5 y > IU^,W)+ Ca 1 - * ^ * + C 3 ^ * ' 
m* m. H» 

d où suit 

(4,4) J - ^ ^ f l u ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ d A ) * * ! ^ - ^ * » > ' 

I l en su i t , en vertu du lemme de Patou et du lemme 4«ls 

/6*Ci+2\P*A*CX)\r*Z Cjr4A,CX))*ctA é* CC«V) . 

Si nous laissons tendre \ 4v \ -~+ 0 dans (4» 4) et après 

/Yl —¥ co , nous obtenons le résultat . 

Conséquence 4.1# Scus les conditions du théorème 3 : 

/ T f>*+WAUF*dLx * c, N * 3 , 

f Z G&W'AA.PCLX é* c7 1 * ft< co, N « J 2 . 

Conséquence 4.2. On conserve l e s hypothèses du théo-

reme 3» Alors gffi- ; £ « 1f l7... , N , sat i s fa i t 

à l'équation l inéaire d i f férent ie l le : 
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En effet , i l suff it de faire tendre if —+ 0 dans 

(4*2): on peut trouver une t e l l e suite *& —• 0 que 

toutes l es fonctions sous l ' intégrale dans (4»5) conver­

gent presque partout* Si nous tenons compte de ce que les 

intégrales en question 3ont équicontinues, ce qui suit de 

(4 .4 ) , nous pouvons faire le passage à la limite dans (4.2)., 

5 5. Régularité dans I n t é r i e u r e du domaine, le caa m w 2 

Désignons par K^» {*, l * ) < d, ?, K ta, > •» {.x, U - X j < <*.. 

ldmdi*t(*tiaii)i, LCx^xix^-x^lMd, ******(xû9âJL)} • 

Nous supposons dans ce paragraphe partout ( 2 , 1 ) , ( 2 , 2 ) , ( 2 , 4 ) , 

(2 .6 ) , (2 .14) , (2 .15) , (2 .16) , (2 .17a) , (2 .17b) . 

Tirons d abord quelques conséquences des énoncés dé­

montrés au paragraphe 3; 

kemme ? t l . Pour JU, e W«}( K^ ) <> f* > N , on a 

(5.1) U * ( 0 ) i é c < i * * f ^ ^ ^ ^ * 

En e f fe t , nous prenons pour & de lemme 3 .2, la boule 

unité K^ • (5 # i ) s'obtient par homotétie. 

tewm ?f2. Soit 9. € L^CK^ ), 4<<l<oo , 0 & t + Jî,-1 . 

Alors pour <p G 3) (Jl) et î i I m Z on a 

i P > * « * * * £ j ^ 2 > ^ Çy rfx avec 

où 1/f* * 4 / £ - C # t - / ) / N pour ( J t - , / ) < £ < N et 

1 -6-fv < oo pour (4t - i ) $ * N .J"In e f fe t , on prend 

de nouveau pour (T du lenme 3 . 1 , la boule unité K^ . 
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(5.2) s'obtient par homotétie» 

LsmjeJLtl. Soit co € W™ C K^ ) , une solution 

faible de l'équation (3*3) dans Kd . Alors sous l e s 

conditions (3 .1 ) , (3 .2 ) avec les notations du théorème 29 

on a 

(5-3) </*t ^ J ^ ' ^ S T - W , *r* c. 

.i(fj^l^dx)K^ (£ fadT'cVe» )*dx)*cr**NM-N/t -

pour 1 ér fv £ -ĵ pj j p s a t i s fa i san t à (3 .4) . 

Démonstration* I l suf f i t de démontrer (5*3) pour d » 

* 1 et après d ' u t i l i s e r la transformation x/d - y • Pour 

ce but, on pose w « \ o> avec # e 2> (K., ) et ;fcC.x)-» 

= 1 pour I x l é 4/± . i l s u i t du lemme 5.2 que w 

s a t i s f a i t a 1 équation (3.3) avec q. e L ^ ( K̂  ) ; pour 

lesquels (/^ ^ | ^ I^d* ) * é c f ̂  jg^lf , !***>* *• 

+ r , ( ( ^ C J P ^ c f c * ) * J , d'où et de (3.5) pour K., 

3uit l ' a s se r t ion* 

Nous sommes maintenant capables de démontrer a i s é ­

ment: 

Lemme 5.4. Soit y £ J ) ( K ( ^ ) ) , u l a solut ion du 

problème (2 .12) , (2 .13) , alors 

avec 

(5 .5) 'ïA^Kw * itr* , 
où cUtt CvX#, <?-0. ) s 2 d . 

- 389 -



En ef fe t , on part de (4»5), u t i l i s e (2.6) et (5.2) pour 

exprimer / £. J>+çp %& d.x moyenant g? 

satisfaisant a (5.5)o Pour les membres f 2L * 
K(*,> **ï*u 

• -srr* T>*tf dx , on u t i l i s e l 'estimation (2 .15) , l a 

conséquence 4*1 et encore une fo i s ( 5 .2 ) . Pour l e s membre a 

f S. û" • D*cr 2* '••ffifr - dx c'est la même chose: 

Kùb>i«,W ** <**& ' 

on u t i l i s e (2 .16) , la conséquence 4*1 et (5*2). Pour l e s 

membres/ JE a . , p4q> J>* -&&~ cLx , 

on u t i l i s e (2 .16) , (4 .1 ) et ( 5 . 2 ) . 

Théorème 4. Sous 3es conditions mentionnées, pour N -* 2 et 

pour la solution u du problème (2 .12) , (2 .13) , i l existe 

-fi > 2 de sorte que 
(5.6) Il-u.ll,_ é c dCk'4 , d~1/2 di*t (X., àJl ) • 

v4j^i(K(»0y> 

La fonction P*>ot , K I -» -fe est AJL holdérienne 

avec (U. a 1 - 2/fi^ sur chaque compacte de i l • 

Démonstration. L'inégalité (5*6) suit du lemme 5.4, 
* * C9AA* 

du théorème 2 , de 1 appartenance de -A - dans 

W£ ( i l ) et du lemme 5 .3 , u t i l i s é pour jt s a t i s ­

faisant à (3 .4 ) , compte tenu de (2.17a),(2.17b). I l faut 

encore tenir compte du lemme 2 . 1 . 

On désigne par C^Cil) « { <u € CtêûCil) , 

*u*fi d*| ,o,«^. - } <c o o | , où £L^*iX€£l9di4t(x>dSL)>dh 

On a 

Conséquence 5 t l . Sous l e s hypothèses du théorème 4, 
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"< « &«•*) ( S 1 ) ' 

En ef fe t , i l suff i t de tenir compte de (5 .6 ) , de 

l'appartenance de u dans W* (II) et de (5»l)# 

§ 6. Régularité dans l ' intérieure du domaine, l e cas m> 2 

Nous obtenons immédiatement: 

Lemme 6 .1 . Soit -$(<£) une fonction rée l l e , nonnéga-

t i v e , définie pour 0 <• dL < d9 et t e l l e que pour 

d * 0 , /xw d?f(cL)< oo . Soit pour H * 0, 0 £. X< 
0<oL<cLo 

< 1, oc * gx'.*C2d) £Cidr*-F(d)x+ cxd.-* • 
Alors pour fi .i - ^ . - , 0n a 

Soit ,uCA)€ V v ^ C r i ) , A . -CA 1 f A a , . . . ,A r , t5 , . . . , <?> , 

1 > " ' t " , la solution unique du problème 

(2.12),(2.13),correspondant aux fonctions o ^ C x , ^ , A) • 

Supposons dans ce paragraphe: ( 2 . 1 ) , ( 2 . 2 ) , ( 2 . 4 ) , ( 2 . 6 ) , 

(2.18) - (2 .21) . 

Nous avons av e o l e 8 n o t a t i o n a d u p a r a g r a p h e 2 : 

JjejHBfi_i.12. Pour / t t ca . ) : 

(6.1a) /v-»-«*-«Mt ..-*,, „ , 

^-****<A,,.v..,a.r. f ) , 

(6.1b) Al+^^H^j. /^\\\-<n-l*~nA. A . . 
A .-,.«. <u,c*>l) ^ É c f V ' ' ^ ) > N " ^ 

En e f fe t , pour .ce • » \ 

* * * < C X ' ^ . A ) ^ d ' o u et de (2.18) 
suit > 
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^-^Jîv~<~1)uv£^\v^rdx*icx1r--,\.,xwzp + u 

+u*^/Y**^z\Tfi*rd*fk* **-^V'.I* lfi V ; 

maintenant, i l faut utiliser la remarque 2.1,d où et de 

(6.2) suit, compte tenu de l'inégalité de loung: aJtf m 

«£cea)<V£,c-e-V>n; fc +fi'1-'£Vdx ±c(\,.~,\.<W + 

d'où l/V1dx)T= C (X,,:., A*., ) , alors i l suit 
JÛ. 

de (6.2) l'assertion. 

On obtient encore 

Lemme 6.3. Pour AJU(X\, N* 2 : 

(6.3)fpahvm'2'(v'1)hv'Ki. af^atfdxéc(xvxiy..,xrmi). 

Démonstration. On procède comme dans la démonstration 

du théorème 3. On sait d après ce théorème que (6.3) est 

valable avec c(X) . Maintenant, on pose avec A4,** AJU(X)I 

D- f£*N:^+Zifl-t;j>w 

-M+JL. £ *^- t )P^rx>+tJ>*^^ 

Si nous notons dans cette démonstration V m 1 + 

+ J.\(W)ï>*j*(x)+tT>*4ju(x+M>)\ et Va ~ 1 + 

+ A Z \M->t)P*AA,(X)+t3"'xtCx + Àv )l , »°^s obtenons 
r «un 

pour <3 l'inégalité 
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(6.4) ?*i^v--A*.iKDi/<.f\~-2-(*-1)hvfdi)JZ^ • 

Jf% * * * L . V Wi*."***" *i-v 

U l f c * -
(V*ùLufdx)t./lfvm-,*4>K V*dt )cU f 

-1 *" a . *> *t-
•H» 

• ^ iL. ' -**»* - - ' 1 * 

Après avoir u t i l i s é lOsJlr £ e*ct2 -*• -p $r%
 ; nous 

obtenons de 6.4 une estimation pour D . O n peut f a i r e 

tendre r —* 0 , (<*!> » C 0, . . *, f , 0 , . . *, 0 )) et 

1 on obtient en vertu du lemme de Fat ou et du lemme 6*2, 

du lemme 2.1 et de (6.1b) finalement (6.2) avec 6^, . 

Après, i l suf f i t de f a i r e tendre rru —-> oo . 

Désignons par W(H)s? {JU, *U4V ttull^/(to, n .<£**< où ? * 
* > » • * d>0 *& (J3H> 

k&m&JLMÀ* Supposons ^ U ) € Wj£ CJl ) e t dés ig ­

nons par A^ m 4 + Il H \\W($O(JI ) * Alors pour ç> £ 

e 2> CK(*P)) , o n m 

avec II9;. « L ^ <-,«*,» * c c * t > - , « V * )-flf*A"^ -

Démonstration.. Fartons de (4*5). On raisonne mainte­

nant comme dans la démonstration du lemme 5.4* pour l'in-
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tégrale f 21 P*CP -srr- dot , c'est la même 

chose. Pour f !£. J&V' D^cpdx • on estime 

«£> •£"• **.* v ' 
I Cr&'JL A 4M.-»2 

^ j r - 1 »V C /H^ " 1/ # u t i l i s e la conséquence 4.1 avec 

m » 2 , ce qui découle de (6.3) et l ' inéga l i té (5 .2) . 

Pour les autres intégrâtes, on procède comme dans la dé­

monstration du lemme 5.4, tenaait compte de (6 .3 ) , et 

ut i l i sant l 'estimation la.. . I es c V"**1 , c . q . f . d . 

Lemme 6.5 . Si u* (A) £ Wj*> ( JTL ) , . i l existe 
¥s CA17'.« > .3. ) > 0 de sorte que pour -p. •» 1+-

C6.6) ' « « » U ^ L M i e a < ^ W " * " / t " ' 1 * 

En e f fe t , cela suit du lemme précédent et du lemme 5 .3 , 

appliqué sur #; * <fi , % ~ <y>± . Ad > 

compte tenu du lemme 6.2 et 6.3 et de la conséquence 4.1» 

Lemme 6«6.. Supposons ÀÂ, CX) e W(ét> (Jl.) avec ae m 

m i-ljk1* > N ** 2 • Alors en posant l4â* K<» (m " 

(6.7) luC*}tw<*><A) * C C*1>X*>'~> X*~i } * 

•Démonstration. Posons /m*6x)* d-*- £ (2f-(44,CA » ) * ) * * * . 

I l suit de (6 .3 ) et (6.1)s 

/ - * 
(6*8) imììw^(Қ(ofpí>

 Á C (^>—>Л*-i)d • 

Maintenant, on t iгe đe (6 .6 ) : 

( б ' 9 ) í / j ' ^ Г + '**. Њ*Ѓ* «^r•1A,<)^f•,, 

- 39V -



Soit 1/ty* a,/fl +tr/2, a,+4rm<tf 0< ^ < ^ # Nous obtenons 

de (6 .8 ) , ( 6 . 9 ) : 

(6*10) i{jl^A^)d*>k* *C*,r-,\.^A*1^'• 
Noua avons avec -J". du lemme 6 .5: 

(6.11) A * 2 + <*,# A-V"""•'*""* . 

I l suit de (6.1) 

(6.12) ^T f ^ ^ » I ^ ^ C ( V , A t . ) ^ f , 
«• ut*,) 

alors i l s'ensuit de l ' inéga l i t é (5 .1) f a t i l i sée pour 

L ( ^ ) et de (6.10) - (6.12): 

(6.13) l « C * > l * C ^ , - ^ f > ^ ^ . 

Maintenant, i l suit de (6.8) et du lemme 2.1: 

(6.14) (/ \mC*)\%cLx)^ * cC*1v..,\JcL-k'*'*>~1 . 

Avec un Q > 2 f i x é . I l en suit avec ^CM/rrt/2^7f^/2: 

(6.15) (/ -ZJTySUCxH^axF1* COi^^^d^^^ . 
tu*)*"* 

Etant évidemment, en vertu du lemme 2 .1: 

(6.16) (/TL^ \]>tuCM)l*dx)** cCA>>Xi,-.,!Kv„f ) 

pour 1 .6 /& < 00 , on t ire de 16.15),(6.16) et de 

(5.1) finalement 

(6.17) ^ f
g £ ^ ^ W i ^ é ^ ^ ^ • • ) ^ ^ " ^ 4 , • 

(6.17) étant évident pour \<**\ *: M - 4 , en vertu du 
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lemme 2 .1 , on obtient de (6.13) ,(6.17) finalement: 

£•"*- «« ^.>-v'-\*-*-,,f-,*~'~-s' , 

Si nous prenons a t e l que A - <h*/2 + 2 a> ("n* - 2 ) «• 

» C1/2 ) CI - Jh, /2 ) , nous obtenons du lemme 6.1 l 'a s ser ­

t ion . 

Théorème 5. Soit />n > 2 , N • 2 ; u l a solution du 

problème (2 .12) , (2 .13 ) . On suppose (2 .1 ) , (2 .2 ) , (2 .4 ) , (2 .6) , 

(2.18) - (2.21), On pose #*£*%!, Jh-%%£* ,çLm 1/2 

dût (X. , âSL), L Cx0) m {*9 | . x - ^ \ < ( 1 / m î , \ * 1+ «<"-{t* }̂ > 

Jl^ m {di*t(x ,âJl)> d $ . Alors 
2C1*h) 

(6.18) ÏÏnKêû,* , * Cd~1-% 9 

i l existe c^ -> 0 de sorte que ai <p, *• 2 -#- ĉ  /4^ .. 

alora 

A . 2C1+*.Hm-2) 

16.19) I ^ U - o ^ » * * * ' ^ * 
f* 

et 

(6 .19 ) ' .^ e C00'** (Hd), (ùu-1-l/fi , 

.Démonstration. Prenons A -» C4,f,>", & r ) avec 

Â  > 0 , , , , , X€ > Q . Ona ^ - &Jh • 2 , alora 

d'aprèa la conaéquenoe 5 . 1 , AMLX) c V/i^ C i l ) avec 
«-», te 

9f =. «- • j. . # Faiaons tenure &# —>- 0 , &i vertu 

de C l ) ,(6.3), de la remarque 2.1 et du lemme 2.1, l'en-
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semble / a ( A ^ „ . , "V-.* > ^G,"* ^ ea* compact 

dans Wjjf* CSLf ) pour chaque JL ' G i l . Nous pou­

vons alors trouver une soussuite (on la note encore X*~ 
°+p 

et on pose X* ** C^,»*, tK^ ) , 4À^ » 'U>Cd./f,'"7 ^e^ ' ** 

convergeant vers un w dans Vv£ C i l ' ) et D * ^ - * 

—> Jt^w, \oo\ & Jh> presque partout dans IL • Nous 

avons pour M c i l ; 

MAx,tàL,W\dx*c/Vmm'dx * cCrLf)(uCMA . 
Nous pouvons alors faire le procédé l imite dans (2.12) f 

Mais i l suit de (6.1) et du lemme de Patou que TÂT € 

e ^4v^v.^^ et encore i l suit de (6.1) qu'on peut sup­

poser M, —*- W ( la convergence faible dans W(K) - )• 

Gela entraîne 2 .13 . En vertu de l 'un ic i t é de la solution 

du problème u en question, 'ur*AA,t%é1,Xli ***, A.^ , 0 ) . 

Mais i l suit de 6.7 que .*cCA„„.,A^f , 0) € WJj^ ( i l ) . 

I l suffit maintenant appliquer notre raisonnement à 

^(A-f,..., *V-*,** » ° ' et l 'on obtient finalement pour la 

solution u 

Pour u , on a (4.5) et le lemme (6 .4 ) , d'où (6 .6) . Mais 

i l . suit de (6.6) et de (6.20) l ' inéga l i t é (6.19); a'autre 

part, en vertu du lemme 2 .1: AJL € CH ( i l ) } d'où (6.18) 

et (6 .19) # . 

- 3 9 7 -



§ ?• Régularité dans l ' i n t é r i e u r e du domaine, le cas 
A < /m, <: 1 . 

Soit 44, ((K) € W^Cfl) , 0 <: a -é </ , la solu­

t i o n unique du problème (2 .12) , (2 .13) , correspondant aux 

coefficients a- (X1 £^ , A ) - Nous supposerons 

dans ce paragraphe les conditions ( 2 . 1 ) . ( 2 . 3 ) , ( 2 . 5 ) , ( 2 . 7 ) , 

(2.22) - (2 .25) . 

Lemme 7 . 1 . Pour 4A, CX) : 

(7.1a) fV^V^dx m C , 

(7.1b) fci+JLj-p^iï^V^cLx* e , 

(7.2) / ç * * ! / — * V **""•£ ClD\^;i))ac*.x * C , N - 2 . 

Démonstration, On a / I & (44, - 44,0) 4^ dix -

*f&M?*("'-4*0)as.tx, T>*U,,\)cLx , d'où et de (2.22) 

i l su i t . J V ^ Vmdx * &C1+\\<u,e ^ , Ç r £ * " V ' S . * > * - » -

d'où, compte tenu de l ' i n é g a l i t é de ïoung et de la remar­

que 2 . 1 f su i t ( 7 . 1 ) . Pour obtenir (7 .1b) , i l faut t en i r 

compte de 1 inéga l i t é , valable pour N = 2 : 

(7.3) t<u>tiwi*>4> * H44,ttwtK) . 
TPm, 

Pour démontrer (7 .2 ) , i l suf f i t de s 'appercevoir , 

qu'on peut placer cp m &1* ..^fL. dans (4.5) 
*л 

(nous savons de (4.1) que er** £&~ € i t ^ ( i l ) ) . 
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Si noua posons J.-/ff**Vw\*~^/:D*xc>aakc , nous ob­

tenons de (4.5): 3 * c J>* C£ V*'a ^ ' Z ^ ^ ^ ^ * 

*cdifv^. vf""dx + c/vm-\K
t-*ijrjJ>*'"\dx ; 

i l faut maintenant t e n i r compte de (7 .1) f (7 .1b) et de (7 .3 ) , 

d'où su i t (7 .2 ) . 

Nous avons avec l a notation du lemme 6.Ai 

Lemme 7 ,2 . Pour Cf c 3>CK (ocp )) , on a (N -* 2) ; 

(7.5) ï ^ - ^ c ^ , , - Єđf*AІ-" 

Démonstration. On part de (4 .5 ) . On raisonne maint G-

somme dans la démonstration du lemme 5.4* pour 1 In t é -

S-., 3>%Q J IL* * do< , c est l a même chô3e. 

nant comme dans la démonstration du lemme 5.4* pour 1 I n t é -
âÎA 

K t*,) ' 

Pour 

*cr*,>f 

on u t i l i s e | | % i | * C ^ A%~ , a lors 

<™> *£&*&»'**« 

Cf \îgi\m,dxf> * C ^ j * " * ' s pour estimer l es i n t é g r é e s 

f Jj. cUi VtyP'tt-d* , on u t i l i s e l ' i n é g a l i t é (2 .24) , 
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( 7 . 2 ) , l e lemme 5.2 au cas \& I m Je, et pour le cas 

1^1 *-* M, , on u t i l i s e l ' e s t imat ion 

et on raisonne comme pour (7 .6 ) , en u t i l i s a n t pour 

\ 4 \ < M, le lemme 5.2* 

Nous obtenons maintenant 

Le nuira 7T3_. I l exis te 1T$ > ^ d e sor te que pour 

f* » 2 + *35 >y*-2 ; 

En e f fe t , cela su i t du lemme précédent et du lemme 5*3, 

appliqué sur ^ » ^ / l ^ , ?J » ^ , compte t e ­

nu de (7.1) et de (7 .2 ) . 

Nous avons maintenant 

Lemme 7.4. Soit 0d *m ^ ^ ^— . Alors pour A4, C A) 

en question II -O- C ^ ) W ^ , ^ * c 

Démonstration. Posons /m (*x)m C1 -t- X f.3>*.4-t,6x ) ) ^ " 

I l su i t de (7 .1a) , (7 .1b) et (7.2) que 

C7.7) l"»1**™*,» * Cd~h ' 

Nous avons avec p û\x lemme précédent (avec <]fc assez 

p e t i t ) 

C7.8) <f«%£r+\fer>d*t* **"*?"" • 

Soit 1/fym a,/<p, + *-/{*>, a, + *r m 4$ a, > 0 . Nous 

obtenons de (7.8) et (7.7) * 
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(7.9) ( / « ! ? / % / $ * / * > . * * ) * * cdT^A, 
U*p-> i z 

Puis, nous tirons de (7.1) 

(7.10) d>~Zf \<v>v(x)\dLx & CCL' 5 

alors, on t ire de l ' inéga l i t é (5.1) et de (7 .9 ) , (7 .10) : 

(7.11) \<m(Xs>)l é* cd" a A^ * , 

d ou 

(7.12) A* & tcL a, A.* 

Si nous posons a> * -%*,» —r f nous obtenons 

2 ( M ) _ a ^ *»-* 
24, ~ ^ ^ ^ ^ ^ ; d'où en vertu du lem-

me 6.1 suit facilement l 'assert ion. 

Nous avons finalement 

Théorème 6. Soit <f << /»». -< 2 , N ~ 1 f u l a so­

lution du problème (2 .12) , (2 .13 ) . On suppose ( 2 . l ) , ( 2 . 3 ) , 

( 2 .5 ) , (2 .7 ) , (2 .22 ) - (2.25) . On pose cL -«• (1/2)d%a Cxp , 

âJl), Lt*0)m {x,\x-xp\< (1/±)el}, <•&* ~ 

- {cx,di*t (c*,âJl) >UÎ, A^~ 1+ ll44>llC£t<>c£ } > 

Alors 

(7.120 » ^ « C ^ i î r f ) - e ^ ' 

Il existe G, > 0 de sorte que si /t -* .2 + û 4^ ~ , 

alors 
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(7ЛЗ ) lAM^m^ùnш » * cd-"***--^^ 
1 * 

et 

*}****( Ll*91> 

(7.14) лд. e C ^ ^ í Л ^ ) лvec (U ~ i - 2/<fг . 

Déirionstrûtion. D après le théorème 4f on a AA*(%) € 
C*(£L > avec ae 

(7.6) et du lemme 7.4 que 

* ClK)(Sl > avec de m 2<1 +h) . Mais i l suit de 
#> i • m% 

I l en su i t , qu'on peut trouver une suite A^—* 0 t e l -

l e que 4* f A,» ) —iV -ar dans h£; Cil' ) pour cha­

que J Q / C i l , J * u ( \ ) —• I>"V, '<*! -# A presque 

partout dans i l . O n peut faire le passage à la limite 

C\̂  —y 0 dans (2.12) et de supposer que AA (\^ > —* -%r 

dans W ^ Ci l ) et dans Vyft***; f i l ^ > . En vertu de 

1 unicité de la solution du problème en question, w =- u et 

l ' on t i re de (7.1?) l ' inéga l i t é (7*13)* Ceci nous donne (7 .14) , 

d'où (7.12) en vertu du lemme 7.4* 

£ 8 . Régularité .1USQU à la frontière, m & 2 . N a 2 

Nous supposons dans ce paragraphe ait indéfini­

ment continûment différentiable, ( 2 .1 ) , (2 .8 ) , (2 .9 ) , (2 .26 ) -

- (2.29) et la condition: 

(8.1) (2.26) - (2.29) sont invariantes par rapport à la 

transformation orthonormale des cartes. 

Nous pouvons décrire la frontière <^JL au vo i s i ­

nage du chaque point de âSL à l 'aide d'une fonction 



indéfiniment continûment différentiable . Pour fixer les 

idées, nous supposons définie une telle fonction dans un 

système de cartes cartésiennes (que notons encore x ): 

(8.2) «Xy-aOC') , *'*(*„*", X ^ ) , l«XM ém /£ , 

avec a de fc C K^ ) ( K^ » f #', \x'\ < M J ) . Supposons 

que l e s points l*'l«# *>, a(x') < &N <a, (*') + M, ap­

partiennent dans SL , tandis que les points ïx'l & H., 

0 , C » x ' ) - * < *N < CL ( X' ) sont hors de IL f k et 

désignons l'ensemble IX'I <* K, a(M')<. x w < a , 6 x ' ) + <fc 
AMI ^ 

par V^ • Supposons que SL ( Jjy7 (0))1 - 0 . 

Dans V^ , définissons"les dérivées dans la direction 

parallèle à d SL w- pour pc € K } ce seront les 

dérivées au plan orthogonale à la direction 

(-J^ <*'),... 9-£gh- C*'), 4 ) . Pour fixer 

l e s idées, nous choisissons ces directions en prenant pour 

e l l e s : ~ 
%, (0,0,..., A, 0,..., -fôÇCcx'Ktlmi, 2,...,N-4 * 

PoSons H C * > ^ | ^ 0 ^ ^ • 

LffîK 8 - l - S o i * (<* £- 2 et uGci*) la solution du problè­

me (2 .12) , (2 .13 ) , correspondant au paramètre pc • Suppo­

sons que u((tfr) e Û ^ C l I ) n W ^ C A ) . Alors 

(8.1a) Уj' V""-<.X * C . 

(8.1b) fч^HeL* * C 

PflgIMftï>a*ion» ( - ^ a ) suit immédiatement de (2.26). 

Soit <f € ® ( V̂  ) et déf inisdons pour 
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y 6 t£: Jh,(x)*COr.-,0, v, 0, ... ,0,a,Cx')+.h.')- a.Cx'» 

avec "V sur £ -èiae place et Jhf* CO,-- •, 0, V, 0,...,0). 

Nous avons d après (2.12) 

4s / S z JWrCx+Jh,t»))-T>ig>C*))t%i Cx,T>*44.Cx),^^*. -
w Jet liliim. •* • -» 

. 1 / 2 1 C&V^+^^-^^C^^^ f«x>o£'* 
et par le passage à la limite t —* 0 , on obtient: 

(8-2) {&**<§%+%, 4%>***,*>«,<«*** ' 

L'intégration par parties nous donne 

(s.3) /s^vo., J>* J | ^ ^ W ^ S - J * * 

•£JL*9&.d**{$0*»9 + *''" • 
où i £ , C ,̂ d^ e £ CJCL ) . En vertu de l'hypothè­

se que 4A, 6 C<*Viï) rs wf^CCL) , nous pouvons prend-

re <y e ti/^CJL) et spécialement: Cf * C%~ - ^ J * 

nous 
~ ~T' 

.' \ , ' 

"f 3 ? " ~ ^S^^oGT^Î** * N o u s obtenons de (8 .3 ) , s i 

posons 3 - fr*h V* Hdx : J~e J > * , 

d ou D é. c et d ou 1 assertion» 

Lemme 8#2» Supposons toujours AM C(U) € CC* CH) ^ 
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/i/^/i) 

rs U£ cil) . Alors pour r assez petit 

^^/7^y^'t>(-§^^)a^^ccxxi^u^Hc^CJV)(U''a'. 

Démonstration. Désignons par &> CfC )« <niax ..2-i-fjT 
> 6 X « *** * 

•Ca')\,C0,...,0,h-iy^ V . ^ - CO,..., O, H), V~(0,...,0,*n-4Ï 

et posons fy(*)~ Szr (%, <*'? f # , D * < a - ) ) • Pour 

| oc (* J e - 4 , ot» 4» >> , nous avons pour çp € ^C-TL) ; 

(8.5) fur* g.otx~ f&cfÂ- crfa.? > <** 

avec Z m. N - 1 . Pour oG ~ £> , on a d'aprèa (2 .12) : 

(8.6) fT?«?r£)cu9do< m 

*-fZL a*Trtyi£)dL*+fT. TfCgrJ-ïic** • 
£ kti**,,*#»> ^ * •a****** y * ** 

I l suit maintenant de (8 .1 ) , compte tenu des inégalitéa 

(2.26) - (2.29) et du lemme 3 . 3 , en posant J *f%t V "" • 

^C^aU)dK t^)(iH^c(K)a) )**' , d'où 8.4-

On a évidemment: 

ConaéQuence 8 .1 . Pour u({tt> on a 

(8.7) £vU*7£iH&tu>xd** *>«+*"'etOfXi r ' * > 

( 8 . 8 . ) ^ V ^ * ^ * ) # i ^ f t « • l i * - ,
e < . . r t . > , " ^ N*2,1*P>*<*> , 
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Leitira.JU3« Supposons A*((U,) * Ccl°(2£) n 

A ^ * C Ik) . Alors i l existe ft -> 0 

de sorte que pour ft s 2 • ^Ç (1+ {[44, tlcactcJSL} )%m*~ ? 

on a 

(8.9) ( / V * * 4 - * ^ l J ) \ t r d ^ ) * * c « + * - a i e c i t i « / C 

P0n9WtVii^l9n* Dans l£ , posons Cù - C 337 + 

Ŝx̂  Tiït)'?* - X1 suit de (B*3,i ou nous p ° s o n s P o u r 

ysGftf* que a> sat i s fa i t à l'éo#ation l inéaire , à 

savoir en vertu de ( 8 . l ) , ( 8 . 7 ) , ( 8 . 8 ) et du lemme 3.1 que 

(3'9)' £$****** ******-£&&*** 
avec 

« M L V . a > * c t t - r - J U * ^ , ) * * ' ' 

Nous ut i l i sons maintenant le théorème 2 pour ittm G> -

- * * < l f c + J 5 j I f r } e t e n oUtenoni, en posant # . 3 , 

^ « 7 J ( 1 * l ^ ^ ^ ^ j ) ^ " 1 l ' inéga l i t é 

(8.10) lc*> !.,(*> é o C ^ X I ^ f ^ f L ^ f f ) ' 
*W 

Maintenant, on procède comme dans i«* démonstration du 

lemme 8.2: 
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P03ons frCx^'J^ (fl^-r <*, -&*<«•, (U, )) . 

Il suit maintenant de (8.5),(8.6),(8.le),compte tenu des 

inégalités (2.26),(2.29) et du lemme 3.3,en posant D » 

(8.11) J* * i^cùCH,) JTV C2C*)C1+ *"']lc«}cJLy)*i 

d'où, en vertu de (8 .10) s u i t f inalement ( 8 . 9 ) . 

Lemme 8 . 4 . Supposons M.C<U,)€ CCI0CIL) n W^*-+*CJ&) > 

N 9 2 . Alors 

(8 .12) l"<-&Me€*(Ji)+ lu((U>)lwa»*CA) * C 

et i l e x i s t e £ > 2 t e l que 

(8 .13 ) I »(<<+> *w(lc+<>w "» c • 

pémonytration. So i t /tn-fvV)» C1+ X C.D"ïk.tVtfr»-) 
Kl**. l 

I l s u i t de (8 .7) . que 

%'< 
(8.14) \m BW W V A ) * c C1+ a/u. I^^j - , > 

I l 3 ' en s u i t de ( 8 . 9 ) e t de ( 8 . 8 ) que 

(8 .15 ) I"»-Wfl»c.a, ~ û C 1 + « ^ « c ( « r J t ) ) S f < S * ' ' > 

avec f t * 2 + 'JÇ C1 + * ^ { U > C J t ) ) l m < U * S o i t 4 / f i^ ~ 

• a / fx + ̂ / i , a****!, 1 < a, <> 0 . On obt ient / i - , * 

*.l + *Ts C 1 + * ^ » c W ( A ) ) 2 ^ # I l su i t de ( 8 . 1 4 ) , 

( 8 .15 ) et du lemme 3*2 : 
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(8.16) « . £ « & . U'""'"*-.^,'4'*'"""'"'' ••* 

D'autre part, en vertu de (8.1): -f-f U^clLaû,*) é c ^ + 

+tjjL^I])"'u itcjsm) ) , alors i l en suit en vertu de (8.16), 

s i nous posons CL * zrr; : 

(8.17) Il U ((U ) UccK>clZ) * c • 

(8.12) suit d ' i c i et de (8.7); (8.13) suit de (8 .9 ) . 

Théorème 7. Soit i l un domaine borné à frontière indéfini­

ment continûment différentiab le, N = 2 et les hypothèses 

( 2 . l ) , ( 2 . 8 ) t (2 .9) , (2 .26) - (2.29) , (8.1) soient valab les. 

Alors la solution u du problème de Dirichlet (2 .12) , (2 .13 ) 

appartient à W^^CH) avec fiê > 2 , donc à CcK)'**CJX) 

avec (U, « 1 - 2/fiê * 

Démonstration. Considérons d abord le cas m = 2 . Soit 

o>t(*i ?*>t) - ( l - t ) c ^ £ + t a 4 c\x, Ç; ) pour 0 * 

e t é ^ avec c£. « 0 pour U I + l ^ l < 2 J b et 

c^- « 4 pour i * ^ , cQj M Q pour <£«#^., \Hm\^\mJk. 

Evidemment, les conditions (2.26) - (2.29) sont valables 

uniformément par rapport à t ; soit u(t) la solution du 

problème (2 .12) , (2 .13 ) . Pour t » 0 , l 'assert ion est 

vrai en vertu des théorèmes bien connus pour l e s équations 

l inéaires cf. par exemple Î10J. Désignons par N , l ' e n ­

semble des t pour lesquels (8.13) est valable avec 

^ « fl^ . N est fermé: s i t^ —• t # et 

pour l e s t (8.13) est valable, i l en su i t , en vertu 
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du lemme 2 . 1 , que AAsCt^ ) est un ensemble compacte 

dans WCKi C-CL ) . On peut en t i rer une sui te f encore 

notée AA* Ct^ ) 9 t e l l e que A^Ct,»)-* u, dm s 

W^ (« - ( ! ) - I l en suit en vertu de l 'unic i té de la s o ­

lution du problème pour t que u. Ct0 ) s AJL } d'où l ' é ­

noncé. N est ouvert: en e f f e t , so i t t0 e N et désig­

nons par À l'opérateur de [ W™ CIL)!** dans 

W ( -CL ) où ae est l e nombre des indices 

1 -i I éz h, % donant la solution du problème. Soit |/ m 

w tU'iM-H&ie tV^CJDÎ et désignons par B l'opéra­

teur de WJ**+*> CIL ) dans WJ" (JL) , défini 

par (t,-i).a.(x9J)*44,)4. (t -t, ) X <£; J>* AI . 

Soit U, - { * « h ^ i l h V, U - a t % > l w , w £ 1} -

L'opérateur /4 ft,o, •*• /U, C£, ) pour f i - t„ | assez 

petit transforme U^ dans lu i même. D'autre part, i l 

est faiblement continu: K***f> étant un espace ré -

f l e x i f , séparable, on peut u t i l i s e r le théorème de Schau-

der "faible", cf. J. Schauder I21J , d'où l 'existence du 

point f ixe u • Evidemment u -* u(t) . I l faut encore voir 

que l'estimation (8*13) est valable avec £ m fi . Mais 

cette estimation est valable avec q du lemme précédent. 

I l en suit que les coefficients A - • dans ( 8 . 9 ) ' son* 

holderiennes. I l suit alors du travail £10J que 

(CDI^Z CK+<O * C Mais l 'application du procédé, ba-
wf> 

se sur le lemme 3.3 comme «udessus nous donne finalement 

l 'estimation "à priori" (8.13) avec ft0 .11 en suit que 
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M m ( 0 , 4 > , d'où la démonstration au cas m * 2 • 

Si /m> > 2 , considérons (U € ( 2, nrt > et l e s so ­

lutions u((tc) • Mais pour <c6 » 2 l 'assert ion est 

vrai . Maintenant, on raisonne comme audessus, en posant 

pour B • <-H <*«*- D*M,, (CLû)-aiCù(,,l>M,>(Cc),à'o\x la dé­

monstration. 

Remarque. Sous l e s hypothèses mentionnées et encore 

avec a^v • <Zji pour \<tl m \£\ m 4t , on peut 

démontrer par la même méthode, avec les modifications cor­

respondantes au paragraphe 7 , l e théorème 7 pour A <<m. < 2 . 
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