Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

Jindfich Necas
Sur la régularité des solutions faibles des équations elliptiques non linéaires

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, Vol. 9 (1968), No. 3, 365--413

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/105189

Terms of use:

© Charles University in Prague, Faculty of Mathematics and Physics, 1968

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/105189
http://project.dml.cz

Commentationes Matheraticee Universitatis Carolinae
9, 3 (1958)

SUR LA REGULARITE DZS SOLUTIONS FAIBLLS DES EQUATIONS
ELLIPTIQUES NON LINEAIRES
Jind#ich NEBAS, Ppaha

(Conférences, tenues au collége de France, mars 1968)

§ 1. Introduction.
Considérons un systéme elliptique des équntions aux

dérivées partielles pour le vecteur inconnu & = (&« ,

Uy, w,, ) et cherchons une solution faible appartenant au
2 )
produit W des espaces de Sobolev: W = I w:‘* ),

f<m <00, £)  ¢étant un domaine borné de l'espace eu=-

al“

clidien Ey . Comme d habitude, on note D= ——T———"—ax, ...a.x,," .

Le aystéme soit de la forme
18l . 3
(1.1) ‘g,‘“‘(-n‘ Day (x, D) =%, , n =4y 2y P
ou dans la forme 1ntégru1e
e, )d adx eD() .
(1.2. )_/Hum“ % at(x,DPu)dx = [4fdx, 9
Considérons le probléme de Dirichlet: on se donne encore

w'e W et on cherche u de W aatiafaisant (1.1) ou dans

la forme intégrale (1.2), tel que —-—-"‘- = a‘”’ sur
la frontiere 9.0 pour £=0,1,...2¢, -1 8 étant
R T

la derivée selon la normale extérieure.

Les problémes fondamentaux sont
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I, Existence, unicité, dépendance continue des données.

II. Régularité de la solution aible,

III, Existence des solutions tres faibles et leur régula-
rité.

En ce qui concerne la question I, il est résolu d “une
maniere satisfaisante, la partie concernant 1 existence et
1°unicité, cf. par exemple M.I. Vi3ik (1), F.E. Browder [2],
J. Leray-J.L. Lions [3).

Pour la question II, dont nous nous occuperons, on
peut la considérer comme une question clussique, formulée
par D. Hilbert comme son 19 probléie et étroitement liée a-
vec la position du probleme et par 13 avec la question I.Si
fous nous bornerons au point de vue des solutions faibles,
nous pouvons faire l'apergu suivant de la rdésolution de ce
problime, a savoir de la démonstration que la solution ap=~

partient & J c™' (a) 81l s’agit de la

régularité dans 1 intérieure du domaine ou B"fr:‘ Pa ULl B
8’1l s’agit de la régularité jusqu’i la frontidre:

[5] Ch.B. Morrey,1939, N=2, % > 1 (pratiquement » =
=1), 96, =9 1<m«< 00 ,

14) B.De Giorgi,1957, N = 2, »=1, o= 1, m=2,
[7T) 0.A., LadyZenskaja=N.N, Uralceva 1959, N2 2, ¥ =1,
=1, {<mc 00,

n " N22, » 2 1 (pratiquement ¥ =
=1), %, «1, ma= 2,

(6] Ch.B. Morrey,1960, N2 2, » =1, %=1, {<m <00,
{8 J. Netas 1966, N= 2, V=1, ¢ 31, m= 2,

(93 J. Nezas 1967, N=2, V=1, % 21, 1<m <0
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Le succes de la résolution du probléme pour une équa=
tion du deuxiéme ordre est basé sur le théoreme de De Gior-
gi-Nash, cf. E.De Giorgi [4]; voici la généralisation de
ce théoréme par G. Stampacchia, cf.[18]: si u est une

. N 3 Au
solution faible de 1 équation linéaire -’,’,Z“-a;; (@ B

N
= £ avee cnf;g’g‘% 7% 79) a; ;€ L), fel,, n> -E‘— ’

alors « € CO&(n).
Revenons agu systeme (1.1). Formellement, on obtient'

de (l.1) en dérivant:

g Oad 1F0us, Ofx _ _qgyiing Oa®
(1.3)ﬁ§“‘§ > =1 Dcm‘n';ﬁ‘:) ot LR

et igigoe,
ce qui est un systeme linéaire pour _g._,_‘u_?_ .  Pour ms«
=2 ona -é-“?‘:— e L ’ alors dans le
’ oD%, P

cas » = 1, s¢ = 1 , on peut utiliser le théoréme de
De Giorgi-Nash, S1 m = 2 , 11 suffit de savoir que les
premieres dérivées sont bornées. Ceci, on peut obtenir de

(1.2) pour m 2 2 en y posant pour ¢ = 'g:, 1*6

avec ¢ 1indéfiniment différentiable, 6 > 0 , et
de faire tendre A — o0 ; pour les détailles cf.
E.R. Buley [20] ou J. Ne&as [19].

La méthode utilisée par Ch.B. Morrey dans son travail
[5) est basée sur 1’estimation suivante: siddst (K, (X,),
oN)=d > 0 » ’ alors sous les hypotheses du tra-

vail en question, 1 intégrale

i a . .
j;)\"xo)lgtl g, (D*4,Ydx &c(ddx”, 0 < A ; d ieci
suit facilement qus 4« 6 C' % () avec (“=%’ ‘
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La méme idée est utilisée au travail de 1 auteur
(8] ; dans nos conférences, nous reviendrons aux espaces

L

f > 2 et utiliserons un analogue du théoreme de

" ?
De Giorgi-Nash valable au cas 2 = 1,22 = &k a2 1; ai
M € Wz“"(.ﬂ.) est une solution faible de 1 é~
quation

(104) l-i%‘hb D (A,;' D’»“) ’..-.,?;‘D‘ ,& , avee

f,el,, > 2,
2 2
si &, 6 é,g;wA £ 5 < L6l (et ici
pour simplifier si Ag; = Ajj ), alors ¢ €
W,::o(.ﬂ.’), Nel cn avec 11 satisfaisant

2 < n, £ n . lMalheureusement, on ne peut pas démontrer
que g, > N pour N = 3 | il existe un contreex~
emple, c¢f. N.G. Meyers [22). On voit, que le cas m = 2,
si 1 on considére la régularité dans 1 intérieure du do-
maine, est résolu par ce théoreme. Si 4 <« m < &0
on peut démontrer une estimation "a priori" pour c*cn’)
et d'ici on revient a 1 équation (1.4).

Nous nous occuperons dans nos conférences du cas N=
=2, v=1, k& 2 1, 1< m < o0o.Pour les autres cas, cf,
les livres déja cités de Ch.B. Morrey [6] et de O.A. La-
dyZenskaja~N.N. Uralceva [7].

Aprés avoir rédigé ces conférences, J'ai pris comnais-

sance des travaux de E.De Giorgi (23], E. Giustl - M. Mi-
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randa [24], Ch.B. Morrey [25], tous encore non publiés,
qui complitent d’une maniére essentielle 1’apergu ci-des-
sus.

E. De Giorgi montre Que la fonction 4 = XxIX|*,

avec oc-—%‘-['t- I,N2>3, est

4
VIIN<-2)2 +1
une extrémale appartenant a A b de la fone-

tionnelle

& 2. ¥ .
L Oup 2
*':»,:2:‘.1"3—&,_ 2 ldx

et satisfait alors au systeme elliptique linéaire

N N o
a so Ou® \
°§ 1'§c1 ;X." (ai;' 3x,~ ) 0, = 1,2,... N

pour lequel la condition d éllipticité

¥ N N N
R I T
est valable. Le vecteur x Ix 1% n’est pas borné dans
l'origine;
On voit aisément, comﬁe cest remarqué au travail,
que la fonction 4 (x) = IxI%**  ge W™ nest
pas dans ¢ 0, & au volsinage de l'origine, quoique

elle soit une extrémale de la fonctionnelle
Y xpxg 3% o, &  O* 21dX .
JTCN-DB8 e NZ b 250 4-&{."(-5—{3‘—,‘;) b

f(x) satisfait alors a une équation du Quatriéme
ordre
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#Ew R CEP DP¢) = 0 ,  oula condition d’ellipti-

cité m?n';u.a'a"i £ £, = ., £2 ast valable.

Les contreexemples de E. De Giorgi montremt que le procé-

dé de linéarisation audessus mentioné, n’est pas applicab-

lepour ¥ =4, N 2 3 ou ¥ 2 1,R>2, Nx3.
Une réponse partielle a ce qui se passe au cas non li=-

néaire pour » > 1, N > 3 et w1, Bt 2 2 est

contenue au contreexemple de-E. Giusti - M. Miranda: le

2 est une extrémae pour N > 3 ,

Tl
appartenat 8 [ W/”J¥ |  de la fonctionnelle

Vi N v Vg S5 12
S5 (FEre i E ity Gt G 1t 1 b

a2

vecteur &« =

et si 1 on considere le probleme de Dirichlet pour une bou-

le K, (€0) et pour &’ = TQ;ET_ , le vecteur en

question est sa solution unique pour N assez grand. L ex-

trémale u satisfait au systeme non linéaire

a“ a“ - Ps
4'21_ a,:(u,-a—jj-na,(wf-)- 0, w=1,2,... N,

ou la condition d’ellipticité

N 301 roeh oy % y (f@ )2
g,‘.qggq a(a...&) fi §d - h»t is1 4
est valable. D autre part, on a

da’; y 4 Fus

qui est une condition plus faible que les notres, cf.$ 2
et le livre [6].
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En vertu des contreexemples cités, il faut chercher
une autre définition du probléme de la régularité pour
qu’on obtient un résultat affirmatif dans le cas » > 1,
N23 (ou R>4,»21, N23 ), Ceci eat fait
dans le travail de Ch.B. Morrey [25], ot 1 auteur consi-
dere les systemes généraux audessus mentionés.

Le résultat principale sous les conditions de crois-
sance pour a."g 5 correspondantes aux notres et sous la
condition d ellipticité:

+

—%—(""S;)g«- § =

vy l«lr& 'N-"o

RV (f,:)2 ,

ird l«lx 8@

»

. L3

ou V-4+4.21. e lf“l N

Ch. A Morrey démontre pour la solution faible de (l.1) avec
£, = 0 que . & c®(p) avec D= -2

Z est un sousensemble localement compacte et de mesure

zéro.

.

§ 2. Les hypotheses

Le domaine )  en question soit a frontiere lipschit-
zienne. Pour les estimations au voisinage de la frontiére,
on supposera la frontiere JdL indéfiniment contind-
ment différentiable; fl = £l u 9 AN On désigne
par € n) 1’ espace des fonctions réelles, indéfini-
ment continfiment différentiables dans -fL et par D ()
le sousespace de € (L) des fonctions a support
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. al&l
>
compact. La notation usuelle D* = m

est utilisée. On introduit W/ ™ () , 1’espace
des fonctions réelles, dont les dérivées au sens des dis~
tributions jusqu'd 1 ordre k sont dem-éme puissance som-
mable sur Sl , muni de la norme uwlw:.; =

: -
- v
= ({ug_“_ 1D (X)) I™dx) .

On note par Wq‘:" () la fermeture de & (JfL)
dans w® (n) . Désignons par W,:“’(.Q.) pour k
un entier, négatif, le dual de W, “*’ (n) (tou=
Jjours -:;,— + -11{ = 1 dms la suite) avec la
norme du dusl. On désigne par C® () 1 espace

des fonctions k=fois continiment différentiables dans fL

et par Cc®A) 1’espace des fonctions k=fois con-
tinfiment différentiables dans 1. avec la norme habitu=-
elle. On note encore par c®e ) 1 espa-
ce des fonctions, dont les dérivées ,jusqu'?z 1 ordre k

sont @« =-holdériennes dans fn, 0< « £ 1 , onuni

de la norme | w5, = mag

Z |p““(x)'+w z 2_4‘.'_(_"()-‘2(;_"(111 N

Il she xSy, Xyl Ix-nl

Nous utiliserons les théoremes de Sobolev d°immersion:
pour un exposé complet, cf. par exemple le livre [121 ge
1 auteur.
Lemme 2,3. Soit N c E  , N 2 2  un domaine
3 frontidre lipschitzienne. Alors £ (/) = W™ (n) .
Si dem< N, W) c L, () algébrique~
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ment et topologiquement pour chaque q , 1 ¢ @ < oo
et 1°application identique de Wx’ Q) dans L% )
est completement continue. Si fem > N et: e =ho- N/m
sik-N/m<4, < 1 sik-N/mr =1 ot =1
sik-N/m >4 , alovs W) c ¢ ()
algébriquement et topologiquement.

Désignons par aq. (X, §; ) les fonctions conti=-
nues pour x € L, ~o0 < §; < @, 1F) £ & . Nous
supposerons toujours dans la suite: '
(2.1) la, (x,§;)1 cc1§§4|gn"“‘, 1<m < @ ,
ol M est un sousensemble des indices I3 | = 4e , conte-

nant les indices lg4 | = 4% . Soit pour m > 2

(2.2) w, e W*cny
pour 1< m < 2
(2.3) w, € W*w)

pour m > 2, lil £ &k ;

(2.4) f;, € L, ),

pour 1< m< 2 ,

(2.5) fel, ,), A/m's+1/m =1.

i
Désignons par (@ (X ) = dist (X, 64 ) . Pour les
estimations dans l'intérieure du domaine, nous supposerons

encore: si m > 2 , alors

3¢5 n,
2.6) J Z, |5 ™o ™dx<e, 2<mm< [

et pour 1< m < 2
(2.7 S/ I-gﬁ-lmlp““"d.x < e

'y lg'ib. Xy
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Pour les estimations jusqu'a la frontidre, nous suppo~

serons 81 m » 2
(2.8) e Wy, n>2,

(2.9) 4, € C¥¥% () A WP A W), 1, > 1,

et 8i 1<em < 2 :

(2,10) £ e W2
et (2,9).
Une fonction u de W™®(n ) sera la solution

faible du probléme de Dirichlet
L : _ 21} ‘-F.
(2.11a) '?'T.“‘ (-1)"D a,;(x,D’u)n‘gu‘( NTD 1

dans . , ) ]

Q) G L S 04, k-1 ewOn
. 3" .

(ou -y o signifie la j-eme dérivée selon la

. o (&
normale extérieure a J AL ) si pour chaque » € W,‘p n):
- ” - .
(2.12) ,{uéa Drwra;(x,D%wdx = [F  DUu4; dx

et si
(2.13) w-u, € W) .

Désignons par V= 1 +“§' L Y B Sima=2,

on supposera
2
2. F e )2 e X fi-c

(On désigne les constantes positives par le méme symbole
¢ « Au cas nécessaire, on ytilisera les indices. Les con-
stantes avec la signification pour tout le travail, seront

indiquées par o, ¥;,--- .) et encore 1’existence des
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da, da;
dérivées -a——'— = Qg continues pour
xg ’ 5; ’-_ 3 p

xe ML, 1§, l< 00 . On suppmera

(2.15) .g%j.c\x,g’.) € eV,
(2.16) la;y (x, .01 £ ¢

2
(2.172) % ,,.,E snﬁ"'-wzu ‘9("‘ PR f, 'ﬂ“‘ & o

I e<1.
(2.170) IH%’M,_( PRI A ACL A (= 8§ cz 7;)

41k 3

Si mm #$ 2 , nous supposons pour les coefficients

@, (x, ;‘}.) une certaine propriété qui rendra possible de
considérer une classe homotopique des opérateurs non-liné-
aires., Pour ceci, désignons par Va’a- 44-.%?;“ | € |

et en posant

(2
Am (g, Ayyeee Ag Vi Yy =TV,

as1

’

Le cas m > 2 , régularité dans 1 intérieure du do=-

maine: posons 6 = L[ %— ], A= %:-% . Nous suppo=-

serons 1 existence des fonctions a; (x, ?,- , A Y, A=
=(a,, A, AL)

0= X, = 4 , continues au domaine de définition avec

, définies pour X & n, 1§51 <oc0,

day das
les dérivées ?—;‘-:— , 3—‘:’— = a,;_ et telles

que a; (x, §5, 0) = a,(x,§;) . Enfin, on
supposera:
(2.18) Za 2 (%, §5,A06, 2 ¢V ZMIS ’

(2.19) la,; (x s,,a.)lﬂéi"—'*u,g:,-,.x)l Le V"""'V‘,:.L 3

PR 8
(2.20) lay, (X, 5,201 & e V™2 v, ’
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(2.21a) ¥, v 7 3y £ > 5 % S M f =

nlyhh

m-2 (b 2
€% v ‘él l.éh §i ?

@2 1Z Ly xR0y 0, AN, 7 14
e 0(Z 60 (3 420k, 0< 1.

Exemple le Si nous cherchons minimum de la fonction-
”m
nelle f(4+Z (D" ¥ )T dx dans la,
a loc) = o
classe des fonctions satisfaisant a (2.13), nous obtenons
pour la solution, la condition (2,12) avee ¥; = O et
avee a; (X,§;) = m(4+z §2H>F g, . s1

l¢;h ?" )T :
6
Al (1+25 > $3%1 , nous obtenons les conditions (2,13)-

* loCizfe S
(2.21).

Le cas 1< m < 2 , régularité dans 1 intérieure du

nous posons @, (x,f{;, 5}‘

domaine: nous supposons 1 existence des fonctions a, (x,
$5, 2 ) définie}spourxeff,lsél.<ao,Oéa.f:4,
continues au domaine de définition avec les dérivées

da; day
'aTx‘:' ’ ’a—g—: = @, ,telles que a,‘(a(,f’-,0>=a-(0<,§}:)

et telles que
(2,22) Z 5120685, 2 ¢, %ZM 1§, 1™ = ’

m 2=
(2.23) Iaa.(ol,f,-,a)l-iblg—%(.m&,a”é“-’ Ve, >

-2 2-Mm
vty ,

(2,24) l@.;,' (X S, A &

- - t .
(2.25a) 7 vt ‘./: ”z ] f.- éu%m-“”'i X, $ar A2 65
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(2,25a}

. m-2 2~
v \{2 CArY' Y £ ’

(2.250) a;; = @3, , lil=1731= 4
Exemple 2. a;(x, §;) de 1 exemple 1. Si
, 9 3 2 g,
nous posons & ; (X, §;, 1)« -a—FTEC’I-ﬁ‘g_“s‘ )

(4"'1 g-: 1-!‘ J. nous obtenons (2.22) - (2,25),

?
Pour la régularité de la solution jusqu’'a la fronti-

.

ere, nous remplagons les conditions sur les @,(x, §;, A )

par les suivantes: nous supposerons encore 1 existence des

fonctions @, (X, §;, @ ) , définles pouwr X € o,

I§;l < 00 ,2€ w &«m (oums « £ 2 : 11

cas 1<m < 2 ), contixme; au domaine de définition a-

gay Ly = ..
vec les dérivées %, —5—{? = a;; , telles que

a, (x, £5,m)=a,(x, § et telles que

~_
(2.26) = €xag (X640 2 ¢ gy 6! e

ft
(2.27) la,; (x, $,,(a,)l+l 9a, (.x,s,,‘a)léc 1 s

-2
(2.28) lay; (at,s,-, @)l & ¢ ve ’
2
(2 293)')‘ e e: M'Z a’i;(x f‘?l“‘)ﬁl Ep .,-;,. F: ? ¢
% PR 3
(2.290) [ f Gy, PPN AALICE A N Tl PN 7R

91<1,m=2(a.‘.a.-a,-,- pour il = lg|=t,m< 2).
Exepple j. On prerd a; de 1’exemple 1. fyidem~ -

ment, 1l suffit de poser &;(X, for@) m @ (142 €2 ﬁ“' £ -
371 -
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En ce qui concerne 1 existence de la solution du pro-
bleme (2.12), (2.13), on peut utiliser le théoréme de Le-
ray-Lions ou de F. Browder, cf. [3) et [2]. Pour notre but,
il suffit le théortme suivant, cas particulier du théoreme
de Leray-Lions:

Lemme 2,2. Soit V un espace de Banach, réflexif,
séparable, A(v) un opérateur borné de V dans V’ (son
dual), continu de tout sousespace de V de dimension fini

dans V’ faible. On suppose la coercitivité:

. (v, A(v))
—_— e o0
(2.30) Ilv'a-no Narll =
ou ( , ) désigne la dualité entre V et V° , Alors si

A(v) est monoton: (v—-4, A(r)— A(w) & 0 (stric-

tement monoton: (-4, A(v»)=A(w)) >0 powrww#72 ),

1’opérateur A est surjectif (biunivoque et A’ est
borné).

Pour compléter les résultats de Leray-Lions, nous dé-
montrerons leur théoréme
V.

sans supposer la séparabilité de

Théoreme 1 (Leray-Lions). Soit V un espace de Barach
réel, réflexif, A(v) un opérateur borné de V dans V' ,
continu de tout sousespace de V de dimension fini dans v’
faible. On suppave(2.30). Alors s il existe une application
bornée de V = V  dans V', soit A (v, ), telle que
Alu, ) = A(w) pour L eV et vérifie les
conditions: )

(1) pour chaque v de V 1 application v — A (v, « )

est continue de toute droite de V dans V’ faible et pour

m,ve V:luw-v, A, )~A(v,t)) 2 0,

- 378 =



(11) si M dans V et 81 (- & ,A (L, 44, )~
- Aluw,u, ))— 0 alors pour v de V: A (v, 4, )~
—A(v,4) dans V',

(111) 8i u, — 4 et A (¥ «,) — v’ dans V',
alors i, , A (o, &, )~ (w,v’) ,

alors A est surjectif.

Démopgtration. Soit F ¢ V  un sousensemble de di-
mension fini, F’ son ndjoint et désignons mr (v;f) In
dualité entre F,F’ . Définissons A de F dans F’
par 4, Vv € F: (u,Ap v )% = (&, Ag v ) . sil'on

introduit dans F et F’ une base biorthogonale, soit e,

f

’ . .

€ 11,3 =1,2,... 9 , alors “w=Z X2, =
” ’ ’

=55_ Y%; e;-_ et on peut identifier F,F’ avec 1 espace eu-
23

clidien E, et Ap avec un opérateur T , continue de

b

E, dans E, . Onvoit que (x,Tg) =(u,As %), a’od

flu’:ll”-»lm(xll'lr_;‘) =00 .Soit fe V', (v, fle=(v;f) et

7 € E, , engendré par *FF . Il suit de la coercitivité de
? 1'existence de R > O, tel que pour Ix¥ = R :
(x, ™) = (X, ) > O . 1l en suit que la boule Ix £
4 2R se transforme dans elle méme par la tranaformation
X=-e(Tx-7), o € > 0 est assez petit. D apres
le théoreme de Brower, il existe un point fixe, soit Xe s
alors To(F = 7 . Désignons par «p le point corres-
pondant dans F . Nous avons alors pour v de F @

(2,31) (v, A, ) = (v, f) .

I1 suit de (2,3C) que |i MFﬂ £ ¢ . Désignons par A

1 ensemble de tous les sougespaces de V , de dimension fi-
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nie et par \4:. 'F.chA W, et par _V:. la
fermeture dans la topologie faible, Evidemment, la famille
des Vg’ posséde la propriété des intersections finies.
L'espace V étant réflexif, la boule unité est faiblement
compacte d apres le théoreme de Eberlein-Smuljan. Il en
suit que Eﬂ V_F. n’est pas vide, donc 1l existe

kv ’
“oéF,oAvF. . Soit v e V et £ € A, 1l'ensemble con-
tenant v et 4 . D'aprés un théoréme de Kaplansaky, Vv ¢
o
tant faiblement précompacte, il existe une suite 4, de
v

née, A (&, , 4, ) 1est aussi, alors on peut supposer

, telle que 4, — 44 , Comme 4, est une suite bor—
que A (44, , 4, )— ' . Vérifions que

(2.32) (g ~ Alyy At i, V= Altty, 4, )) = O .
En effet, (4, ,A(«, 4, V=, ) (4, ,f), (ee, Alut,, 40 V=
w (i, #) ., D aprés (111): (44, A (U, 44, ) —> (4, , ")
et enfin (af,, A (W, &y )) =% (44 , 4”) ; tout cela
entraine (2.32), Alors pour v en question: A (v 4, )=
—~A(w,u,) et d'aprés (1i1): (4, , A (V] «,, ) —>
—> (U, A(,48)) . On a8 C, m (Mhy-V; A(thy 4y ) =
- A U, = (i, -V, =AY, 4,)) .

Mais d’aprés (1) C, » O , donc

(2.33) (w,- v, f-Alr,,)) 2 0

pour chaque v de V . Si nous posons v = 4, - A W ,
A >0, weV, 1lsuitde (2.33) que (wr, f-AC4 ~
~AwW, M )) > 0 et en faisant tendre A vers 0, il
ensuit (w, +-A(«,)) > 0 pour chaque w de V ,

da ot 1 assertion.
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Il suit aigément, sous nos hypotheses, 1 existence
unique de la solution du probleme (2.12),(2.13). En effet,

définissons T(w) de W;” — (W en posant

”

(V, T(w)) =:ﬂ.j;’%~ D"l"ai (.X,D’.u, -+ Déw)d“ ¢

Poscns (v, ) = .n.fH%-h D vt dx . ) L opérateur
T est continu de W dans ( W%’ et en

vertu de (2.17) ou (2.21) ou (2.25), ou 1 'on pose A = 0,
est strictement monotone et en vertu de (2.14) ou (2.18)

ou (2.22), coercitif. Nous avons utilisé:

- m
Remar 2 (‘_{ _;_“ I D% I™d eat une norme
équivalente dans W‘,‘:’ .

Remarquons que beaucoup d estimations et d énoncés
qui suivront sont valables pour la dimension N > 2
quoique le but du travail soit N = 2 ; nous les démontre-

rons dans ce cas pour le N général,

§ 3. uxili s et lemm la solution f
des équations linégires

Considérons o0 , un domaine borné 3 frontiere 00

indéfiniment différentiable, A lil=141l= fe dea

s

fonctions de L réelles, telles que

(3.1) % tgh g: ‘y.,%,,,.. Ai;‘ f" f" £ '3; "‘erh f: )
(3.2) 154 (A - AOf sl £ %, 0 (F g0k (S ahE, 6< 1.

Soient # € L, (0), lil= A, 7 > 2 et w €
e W*¥(0) , une solution faible de 1 équation
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_ 4y ; o <
(303) th’__ ( 4) .D (Ai)D?w) ( 4) “Z“D ‘F-i

Soit @ » 0 . Nous avons

Théorsue 2. Soit ¢  une solution faible de (3.3), cv
de v w (0’) . Alors il existe deux constantes

% (;o) >1,% @) >1 telles que pour p satisfai-
sant

(3.4) {1E1-((oq.(23;—(1-.-9)3;)‘109—(27;-2(4-9)% N/g ;14 2.,

on a

A
* 1 ”n
(3.5) (fz D 7)™ & 6)3’ ({’;ﬁ | I™dx)

Démonstration. Supposons d abord A-- € £(0) et
soit d,:a--r"l pour 1 =j et d"~ =0 pour
i % gd,ldl=ljileh et w e w""w) une solu-
tion faible de 1 équation
(3.6) S AR, DPwr)= S O D
avec g, € L, (0) , =2+ © . Nous avons d a-

pres un théoréme du travail [10]:

G ([ F, D Déwr (et )’17'4 c, c,o>(,,/h,zulq;.t“’°d.x_>d7-
On a trivialement
(3.8) f ;h(D‘W)’dx) < (5 Fhdx X S

a’ot, d’aprés le théoreme de Riesz=Thorin, cf. par exemple

A. Zygmund [11], nous obtenons pour 2 £En £ 2+0:

(3.9) (fZ SR wPdx & e, (;o):!%» S Fa! l"dx)*




En supposant pour le moment A;,- e EC0) , la solution
@ de (3.6) appartient a W”“”(O') d’apres le travail
[10] déja cité. Nous avors pour ¢ de D(T):

(3,200 ([ Zun iy D'y Dowdx=f 5 .d% % A, ) D Derdxs
+ 7, f T Diofidx -

Nous avons .
| X 'A .) > Pdx) s
(4% at d K Prori) éxﬁhﬁ»' 1
E) F
flsirl;lth ‘l)h D’a.)d.x £ % %1 )M({L /(ﬁ‘.h‘ )

(Z (DY ridx & (1- %)mq(‘u 'V‘-l )%dx) -
4(fc“z_‘(ﬁ“@f>'dx)"e 1-4z8)8). ¢ (fZ 1D%e (P ) ’
o' 2

alors on en tire, en tenant compte de (3.9)
. i- - -
(3.10) (/2 1P L c,qoﬁ'i%' %[ E G0 +

4=

+c4‘P)1. 11’5 “1- 1- e)fv)(fg_ ,th,ﬂd‘x)* R

Si nous posons =C CP)":": S B=Cy (p) ;
nous obtenons pour 2 n £ 2+ @, posatisfaisant
(3.4): ,3;“?%”_ ‘4‘9;) )% 4--1{ —(—1:-,',%_—)& ) a‘ou

(3.5). Nous pouvons maintenant trouver A:a' £ £C0)

de sorte que Ar,. — A"?' en mesure, IA',':,- I & C ,
et que la condition (3.1),(3.2) est satisfaite. Soit @,,
la solution correspondant a A';-"’- . Il suit du théore-

me, démontré au livre de 1 auteur [12] qQue w, — @
dans W,_(K’(O‘) , d’ou la démonstration.

Leme 3.]. Soit 1< Q<00 ,0< £ =« -1 . Alcrs
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pour 9 € D(o) et 1! = £ on “‘.{D’ng'd""

= '{-f'uﬁpé? g;dx avec

(3.12) tglh, =zclgh,
ot 1/n 2 4/‘1__(*,-1)/N si(k-£L)g<Net 141
si (fe~-4L)g > N .

/(K and
Démopitration. Soit & € % () n W, () 1la
solution de 1 équation ; D"u =g dans O . On

a d apres le travail [lOJ "M‘ wang, = © g "L o
L

si nous posons (- 1)* 4D 4 = @: nous obte-

nons en vertu du lemme 2.1 1 assertion.

Lemme J,2. Soit .« € W‘”(U) , o >N . Alors

hac ‘c(ﬁ:{,)’*zcﬂ 1P +cfm.(.x>|d.x .

Démonstration. En vertu du lemme 2.1, nous pouvons
supposer u de 8(77 . Par la partition de 1 unité
et les transformations réguliéres des cartes, tout se ra-
méne au cas, ou o = {X,Ixl<1, X, >0} =F
et a 1 estimation

lw Ol £ e (-ﬁ—j?r)1 £3 - (fl V‘d.x);‘+ cflu(\x)l ax .
Nous avons u(ty..)—au«lo) = /‘4;” (tfv-) Y:dt , a‘on

(3.12) lu(O)-(mME)”_{u(»y.)dy-l& (m,;;)'{fs_:, gﬁ?ﬁ;awﬂ% ldt)dy -

Posons ty = z ; nous obtenona de (3.12): lu (0)-(meo P)
fu.(ty)daﬂé (mes P)'f ot [?_ l-gf-_(z)llzldzg

.t N
-(mP) -gﬁ-(z)l Izldz&/" d £ MT&FE; _{ .
7
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|-34*-(z)nzx ‘cgi[; (z)l’dz) (/ Le-Nin/p-101+N-1, "'1’
a“ou la déuonstration,

Nous utiliserons dans ls suite unes inégalité, dénont-
rée xzu travail de 1 auteur [13]:
Lemme 3.3. Soit L2 & A lipschitzienne,f € W:’(ﬂ-)r
1«<pn<o0o0, £ un entier (aussi nég=tif), » un

entier positif. Alors llfllw(o e Z D% ,,,,,,+CIH"' e

4, Les estimations des dérivées g'ordgg k+ 1 dans L,

Nous démontrerons un lemme étroitement 1ié aqux théo-
rémes sur la regularité, du travail de 1 auteur [14]; cf.
aussi M.I. ViSik [1] ete. Considdérons dans ce paragraphe
m » 2 . Pour L, un domaine > 1> frontidre lipschitz=-
ienne, il est démontré aux travaux de 1 auteur [15],[16]
1°existence d“une fonction 6 (x) de £()AC(A),

équivalente a la dtst (x, 0 L) et d une suite
croissante des sous-domaines (1, de N2, N1, c N,
telle que “Q'q N, = N, chaque 4N, étant
indéfiniment continfiment différentiable et d une suite des
fonctions 6, € €(N) C(.T).u) équivalentes
ala dist (0,80 ), telle que §, (x) — 6 (x)
pour X & M0 et ID%g, | £ c g, )*='% avec

¢ indépendant de .n . Désignons par 4 = (0, 0, %0, )
avec ¥ sur £ -eme place. Désignons par B, u(X) =

= eulx+h)- T (x) . Nous avons, cf. J. Nedas
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[12] ou L. Nirenberg [171:

Leome 4,1. Soit ()  un domaine borné, 1’ ¢ N’ e n ,

k> 1,n >1. naweWralm pue W)

pour chaque JY’ avee |4l < dist (27,90 et
“avee I A, m ”w,:“"’(.n.') € c. De plus:

[} AAM "W“""’(.ﬂ.’, < Cc 'wl"’(a) )
» ”»
P73 "W,{“,(ﬂ) £ ¢ (%’f" [ Aﬁ- (4 ”W'l:""(a’) + e "W’e"”(n) ) )
. ) (x-1)
Lm A = -a-fl- dans W, "cn’) .
Voici
Théoreme 3. Les conditions (2.18) = (2,21) avee A = 0
soient satisfaites. Supposons encore (2.2),(2.5),

9fi y 2
,;/.,.Zu(%% Yp™dx % c, m »2 . Alors pour la solution u

du probleme (2,12),(2.13) nous avons

(4.1) {@”‘ (14-‘%‘!1)““(;()1)”'22 D*u(x)Ndx & ¢ -

1i18M+1

Démonstration. Posons pour X € £, : v(x ).f‘Ahu(.x)
et pour X ¢ L1 : »(X)m 0 . Onareb:/;‘”(n)-
Soit we W™(n) avec dist(rupn wh O0) > 0.
Il suit de (2,12)

1 x < f-.
(4.2) é?u:,uu‘{“q“‘*””' (1-4)D%a (X)+ t D (x+4))dE)
. . ] .
«D*awr (x)D? Ay, 4 (X)X +:£ g.“([-g% (x+th,(d-¢)Dulx)+
FtD M (X+ MN)AE) D w (X)d X =

i c(X)A X .
= {Wz;_‘p w(x), £, (X)

- 386 -



Posons w=v , .
= h _ =3 L) x.'.h)])m dt) .
I=[6" % <f<1+§4|c4 f)Du(x)«rtD-u(
(D Dy e (X )P X

I1 suit de (4.2) 1 inégalité:

4 -m 26
(4.3) Js ¢, J’(Uul;’;wo-llullw"‘,‘,)-r e, ﬂull,"",:{',., +e ([6 )%

~v

1
.WZ.‘.(A*‘& (.X))’d.x)’- . (Ji + '“”W'f:’ )

a‘ol suit
(4.4) s c,,umw’ (™S B ovate tulmw )
Il en suit, en vertu du lemme de Fatou et du lemme 4.1:

fa 1+ 2 1% O, z (D (x)¥dx & em) .

Si nous laissons tendre |4l — 0  dms (4.4) et apres

m ~» 00 , nous obtenons le résultat.

Conséquence 4.1. Scus les conditions du théoreme 3 :
F LT N

[ = 6 1D uax e c, Na3,

D Kith

R .
[ 5,6 1Du™dx s ¢, 14pn<c0, N=2.

Conaégquence 4,2. On conserve les hypotheéses du théo-
s =273 ;
reme 3. Alors %, £ =1,2,..., N, satisfait

3 1’équation linéaire différentielle:

i, p O -
(4.5) ,‘{“%w”‘a, . (x,D"w) D% D S A
gﬁ_ ‘90 = dx .
=£3‘_'* dx - W“‘ (x, D) D’y dx
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En effet, il suffit de Caire tendre 4 — 0  dans
(4.2): on peut trouver une telle suite %, — 0 que
toutes les fonctions sous 1 intézrale cans (4.5) conver-
gent presque mrtout. Si nous tenons compte de ce que les
intégrales ,en questi‘on sont équicontinues, ce qui suit de

(4.4), nous pouvons faire le passage & la limite dans (4.2).

§ 5. Régularité dans 1 intérieure du domaine, le cas m = 2
Désignons par K = {x,Ixl<d }, K(x)={ix,lx-X,I<d,
2d = dist(x,,0.0 %, L(X,)={X,Ix-X,l<1/2d , d=aist(x,,02)} -

Nous supposons dans ce paracraphe partout (2.1),(2,2),(2,4),
(2.6),(2.14),(2,15),(2.16),(2.17a) ,(2.17D) .

Tirons d”abord quelques conséquences des énoncés dé-
montréa au paragraphe 3;

Lemme J.1s Pour uew:’(l(d), s> N , ona
u - o
(5.1) (O ge LS [ 13 rascrbred Luooldx

En effet, nous prenons pour (O de lemme 3.2, la boule
unité K, ; (5,1) s obtient par homotétie.

Lemme 5.,2. Soit g € Lo (K )s 1€9 <00 ,0% L <« -1,
Alors pour ¢ e D () et |il=£ on a

.£D‘qg,d-.x = 4; E"-h b’ @y x avee
(5.2) “‘%’"and) & o dMerNin-Ng "Q'”L’U‘d) >
ob 4/ 2 4/q-(k-L)/N pour (k-£)g< N et

1€ <00 pour (h-2) g >N _[En effet, onprendA

de nouveau pour (" gy lemme 3.1, la Loule unité K, .
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(5.2) s obtient par homotétie.

Lemme 5.3. Soit w e W, (K ) , une solution
faible de 1'équation (3.3) dms K, . Alors sous les
conditions (3.1),(3.2) avec les notations du théoreme 2,

on a

(5.3 (g 3 D0raxte lo 7 e

~ W, o $ &asN/n-N/2
-[(é;lﬂl e g (é“%.d. (D'w)2dx)a* ]

pour 2 £ £ -Nz:NT 9 P satisfaisant a (3.4).

Démongtration. Il suffit de démontrer (5.3) powr 4 =
=1 etbapr‘es a‘utiliser la transformetion x/d = y . Pour
ce but, on pose w =L w avec F € D(K,;) et x(X)=
=1 pour IX1 &€ 4/2 . Il suit du lemme 5.2 que W
satisfait 3 1°équation (3.3) avec 9, € Lo (K)), pour
lesquels (ff =  1g,I"dx)® ¢ cL([ 5,14 Pax)® +

+ % (.Q ,:L,‘“(D"m’dx i) , d’ou et de (3.5) pour K,
suit 1 assertion.

Nous sommes maintenant capables de démontrer aisé-
ment $
Lemme 25,4, Soit ¢ € D(K(X,)) , u la solution du
probleme (2.12),(2.13), alors

L x-2 ‘
(5.4) [, K%, H‘T":,l:h ; (%) D“M)qu XA dix= aug_‘bqg.‘.dx
avec
- -~
(5.5) "9—,."1_“(:«4» £ cd ’

ou dist(x,,002)= 2d .
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En effet, on part de (4 5), utilise (2.6) et (5.2) pour

exprimer f S m% ;—1 dx moyenant g:,“

satisfaisant a (5.5). Pour les membres '%

K(x,)
. dag D"q dx on utilise 1 estimation (2.15), la
¥, ’

.4

conséquence 4.1 et encore une fois (5,2). Pour les membres

, 3 Su c’est 1a méme chose:
n»>35;»‘“*» v? Ixy ’ ° e
on utilise (2.16), la conséquence 4.1 et (5.2), Pour les

membrea / = @4 D‘;C] D3 —g-% adx ,
2

Kex,) 141)iG 1% b, 1j1s0e, lil<le
on utilise (2.16),(4.1) et (5.2).
Théoreme 4. Sous ks conditions mentionnées, pour N =2 et
pour la solution u du probléme (2.12),(2.13), il existe

4, > 2 de sorte que

(5.6) Nl homonrccn L& cd®, d=1/2 dist (x,,02) -

La fonctlon D, il « k est «t hildérienne
avee (@ = 1 -2/p, sur chaque compacte de fL
Démopstration. L inégalité (5.6) suit du lemme 5.4,

=27
du théoréme 2, de 1 appartenance de dans
) pp T-Xz

W;"’(.ﬂ.) et du lemme 5.3, utilisé pour 42, satis-
faisant a (3.4), compte tenu de (2.17a),(2.17b). Il faut
encore tenir compte du lemme 2.1.

On désigne par C,‘:"(.Q.) ={we ™),

v d"uuuc,,@, < 0o} , ou £ =4{xen dist(x,00)>d].

On a

Conséguence 5,1. Sous les hypothéses du théoréme 4,
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A

s € Cypgey (010
En effet, il suffit de tenir compte de (5.6), de
1°appartenance de u dans \Ag"'"(.ﬂ) et de (5.1).

§ 6. té dans 17inté 8 m>2
Nous obtenons immédiatement:

Lemme 6,1. Soit f(d) une fonction réelle, nonnéga-=

tive, définie pour 0<d <d, et telle que pour

d 20 ,“wd‘f(d)<oo . Soit pour 3¢ 20, 0£ A<
<1, q & BrifQd) £e,d®f(d)r+ c,dF -
Alors pour 3 2 1—;’%— s ona

md.d”#(d) < c(p,0e,2,¢e,) -

Soit m(A) e Wa‘:’_‘:'h(.n_), A= (A, A5,0003 Ay, 0,005 00,

A .
2 >0, a?—‘ >0 » la solution unique du probleme
(2.12).(2.]3),correspondmt aux fonctions a’,:(x, F,_” A) .

Supposons dans Ce paragraphe: (2.1),(2.2),(2.4),(2.6),
(2,18) - (2.21).
Nous avons aveg 1es Notations du paragraphe 2:
Lempe 6,2 Pour ¢ (g
(6.1a) _JSym-ra s
o \é‘rd-K‘c{.a,q,a!,..., Aoy )

‘_f tn D"—u, xn™ hm”"v-‘dx &c (aﬂ...,&q), N=2,

A
En effet, pour .. (A)
)
- .f‘%‘D‘(a-u-,)a,
suit

an a S, o . -
‘x{mz:u:b (e -4ty )3 A%

4 7
10X, D%, 0 g , a%o} et de (2.18)
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(6. 2)’4\/'(1'-4)&‘/-‘»2 I D% ™o D D W V2 PN %y m 1+
-" ’ ”, . .
+llu¢'§,ﬁu({V'(M"'\4¥ = D) =y 2 VN )

. maintenant, il faut utiliser la remarque 2.1,d ou et de
(6.2) suit, com»pte tenu de 1 inégalité de Toung: ab =
cLeali e Lo fet: [Vidx £c Ay A )1 +

a1 +(fv fdx k3 TP AT CN PR R

a‘on ({V’d.x)’: CDyyeeey Agy ), alors il suit
de (6.2) 1°assertion,
On obtient encore

Lemme 6,3. Pour 4w (A), N= 2 :
(6.3) [ bym e by b s (DU ANAXE YAy, Rgy ) -
o

Ay Wizletq

Démonstration. On procede comme dans la démonstration
du théoreme 3. On sait d apreés ce théoreme que (6.3) est

valable avec c(.%) . Msintenant, on pose avec 4« = 4 (A):

D= ./6"‘(/(1+Zl(4 E)Du (X )+t D (X +Ar )| ym=2 =B A,
A+a, = 101- £)D“L (X)+ED%u (x + MI)H dt Z, (DA uix)bx.

Si nous notons dans cette démonstration V= 1+

+Z!('1 ~£)D%u (X)) + tDFau(x+ 4 ) | et \, =~ 1+

v
+AZ 1(1=t)DPu (X)+ tD*u(x+ A )| , nous obtenons
<em .
pour J 1°inégalité
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(T Yo

(6.4) D¢ (Al"" ,3.,_1)[35::{(.{"Vm-z-(v-ﬂh%‘:dt)2

v

. (DﬁAbM )’dx )'i_‘_ é"( {4\,4»-2(?-1)5 \é;ﬁ'dt L%*_‘,(D‘Q“ )u»’("

1 1 4 4
m-lee)b . 1 2--h dt)‘
*3“‘/‘”‘[V i AL L0 Srm %

« 2 Tym-rnh 8oy dx +
E At L1

' 1
+J’£c£“hzucq+&mx>= +

e BRI XN
+(‘{». 2 DB Ydx) .céwhz'u (4 F; Yelx)? ]

Aprés avoir utilisé 2a b £ g?a? + ;a &* | nous

obtenons de 6,4 une estimetion por J . On peut faire
tendre ¥ —» 0, (b = (0,-.., ,0,..., 0)) et
1°on obtient en vertu du lemme de Fatou et du lemme 6.2,
du lemme 2.1 et de (6.1b) finalement (6.2) avec 6], .
Aprés, il suffit de faire tendre m —> co .

o) _ I .a% .
Désignons par \A{"M_ {u,w el A< o0}

wRa,)
Lemme 6,4. Supposons 4 (A) & hﬁ,‘: () et désig~

nons par A, = 1+ llw "w-‘”(_a.‘) . Alors pour @ €

€ D(K(x,), ona

. ;w3 . igpn.
(6.5) [ Topua®is Dk, MDD L dn ] . D dx

o gm-2
avee gy I ckeayn £, A, N A

Démonatrationg. Partons de (4.5). On raisonne mainte-
nant comme dans la démonstration du lemme 5.4: pour 1’in-
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tégrale [ 3 D‘g 2 gx c’est la méme

KiXp) 131 0y ?
8ai <
hose. P ax ; n esti
chose. Pour xu{; T 'ah‘x‘ D*e H on estime

lggf‘l £c A:”V , utilise la conséquence 4.1 avec
m =2, ce qui découle de (6.3) et 1 inégalité (5.2).
Pour les autres intégraes, on pmcéde comme dans la dé-
monstration du lemme 5.4, tenant compte de (6.3), et
utilisant 1 estimation Ia@’- | & e y™-2 ,
Lemme 6,5. S1 w (A) € »\g*’ () il existe

4

ceQefed.

B (Agreee s 2, ) > 0 de sorte que pour 4z = 2+

+ ,x; A;-mf“t-ﬂlv :

ot pm -2
(6.6) num)nw‘.m“_“» & ua,,..,,ar_,)d A7 .
» :
En effet, cela suit du lemme précédent et du lemme 5.3,

~ - -7)
-A':' 2z-17V4h »

appliqué sur 9% = % , % = ¥
compte tenu du lemme 6.2 et 6.3 et de la conséquence 4.l.
Lemme 6,6. Supposons « (A) e \\./‘:’ (SL) avec ¢ =

4 ) :
o ILEE

(6.7 (R7AC S I
”,0

Démopstration. Posons m(x)= c4+“§haf‘(um )))‘)?-tg.
Il suit de (6.3) et (6.1):

. Alors en posant lul w o5, =
",

S C (R, Agpeees Ny ) -

-h
(608) ﬂm"“;lq)(K(u'» é c (a,,’un, Z‘,_,)d .
Maintenant, on tire de (6.6):
om_~  Sm . -1
(6.9) (..‘{...f o, 3%, ") xs eld,,.., A, YA AL T
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Soit M =a/n +4/2, a+4=1,0< o <4 . Nous obtenons
de (6.8),(609):

(6.10) (/ fl x| +|§"—’-‘ WL e sy Al E
Nous avons avec 7 du lemme §,5;

2- +iv-1h
(6.11) 4:.4;.24-@9;/\“"’” ®

Il suit de (6.1)

-1
(6.12) .‘%;i{v.) lm (x)]dX € ¢ (A iy A, )2,

alors il s ensuit de 1 inégalité (5.1), atilisée pour
L (x,) et de (6.10) - (6.12):

1
<1 h-1n3aCR-1)4(m-2-(T-1)A)
(6.13) Im(x)l e Ayt )Ed ’Ad % .
Maintenant, il suit de (6.8) et du lemme 2.1:

2.
610 () imeofaxots e, a  atE

41700
k(%)

Avec un ¢ > 2 fixé. Il en suit avec (a,xfm/2~’a'lx-/2:

1 s 4
(6.25) (f =, D) xS 2% ca,., 2, ) TVE
%

Etant évidemment, en vertu du lemme 2.1:

(6.16) ¢/ = D% (W) R 2 € (A gyeey Ry, )
‘,_,,',w-

pour 1 £ A < o0 , on tire de (6.15),(6.16) et de
(5.1) finalement

~t1e )
(6.17) (14,5 IDUX )& ey, Ap_ )4 aebd

(6.17) étant évident pour |l < 4 — 4 , en vertu du
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lemme 2.1, on obtient de (6.13),(6.17) finalement:

»
-z ‘T‘ o1 ,-he-1 B¥-(r-1)% -1+ 2@ (m=~2)
Au £y A )@d A, ,

. LAk gyt dafme? m_, 5
d ouAuéc(aﬁ,,,’Am)a L '“'A:‘ a-frk+ ) =T =TF .

Si nous prenons a tel que 41~ /2 +2a(m-2)=

= (1/2)Y(1~-H/2) , nous obtenons du lemme 6.1 1’asser-

tion.

Théoréme 5. Soit »m > 2, N = 2 , u 1la solution du
probléme (2.12),(2.13). On suppose (2.1),(2.2),(2.4),(2.6),
(2.18) - (2.21). On pose &= [ B, = _"%.,3. , b= 1/2

dist (X, 040), L (X,) = { X, |x=u, |< (1/2d}, Ag=1+ Mt layg >
N = {dist(x,00)> d{ . alors

(6.18) llullc(,,,(ﬁd) < cd-f_‘-@* ’
11 existe ¢, > 0 de sorte que 81 g2 = 2+ ¢ AT,
alors
g 2RI =D
(6.19) '“’kv”!*"a.q» £ cd 1- ’
et
(6.19)° w e COh,), m=1-2/n .

Démonstration. Prenons A = (A,,..., Ag )  avec
.K4> 0,0,y Ap > 0. Ona m-64h = 2 , alors
d’apres la conséquence Sely, £ (A) €& M‘f’: (L)) avec
H

% = 2(1+M , Faisons tendre a‘.m—‘r 0 . En vertu
?

de 6.1),(6.3), de la remarque 2.1 et du lemme 2.1, 1 en=
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semble A (Hy,...) Xgy 5 Pgym ) est compact
dans Wm‘:‘) ) pour chaque JL’c ) ., Nous pou-
vons alors trouver une soussuite (on la note encore Aa;,
et on pose A" = (A .0, -"L% )y M = k(A 5.0y '2'6‘;,, )y )
convergeant vers un w dans W,,,“” cn’) et DYy,
— D wr, laxl = & presque partout dans [l . Nous

avons pour M c ' :
’ -1 - ’ ;&
{mﬁ.cx,b%,aﬂ))dxec{v“ dx £ e (D) p MI®

Nous pouvons alors faire le procédé limite dans (2,12),
Mais il suit de (6.,1) et du lemme de Fatou que =~ €

€ W;_‘:’imh et encore il suit de (6.1) qu’on peut sup-

, (K
poser AL — W (1a convergence faible dans %-vh ).

Cela entraine 2.13. En vertu de 1unicité de la solution
du probléme u en question, W= (d,,A,,: -, Ay 2 0)
Mais il suit de 6.7 que 4(2,.., A, , 0) € WS, () .

Il suffit maintenant appliquer notre raisonnement &

gy eiiy Rggpm » 0) et 17on obtient finalement pour la

solution u

(6.20) Tl 0w = ¢ .
o)

Pour u , on a (4.5) et le lemme (6.4), d°ou (6.6), Mais
11. suit de (6.6) et de (6.20) 1inégalité (6.19); a’autre
part, en vertu du lemme 2.1: & € C::’ () , a’on (6.18)
et (6.19)°,
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§ 7. Régularité dans 1 intérieure du domaine, le cas
1<am< 2 .

soit w(a)e W, ), 0<a £ 1 , 1la solu-
tion unique du probléme (2.12),(2.13), correspondant aux
coefficients a, (x,f;, A ) . Nous supposerons

dans ce paragraphe les conditions (2.1).(2.3),(2.5),(2.7),
(2.22) = (2,25),

Lemme Tel, Pour 4 (A) :

(7.1a) {V”I{:""d.x £ c ,

(7.1b) LU+Z 1DUN™ V" dx & ¢,

° 2 m-2 () 2-m 3 2 -2,
(7 2) 4/? V Va “a"(p “c‘l)) d‘x < c, N

Démonstration. On a /& Di(w-4,)f;dx =

. Q 1iikde

.J{'g_mn‘cu-%m,.u, Déu,A)dx , d’ol et de (2.22)
il suit: SYI™V™dx £ e (1+lu, by g0 ¢ tg"'"V”’a.x)*+
+u%n%(‘x,“§,;‘llﬂ_,+c‘{t4‘”V’aw:§wﬂl,‘"_,+t£v*‘tg“ax>“? ),
d'oﬁ, compte tenu de l'inégalité de Young et de la remar-

que 2.1, suit (7.1). Pour obtenir (7.lb), il faut tenir
compte de l'inégalité, valable pour N = 2 :

(7.3) lwl, .o = ”‘“‘"w"{"’ .

Pour démontrer (7.2), il suffit de s appercevoir,
qu’on peut placer g = L S —:—%; dans (4.5)
(nous savons de (4.1) que ¢&2# g-% € Ir:/zw () ).
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3 2b (s m-2y, 2-m
S$1i nous posons Je= /2% )™y T 2 ,

tenons de (4.5): J& e c{ y™-? \é":&'.“(.b‘u)‘dx)i +

(D e Vi x , nous ob-

' . -
m-2,2-m o« . \2 I D* I™dx) .
+c{V zva u%&,w“)d'x*cq&e

Y o &
98> |g-f;-nwm*#csic{vmx)‘ﬁ(/g‘-‘gg;)dx) .

Kiea ot

1
+e v T ax e e SV B ID X

]

il faut maintenant tenir compte de (7.1),(7.1b) ct de (7.3),
a’ou suit (7.2).
Nous avons avec 1la notation du lemme 6.4:

Lepge 7,2. Pour ¢ € D(K(Xx,)) , ona (N=2):

< .aa' .
1.4) f s 2ig (0 D%, VDD G d.x:‘{") 3. Dyg.ax

Keag) !
avec
&, 2o
Dépongtration. On part de (4.5). On raisonne mainte=

nant comme dans la démonstration du lemme 5.4: pour 1 fnté-

Y 6{ Y 4 A
t 3 T ho Coe
grale _/;2". D @ TL“J( ad x 9 c est'lcx meme cho3se

Pour

day o
(7.6) S, Tus Digdx

Kt )
. “ a2-
on utilise | g%‘-l & c V" Ay -~ , alors
¢ ,

4
(flaa' |“2(x)‘ & c AT™ ; bpour estimer les intégrales
Ki) X, <

. Dippt S4 tilise 1 inézalité (2.24)
k_(; *gb_m‘a«,'b'qb Ed.x , onu se néza ,

- 399 -



(7.2), le lemme 5.2 aucas I | = S et pour le cas

l41 < & ,on utilise l'estimation
la, up'f“—\ ¢ ID¥G4 AR PN 1D ™’
et on raisonne comme pour (7.6), en utilisant pour
4] <.k le lemme 5.2.

Nous obtenons maintenant
Lemme 7.3. Il existe 7 > 0 de sorte que pour
no=2+9 AmE

k-1, 2(2-m)
(7.6) Dt Wy rng oy £ €2 TALTT
P

En effet, cela suit du lemme précédent et du lemme 5.3,
appliqué sur f;; -7 Am'a, '% = 7, , compte te-
nu de (7.1) et de (7.2).

Nous avons maintenant

A
Lemme T.4. Soit 9€ ‘= —2—0%1-'_-"7—) . Alors pour 4 ()

en questiom Nt () “"m) £ C .
Démomstration. Posons m (X)= (14 %, (D% (xNF .
Il suit de (7.la),(7.1b) et (7.2) que

(7.7 Im 1 € ca® .,

Wi (koo
Nous avons avee P du lemme précédent (aveec ¢f assez
petit)

| dm n, Om » A1, 202 -m)
(7.8) fa{)”?"?l *lﬁ:l )dx)*s cd”TA, .

Soit 1/p = a/p +/p,a+r=4, a > 0, Nous
obtenons de (7.8) et (7.7):
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(7.9) (f([g:x”f["‘r.,.,g_‘x”'_:,q )d.x)*’é cd-h-fA:glam) )
Lxp)

Puis, nous tirons de (7.1)

- . -7
(7.10) d2) Imix)ldx £ ed
LX)

3
alors, on tire de 1°inégalité (5.1) et de (7.9),(7.10):

1
et 1 pl2-m —md
(7.11)  lm(x,)] &« cd*a ‘AT 1+ 3al2 ’

a’on
A1 - 3a (m-2)
(7.12) AE < catigt AL E e .

Si nous posons @ = _?(T-Z_;;)- , nous obtenons

k) _ 2 m
A

- - 1~ <35~ RS
- £ cd"™™ a wAd , douen vertu du lem-

me 6.1 suit facilement 1 assertion.

Nous avons finalement
Théoreme 6. Soit 4 < m < 2, N = 2
lution du probléme (2.12),(2.13). On suppose (2.1),(2.3),
(2.5),(2.7),(2,22) = (2,25). On pose d = (1/2)disl (X, ,

AR, LX) = {X, Ix=-X,1 < (1/2)d }, L1, =

, u la so-

- {X,dist (x,00) >af, Ay= 1+l ’Ic”"{.ﬁ'&) ’

Alors

- 2(.1::)

2~
Il existe ¢ > 0 de sorte que si ps2+cA"'”,

alors
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$(1t&)(2-m)
(1ol )= ""‘—%——.

et
(7.14) mwe CK“) avee mu=1-2/n .

Dénonstration. D'aprés le théoreme 4, ona w(A) €

" C(K)(n') avec € = M . Mals 1l suit de
” 1-m

(7.6) et du lemme T.4 que

(14 R)-4(1+ R )2-m)/(m-1)
. ", € cd .
(7.15) lwe (2 ”‘m(““‘» e

I1 en suit, qu’on peut trouver une suite A, =¥ 0 tel-
le que w (A, ) — w dans M‘f’ ) pour cha=-
que Q’c £, D*u(A,) — D%, lal € k  presque
partout dans Sl ., On peut faire le passage a la limite
.%” — 0 dans (2.12) et de supposer que 44 (A ) — %~
dans W, o) et dans Wfi“" (£1,) . Envertu de
1°unicité de la solution du probleme en question, w=u et
1°on tire de (7.15) 1°inégalité (7.13). Ceci nous donne (7.14),
a"ol (7.12) en vertu du lemme 7.4.
¢ 8. Régula - ontiére, m 22, N=2

Nous supposons dans ce paragraphe d.M indéfini-
ment continument différentiable, (2.1),(2.8),(2.9),(2.26) -
- (2,29) et la condition:
(8.1) (2,26) = (2,29) sont invariantes par rapport a la
transformation orthonorrale des cartes.

Nous pouvons décrire la front iére o0 au voisi-

nage du chaque point de O L a 1°aide d'une fonction



indéfiniment continfment différentiable . Pour fixer les
idées, nous supposons définie une telle fonction dans un
aystéme de cartes cartésiennes (que notons encore x )t
(8.2) X, = QlX), X ®@(Xypgere) Xyoy), IX] & £,
avec a de € (K, ) (K, = {x’Ix’l <x}) . Supposons
que les points Ix’'I# £, a(xX)<Xy<a(x’)+ 1 ap-
partiennent dans JS)L , tandis que les points Ix‘l £ x,
A(x’)=-h <X, < a(x’) sont hors de {1 ,, et
désignons 1 ensemble X'l < A, a(x’)< Xy <alxD+r
par Vg . Supposons que ‘,g(g‘?—’_ (0?2 =0 .
Dans V, , définissons”les dérivées dans la direction
parallele a & Q. ": pour x & V , ce seront les
dérivées au plan orthogonale 4 1la direction

' a da , .
(—37; (x’),...,~-37~: (x°), 1) . Pour fixer
les idées, nous cholsisaons ces directions en prenant pour

elles: da
1}: (0, 0,“-, 4, 0) vesy ;:;;[txl)),t’ "’ 2’ ...,~-4 v-

_ ¥ 9 a <, 32 42
Posons H(x)-“-,%‘g'(gy;a’.'u)-ra-‘x—” (Duwrgg )" -

Lenpe 8,1. Soit e > 2 et uQu‘) la solution du proble-
me (2.12),(2.13), correspondant au parangtre @« o Suppo-
sons que u(w) e ey A W’_““’(-ﬂ.) . Alors

(8.1a) LViax & ¢,

(8.1b) {v‘“" Hdx & ¢

Rémopatration. (8.1a) suit immédiatement de (2.26).
Soit ¢ € QcVv,) et définissons pour
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eV :h(x)=(0,--,0,%, 0, ...,o,a,(o(’)-bh')- a(x?))

avec sur £ -bnme place et b= (0., 0, %, 0,...,0)
Nous avons 4 apres (2,12)

L [ 3 D (xehto)-Dig (s as (%, DFan (x), o X =

(v x) = D* ; (x) b
- %{;ﬂ Digp (X + AUx) = Dcp (X N F;
et par le passage & la limite 2 ~y O , on obtient:

(8.2) -/méup&(g%*gg g% ) @y (% DPu, @YX =

5
- n_uu-u (? )4 cx

L”intégration par parties nous donne
' : ; 5 sk 92 yox
(8.3) /L‘S‘_ Dq%’.b’;&- d.x+_l/z"%~l>fla;,3 (3—&;’?%‘ *

+.[ld%lllkh.pqlra’ dx*j}m ‘fltﬁp Q‘ﬂ D “d’a d\x +
das Bai da -
t{%“p‘q DXy AX* 4&“3,-9’3;7 %, 4 x

3,10. .
=£‘§;‘3>,-q;;,i dx + {éﬂ,“b“qqeﬂ,dx )

ou £, ¢, d‘ € E(L) . Envertude 1 “hypothe-

se que w« € C¥A) A w“"‘”(_a.) , nous pouvons prend-
du

re o € W/’“’(-ﬂ.) et spécialement: & = ( 3"“

"'(a&' 30. )aq, )n‘“ . Nous obtenons de (8.3), si
nous posons J /7‘“ V*Hdx: J=e J*-fc ’

d’ou J £ ¢ et d ot 1 assertion.

Lemme 8,2. Supposons toujours . () € ey n
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A Wz(xn)(_o_) . Alors pour r assez petit

- -2
(6.4) [ P Lo BVt e GO+ Lt -

N7 da
Démonstration. Désignons par w(&)emibeﬁ‘%la_' ‘
(X )|,(o,.,.,0,k-'1)= Y,Y = (0,0, 0, R), D=(0,..,0,5+1)

et posons 9.(»():5%- ('a;"a,; (X, D*wd)) . ° Pour
N

| l=4-4, % » , nous avons pour g € )y :
s, 0 4

(8.5) J_[.‘D"qu.x =/ - (ot Yelx

avee £ €« N-1 . Pour oc = D , on a d apres (2.12):

(8.6) /D;(ggr,;“) ay dx =
2
o o &
= _-a/'g“,‘“a.‘]) (P, )dx +.£§‘“D‘(ga; yg dx .

Il suit maintenant de (8.1), compte tenu des inégalités
(2.26) - (2.29) et u lemme 3.3, en posant J = /7, oy 22,
+(D Turdx:
1 1 @ _q .
Jec,wn)Iis R T e , a’‘ou 8.4.
On a évidemment:

Congéquence 8,1, Pour ulg) on a
-2
(807) A_/V““'” ."4(D“a)zd;x5 c("f,“ L (K)(I) “ 2

(8.8a)(fVv “‘""’d.x)%é e (+lwll b0y f", N=2,14p<cco ,
a
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w - -
(B.Sb)({v(“"’ﬁd,‘)’ds e+ Haell “’(Jl) % ,1 N23 -

Lewre @,3, Supposons ()6 C®m) A

)
N Wzmﬂ () . Alors 1l existe p > 0
de sorte que pour 52 = 2 +% (1+ Il ”c“"ut) Yy,

on a

,c*-i’
(8.9)( 4 V"““T"‘%"l Du l"dx)* & c(1+ lulyuo gy ‘

Démonstration. Dans Vf, , posons w-(g,%:*

Ou da \ & s
+57 % )7, . Il suit de (8.3), ou nous posons pour

9:97® cue @ satisfait b 1équation linéaire, 3

savoir en vertu de (8,1),(8.7),(8.8) et du lemme 3.1 que

(8.9)° /‘3'7"'_“ U qb’wdx'/ Fa‘v9’9'.' dx

avec

yE

g, “"ﬁ.""" £ c(+ilwll heo 2y

Nous utilisons maintenant le théoréme 2 pour %/ = @ -

S z
- ')’: 5—4—"" g—— ) et en obtenons, en posant 27 = ¥,

7= 7;(1-» Naa “’m)’ 1°inégalité gor
(8.10) | Ml o € ¢+ lahmw )’ .
b ]

Maintenant, on procéde comme dans la démonstration du

lemme 8.2:
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posons 3,(0()-?5%; (9;“0',-, (x, :D‘M,(w )) .

Il suit maintenant de (8.5),(8.6),(8.1C),compte tenu des
in€galités (2.26),(2.29) et du lemme 3.3,en posant J =
= [yfrvret D8, 1rax

%

3(¥-1)
+ e (r Y1+ "C""(JI))

4
(8.11) J* & ¢, w(r)d
d“ol, en vertu de (8,10) suit finalement (8,9),
Lenme 8.4. Supposons w(w)e CP(IL) A WA () ,
N =2, Alors

(8.12) Nae () lyoo 5, + Hu((u)llwzm,,m) s c
et il existe g > 2 tel que

(8,13) hae (el c.

w(f*!)(_n.)
2 c%.i
~ 2
& 1 on. Soit Im(.?()e M+\¢%’a(b w (e )

I1 suit de (8.7) que

-1

(8.14) hm U g, € €14 Mk lpco 5,

2

I1 s’en suit de (8.9) et de (8.8) que
s(¥-1

(8.15) llmllw'(:;m, £ e+ lulw 5,)

. .
avec L =2+ 7 M+"“’“c“’¢.a.)) “ . soit 1/, =

~a/n+b/2,a+4<41, 1<ca < 0 . On obtient f,2

22+af el ™ 1 sus e (8.14),

(8.15) et du lemme 3.2:
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« -t F(E-1)r300F-1) o
(8.26) (19, 210 Uy 7)™ "6 e CAahas [y s

D’autre part, en vertu de (8.1): 1+ llullcm(z) €c(1 +

+w§~lp°‘u lecz,) , alors il en suit en vertu de (8.16),
si nous posons a = :;-1“2 H

(8.17) Nat Ceed oo ) € € -

(8.12) suit d ici et de (8.7); (8.13) suit de (8.9).

Théoreme 7. Soit JL un domaine borné & frontiere indéfini-
ment continfiment différentiable, N = 2 et les hypothéses
(2.1),(2.8), (2.9),(2,26) - (2.29), (8.1) soient valables.
Alors la solution u du probléme de Dirichlet (2,12),(2.13)
appartient a W,,:“"(.Il) avec 3, > 2 , donc a C“%“cn)
avec m=1-2/p, .

Démonstration. Considérons d abord le cas m = 2 . Soit

a, (x, f‘,-,t)-('l-t)d;;. g’.-'-ta,‘ (x, §;) pour 0 £
et 1 aVecd:;--O pour il + 15l <2 fo et
d;,- =4 pour 1 =g, Gy =0 pour 4 4, [il=lf|=h.
Evidemment, les conditions (2.26) - (2,29) sont valables
uniformément par rapport a t ; soit wu(t) la solution du
probleme (2,12),(2,13). Pour t = 0 , 1 assertion est
vrai en vertu des théoremes bien connus pour les équations
linéaires cf. par exermple [10]. Désignons par N , 1 en-
semble des ' t pour lesquels (8.13) est valable avec

9 = 1, - N est fermé: 81 t, —» t, et

pour les t, (8.13) est valable, il en suit, en vertu
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du lemme 2.1, que 4¢ (t,n, ) est un ensemble compacte
dans Wﬂff’ () . On peut en tirer une suite, encore

notée w (t,) telle que «(t,)— & das

’
K) .

W,,,i (L) . I1 en suit en vertu de 1 unicité de la so-

lution du problime pour t que 4 (Z, )= 4, d ok 1°é-

noncé. N est ouvert: en effet, soit ¢, e N et désig-

nons par A 1 opérateur de [ W,.(,” (n)1* dans
Wf‘(.K+4, () ou 2 est le nombre des indices

|41 &£ & , donant la solution du probléme. Soit V =

)

= (K ,
{uw,u- U, & Wz (2)% et désignons par B 1 opéra-

teur de wr{."“’ (n) dans W, () , aéfini
par (t,-t).a,(x,D? )+ (¢t -1, Vi % D% .

Sott U, = {wwe WAV, lu-w)l uo £ 17 -
. P

L opérateur ABu + 4« (t,) pour |t -1, | assez
petit transforme (I, dans lui méme. D autre part, il
est faiblement continu: Wff':"’ étant un espace ré-

flexif, séparable, on peut utiliser le théoreme de Schau-
der "faible", cf. J. Schauder [21], d ou 1 existence du '
point fixe u . Evidemment u = u(t) . Il faut encore voir
@e 1estimation (8.13) est valable avec g = 12, . Mais
cette estimation est valable avec q du lemme précédent.
Il en suit qQue les coefficients @iy dans (8.9)” sont
holderiennes. Il suit alors du travail [10] que

ﬂa)ﬂwﬂu(«) s ¢ ., Mais 1 application du procédé, ba-
8é sur le lemme 3.3 comme audessus nous donne finalement

1’estimation "a priori" (8,13) avec fi, .Il en suit que
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N =<0,7>, a’oi 1a démonstration au cas me 2 ,
Si m > 2, considérons w € (2, m > et les so-
lutions ulec) o Mais pour @« = 2 1 assertion est
vrai. Maintenant, on raisonne comme audessus, en posant
pour B = a; (X, D¥u, <, -a;(x,Duc e ), d ol la dé-
monstration.

Remargue. Sous les hypothéses mentionnées et encore
avee a;y = @;; pour j2] = 1 41 = & , on peut
démontrer par la méme méthode, avec les modifications cor=-

respondantes au paragraphe 7, le théoreme 7 pour <m < 2.
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