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Соттеп-Ьа-Ыопеэ Ма"ЬЬета1:1сае 11п17егз1'Ьа11а СагоНпае 

1 0 , г (1969) 

О ДИФФЕРЕНЦИРУЕМХТ.Е КШСТРУКТИВНЫХ 

ФУНКЦИЙ 

Освальд ДШУТ ( 0 $ у а Ы .РЕМШИ), Прага 

В классической математике монотонные функции,функ

ции ограниченной вариации и абсолютно непрерывные функции 

почти всюду дифференцируемы. В конструктивной математике 

д е л о обстоит не так. В настоящей ааметке построена воврас

тающая на сегменте О д 1 конструктивная функция, 

которая удовлетворяет условию Липшица., но не является диф

ференцируемой ни в одной точке сегмента О д 1 -

Как иввестно ив [ 2 1 , абсолютно непрерывные конструк

тивные функции почти всюду дифференцируемы. (Конструктив

ная функция, удовлетворяющая условию Липшица, может не 

быть, абсолютно непрерывной - с м . [ 3 3 , с т р . 182.. ) 

В следующем пользуемся! определениями и р е з у л ь т а т а 

ми и з [ 1 ] , натуральными числами называем положительные ц е 

лые числа, точками - вещественные дуплексы ( с м . [ 1 ] , с т р . 

7 7 ) * Функциями - конструктивные функции одной действитель

ной переменной, определенные в каждой точке сегмента 

О д 1 ; покрытиями - точные дизъюнктные сегментные по

крытия сегмента 0 л 1 (см. [ 1 3 , стр.461-2.),, последо

вательностями конструктивных объектов определенного ти

па - нормальные алгорифмы, перераблхыв&щие всякое назу-
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ральяое число в объект этого типа. Буквы А*,, -^г, /П., ^г 

служат переменными для натуральных чисел, а^ сС - пе

ременными для. рациональных чисел а х , ^ ~ перемен

ными для точек. 

Теорема. Существует функция $ такая, что 

1 ) -9 возрастает на сегмента 0 ^ 1 , 

г) Ух/^ (хе0&4 Всп^е 0 д4э\1(х)-1(пр\±\х-<у,\) н 

3) т* не является дифференцируемой ни в одной 

точке сегмента О Д 1 . 

Замечание. На 3) и теоремы 1 и8 [&.] следует, что 

•р не является абсолютно непрерывной. 

Доказательство теоремы. Пусть { Я ^ ^ во враста

ющая последовательность рациональных чисел ив интервала 

\ V ^ , которая не имеет конструктивного предела (см. 

[I],стр.465-73). Для всякого натурального пп, определим 

Ът,** Я
<^» Ь-т,** * ~ ^т, * <*ь ** \ • Для про и э воль

ных целых чисел ^ и ^ выполнено (ъ < & => О ^ я^"*-

сц.* < 4 ) . Монотонные последовательности рациональных 

чисел ^о^?'^ и -Са..^?^ не имеют конструктивного пре

дела и следовательно тем же свойством обладают и последо

вательности { а ^ 1„ и 1 а . ^ ?
л 9 где € ̂ г^ ? ̂  

произвольная возрастающая последовательность натуральных 

чисел. 

Для любых функции а , покрытия ф и последо

вательности целых чисел {^ .т ?/щ. определим 



А (су, Ф, -С^«.»-» ) ^ У"» ^ ^ е ф з д э ^ Г л ) -

Функцию I будем строить при помощи следующей леммы* 

Лемма. Пусть /}г натуральное число, О. возрастающая 

на О А 1 функция, ф покрытие, -С^. ?„„, последова

тельность целых чисел а е рациональное число такое,что 

выполнено А С 9"? Ф> * ^т. **» ^ & ^/т С/ф^ I < с ) . Тогда мож

но построить во врастающую, на О Л 1 функции Ль 7 

покрытие У и последовательность целых чисел 4 ^ ?.*, 

так, что 

а! имеет место А (>Н, УС ? -С А^ 1 л*) > 

б) для произвольного натурального ттг существуют на

туральные числа М, и ,Ле̂  такие, что Э^С&ь )~ЭлС2вь)А 

& Эл ( % ) А Э ^ С ^ ) ~ ф^А Ль,- 1 ^ 1 - ^ - * * - ^ + * , 

и выполнено *>СЭЛ Сф^ ) - 0,<ЭА Сфт»А Л СЭ^ « ^ » * * ® ^ <**>), 

в) \Н -<&\< с и 

Г) Ух<ц*(хеО& 4ВсъеОА4э1<Ь>(х)-*г(<&>1&1х-'&1) . 

Доказательство леммы.» Для всякого натурального числа /т. 

пусть 

itw»* З.Д (•«.») + 
f i W - < - - * * - . . - » ' , $ " 

%. ^ »<а« <•&-, » + « ^ + 1 ^ 1 + * • <-%»- а. од > . 

Очевидно имеем Э Л ( ф ^ ) -г Ягт <. Э^ (фт. ) и <фт ш. 

ш <-, СЭ„ ( Ф ^ )) -с а,.^.., • (Лгт - Э ^ («-«. >> • 

Функцию Ли построим так, что для всяких натураль-

169 



ного <т и точки «х выполнено 6с в Эл (ф^ )л Я^ э 

?ЛЧ(Х) а С^(ЭЛ (Фгт, » + а'^\*т%.\+1ъ , ( * - Э и (ф^,)))& 

Ввиду того, что (%> возрастает на О л Л и что 

все (Х^ положительны, Ль несоменно возрастает на 

О л 1 . Кроме того имеет место \/#пх Сх е Ф^.о/.ЯСх)-

и следовательно выполнено в)» 

Пусть УГ последовательность сегментов а ^Аь^ ь 

последовательность целых чисел такие, что для всякого на

турального /яг выполнено ^<2т^1 & Эл(ф/т,)л Ь^ Вс 

Ввиду того» что ф покрытие, Ч является тоже по

крытием. Очевидно выполнены части а) и б) утверждения* 

г) следует ив а) и того, что для всякого целого чис

ла $> имеет место 0 < а^ < 4 , Действительно, пред

положим, что для рациональных чисел Се и сСо выполне-
л л л ^ л 9 Н(с1р)-КСсо) л но 0 < С_ < <х> < Л & — - 2 -2- > 1 # Тогда ввиду 

** ~ ао 

того, что имеет место \/*х <ц> (0 -6 <ц, <«х ..= ^ А 

можно построить последовательность сегментов \стА Ч-.*--* 

такую, что 



Существует точка со из интервала О А 4 7 для которой 

выполнено Утп/ С*Х С С ^ Л с̂  ) , Ввиду того, что У 

покрытие, можно построить натуральные числа ^г и сД, 

так, ч т о З » ^ > « Э 4 « ^ > * 2 ^ . Но 

тогда для достаточно большого тг имеет место 

с*»ЛС1*пс Эй СШ^)А Э^ СФ^ ) , и, следовательно, \Ях,(с±т) - * 

- А Сс^)! - ^ ^ ^ 1 ; 1 ^ / ) . 1 ^ - ^ и 1 ^ - ^ 1 , ч т о про-

тиворечит (1>. Таким образом- мы доказали, что выполнено 

Усс.̂  ( 0 < с <с6 < 1 э \И1<±)-ИСс)\&\<±-с)) . Отсюда получа

ем ввиду непрерывности функции Яь на О д Л (см» Г1] , 

стр.445) сразу г). Лемма доказана. 

Построим последовательности возрастающих на О л 1 

функций К^ъ^т, у покрытий Кф 1^ и последовательнос

тей целых чисел И #Л ^ ?^ • 

Пусть ф*1 покрытие & ^ функция такие, что 

УтОф^Къ ) А- V* (т^ С»х)~| ,х) . Тогда ^ возрастает на 

сегменте 0 л 1 и выполнено А ^ , Ф > *Г0/*п. ) . 

Пусть лг натуральное число и пусть уже построены возрас

тающая на 0 д А функция ^ , покрытие $ и по

следовательное1» целых чисел ^ф^^пп, такие, что выпол-

нено А ап , Ф", Г;С и > & V** О <§~ I < 1 ) . 
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К -л, *„., , Ф*, 1^* $т ж -̂ я примвниы лем

му. Построим воараставдую на Ол 1 Функции. ^п+1 ? 

покрытие 11Г и последовательность целых чисел ^ ь ' д . 

такие, что А С^ + / ) , У, -Г^ ?*, ) * I ^ - ^ ' < | * * 

<& Ух/^-Схе О д ^ / ^ е ^ Ь ]*„„ (х.) -1М„ <^)1^ 

±1х-у.»& У<тЗр.С1[тс:ф%8,СЭ*<'Шт)- % (Ф*)"* 

& ^ - 4 > ' ^ I + <* V Э„С?„) -

- э„сф%)&гт= ??- 4» . 

Последовательность сегментов 

кэ и га^+з. <Ф%>- |-С»)А <3, гаи>+1к<)-|^'>^,^ 

образует покрытие, которое обовначим посредством ф"1 

Имеем улЭтр,(^а %„сф*& Ф^Л^^г Киг^"> 

к следовательно существует последовательность целых чи-

с в л $&%,*4?<т, такая, что выполнено А бг^,^ , Ф"** , 

(2) УМ^С^ОФ;*^* #+ 1% }+т,*%>1-%- 1 >) . 

Последовательность возрастающих на О Л 4 функ

ций ^т^ ?„-*, равномерно сходится на О л А * Бе пре

дел обовначим посредством 4 . $ является очевидно 

возрастающей на О л А функцией, для которой ввиду 

У/пл^СхеОд^ & <уе Ол 4 эИ>„(х)~ Ъ «^П^Ы-у.» 

выполнено 2)« 



Остается доказать часть 3 утверждения теоремы. Пусть 

X точка из О Д 4. Тогда не может не иметь место один из 

следующих трех случаев: П *х в <. Л) 31%1п(х= Эл(ф%, ) ) 

и Ш) Ут В«п СЭЛ (ф% )<Х<Э«ъ Сф^, )) , в каждом на 

этих случаев существует последовательность натуральных чи

сел {«п*^*, т а к * * , что У/П, (ос € Ф ^ А С д<ъ (Ф2ь^ ) ш 

= А V X. < Э^г(ф^ )))• Для всякого натурального т вы

полнено * СЭ^Сф^ )) - т С Эи С Ф ^ )) * *„ С 3^ С ф ^ )) -

< "Тр* • Следовательно, если функция т имеет в точ

ке л производную, то последовательность {о**-. $лгу схо-

дится к эначению этой производной» Таким образом к завер

шению доказательства достаточно доказать, что последователь

ность {&.„, Ът, н в имеет конструктивного предела. Для 

этого - ввиду отмеченных в начале доказательства, свойств 

последовательностей {<^?,п, ш ^ ^ 4 . ^ ^ " достаточно до

казать, что не может не существовать возрастающая поеледо* 

вательность натуральных чисел ^/ГЧъ}ъ, такая, что после-

довательность целых чисел т.̂ - 7. является возраста-

ющей или убывающей. 

I ) х я Л . Тогда ввиду способа, конструкции по

следовательности покрытий $ ф"11^ и ввиду части б) 

утверждения леммы имеем У/эг ($%п> ж^-аъ) и следователь-. 

но последовательность С^Х Ът, является убывающей. 



Ш Пусть для натурального числа пг^ выполнено ,*.= 

Э^ (ФЛ ) • Тогда очевидно Vт (лго ^ М О X -= 

- Э^Сф.^ )) и следовательно по отмеченным свойствам по

следовательности покрытий $фт}<п. имеет место 

Улг И 4 ^ 3 ^ ^ ^ ^ ' Последовательность * ^ ^ ^ 

является возрастающей* 

! Ш ^ ( Э и С Ф ^ Х х < : Э ^ С ф ^ ) ) . Тог^а не может 

не иметь место один иэ следующих двух случаев. 

со) Существует натуральное число пг0 такое, что 

Vлx(пг^б тэ$*^ -* О) , Тогда на основании (2) имеем 

V<п,Ц-^ЛЭ^- ^ - 4 ) и { ^ ? + ? убывающая после-

довательность. 

/3) Выполнено У г̂ Зт, (^ъ & /П, А ^ > 0 ) , Тогда 

на основании (2} получаем У^гЗлг С г̂ .4/?г& ^^ .$. <ъ ) и 

следовательно существует возрастающая последовательность 

натуральных чисел -I (Пцч,^М, т а к а я » что последовательность 

* $>т Л̂е возрастает. 

Л и т е р а т у р а 

[ 1 ] * Проблемы конструктивного направления в математике, 

2(сборник работ),Труда мат.инст.им.В.А.Стеклова, 

том ЬХУИ (1962). 



[2] О. ДЕМУТ: Интеграл Лебега и понятие измеримости функ

ций в конструктивном анализе, Записки науч

ных семинаров ленинградского отд.мат.инст.им. 

В.А*Стеклова, том 8(1*68),21-28. 

[3] - Труди Третьего всесоюзного математического съезда, 

том 1, Москва,1956. 

(Несе:ие<3 Магсп 18, 1969) 
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