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Сотшеп-Ьа-Ыопез На'ЬЬета'Ыеве ТШ-УеРэНаИв СагоНпае 

10, 3 (1969) 

ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЩ1ШАЛЫ В КШСТРУКТИВНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

ч 
О. ДЕНУТ, Прага 

(о.вЕмитн,л«А*) 

Настоящая статья посвящена в основном линейным функ­

ционалам в конструктивных пространствах. ^ ^ (1 -== К, ) . 

Основные свойства этих пространств перечислены в С8]. 

В этой статье исследуется общий вид линейных функцио­

налов в 1 ^ и их нормируемость* Пйкаэано, что для х, > А 

линейный функционал в ^ ^ имеет норму тогда и только 

тогда, когда он является функционалом "интегрального ти­

па". Для К » 1 аналогичное утверждение неверно. Постро­

ены примеры линейных функционалов в ^ < г ? которые не яв­

ляются функционалами "интегралы-ого типа". 

Приводится необходимое и достаточное условие для то­

го, чтобы функция *г* 5ыла неопределенным интегралом от 

элемента вространства 1 ^ С1< /с ) . Строится бавис про­

странства Ь,^ . 

В следующем пользуемся бее сеылок определениями и 

обозначениями из [ 8 ] . 

Определения^ Пусть /с РЧ^ 4 -^ К • 

1 ) Линейными функционалами в ^ л > будем навивать нор­

мальные алгорифма $* такие, что для любых { р ^ 1 ^ е Ь 



- ( 0 ^ 1 ^ € Ь ,̂ и Щ а алгорифм Т применим к { ^ | Л 

и перерабатывает его в КДЧ и выполнено С$^^т {^} о 

2) Пусть У линейный функционал в !• * Скажем, что 

КДЧ х является нормой функционала ^ , если имеет мес­

то VдсСъей ^ к э \ГСэс)\ ^ х.- \\ъс 1^) & 

а V^I|ьЗжСъс е^^ & 1*1^-4&х- ^ < \П*еЮ. 

Теорема 1* Пусть ю РЧ, А 4* /с Л Улинейный функционал 

в ^и . Тогда $ непрерывен и существует КДЧ X такое, 

что Vэс(1се^ьЭ\!?'С9с)\ 4> х- 1Ы\\ь 1. 

Доказательство» Ввиду того, что С^МЛ Ь ) полное 

и сепарабельное пространство (см» теорему 7 из 183), дос­

таточно использовать теорему Цейтина (см.[23,стр.301). По 

этой теореме функционал 5*" непрерывен и существует НЧ̂ тг 

такое, что Vъе Сэс е ^н, & Язе II ^ «*> э I ^Сге ) I *» А ) * 

Отсюда сразу получаем V яе (дс е ^^V э 19*(де)1 & .2.^- 1*е И^). 

Замечание 1. На основании этой теоремы и ЧАСТИ 2 В ) 

леммм 1 из С 83 имеет место 

У*СУ*Сл*Ьлэ1.Г<С*)и^ 

и КДЧ. х является нормой линейного функционала в ^н, -

$ тогда и только тогда, когда выполнено 

У1>С1Г«Н>)!-4 * ' Ш > ^ Ц ^ ) & 

* * * 3 1 > С Н 1 ) | ^ - 4 * * - ^ < 1 ^ < Р ^ ) | ) . 

Лемма 1. Пусть /с РЧ, 4 & /с 7 ^ нормальный ал­

горифм а % ВД1 такие, что $#* применим к всякому сту-
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пенчатому остову и перерабатывает его в КДЧ, причем 

для всяких ступенчатых остовов Р и О и КДЧ и, вы­

полнено С Г - З г б э ^ С Р ) - = ^ССг)) ; ЩСи'о Р ) ~ <и,-сСу~СП, 

<&сг%Ог)=<е$.сг)+<фссг) и 1 ^ Р Л - Ь * . ^ 1 Р 1 * ) * 

Тогда можно построить линейный функционал в ^п^ - 5^ 

такой, что 

УР(^«Г^)=^СР))&Уае(аееЬ
/
,э13

г
Сэе)|4^-||9е11

ч
) . 

Функционал Т определен алгорифмом <&^. однозначно: 

Если & линейный функционал в ^^ 7 для которого вы­

полнено УРСЙСЧРЗ^) = <^СР)) , то 

Уае С* в Ь Л э # С^е) ш ^ « е )) . 

Доказательство» Для всяких -Г ^ 1 в Ь^ и НЧ 72, и 

А имеем 

Следовательно, можно построить нормальный алгорифм &~ 

применимый к всякому -Г (^ ]^ е ^IV и выдающий по нему 

предел последовательности КДЧ {<€%* СР^ ) §/Пг . Ввиду то­

го, что для всякого ЙЧ лг имеем 1*^СР^)/--? X * 

'Ф^С)'А , выполнено . ^ « ^ И б Я - И ! ^ ! ^ . 

Из свойств алгорифма ^ и определений опера­

ций для последовательностей ступенчатых остовов ораву 

следует, что Ф является линейным функционалом в 1*^ # 

Очевидно выполнено \/РС^С< Р } ^ ) в <^-СР)) . Однознач­

ность следует из непрерывности функционалов и того, что 

для любых *( Р^ ^ € Ь^ и НЧ лп выполнено 
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Лемма &• Пусть к РЧ-. 4 ^ /и ? пусть «У линейный 

функционал в 1^ . Тогда существует функция -р такая, 

что 

(1) VаС0<а<1 э Г^Ога-П^гО^) = *Са)-4С0)) . 

доказательство» Существует нормальный алгорифм Ч^ 

который применим к всякому слову вида хтъ где х КДЧ 

а/тг НЧ, и ведает по нему РЧ ив интервала 

(«X- л та&)-">г^ «* (см.1-ёи>стр.315). Можно построить нор­

мальный алгорифм ^ таК| что выполнено 

Vл<пСxе 0л1 э \уСх<гь) А С$ Схоь) ** Оэ$Сх<п)ж. 

ж0т4сГ0)ЬС0<%Схт,)з#Схп)ж0г%Сх<п)Г1(Г1гО)). 

Тогда очевидно V* (*С^Л С^- )^ ^ --*е ) и, следователь­

но! существует нормальный алгорифм -9 такой, что 

Vx(*е0д/^э$(x)^3^({^%<(<п)}&^ )) . -Р является несо­

мненно функцией и выполнено (11* 

Теорема &. Пусть -/г и ^ РЧ> ч ^ с ^ й ~ + 4 - -= 4 , 

а ^ линейный функционал в 1^ * Пусть +* функция, для 

которой выполнено (1) . Тогда имеет место 

УяС^аеСаееГ-, э 1ГЛе>1* х- Язе Я, ) 8 

н КДЧ 2 является норной функционале &~ в том и только 

том случае, если оно является пределом неубывающей по-
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следователъности КДЧ 

{с.Е\ик)-4(^)\^- г^^-^^и -
* ж <f 

• ђOí * T V. Л" 

Замечание 2* При помощи стандартных оценок можно 

убедиться в том, что для всякого РЧ р, 7 А < <р* , и лю­

бых КДО и^ , АА,± 9 <ш^ в <иг± 9 где 0 < щ & О < ^ , 

верно 

Следовательно, для такого ^ь и произвольной функции -Я 

выполнено 

Чт.(^\*^)-К^)\*-Р'*Ь&\4(•§!&) ' 

и к любой системе РЧ { о ^ ! ^ , , О * а^ < а^ < • „ <" <3^~ 4 , 

и НЧ ,& можно построить НЧ /п так, что 

9 М(а*)-*<ЬА-1)Г ±<$1*,±. ^ПЫ.)\Г.опС*-п 

Таким образом, если для КДЧ и. выполнено 

V*,((X К ( 4 ) - тЧ-У > Г* 2м'^-1,)%, и,), то для любой 

системы РЧ {а,^ ^ , где 0 - О* < Л, < . . . <<*,„,* 1, 

имеем 

Доказательство теоремы ... Для любого НЧ М, по­

строим ступенчатый остов <Э. так, что 
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<^ = 0 Г ^ , Г | - .. . Г^ЩщТЪы — ГЪ^зЪ , где 

%^м&-п^)\»*.сф-к$))-1"»-'1> щи &. 

Тогда 

( 4 ) ум>(ы<ъи=.к^с-%1)-*ф)Г'2*-с»-1} « 

*ф*(&-Н-ф)Г-2*с*~'У)*'-№л,и1и<) • 
Следовательно, если ее КДЧ такое, что 

(5) У?е ( а е е ! ^ .э \?(ае)\*х,- йзейг ? , 

то выполнено 

(в> V«,Сс!Е^1С&)-•(С•Щ)\*'^2^'<1^-'>)1/*'6 ж ) . 

Пусть, наоборот, для КДЧ Ж имеет место (6). Пусть 

1) ступенчатый д-остов. Тогда существуют НЧ лп- я систе­

ма КДЧ {•и^}*"^,, такие, что 

(7) ^ зс Ог-^щ, г-?» ...Г^сГщГ'иГг ••• Т-иг^т • 

Имеем I Л<РИ^ )1 - .^Ги^ • МЧ^Г ) -К^&» I -6 

-.(Х|««1*-^)*'(^14!ф)--Р(-^)Г2*1*^,А-

-И1).и, \1%л\*<&)-п*$ )Г- г^^-^/^^-ио/,^. 
Ча основании замечания 1 получаем отсюда сразу ( 5 ) . 

Таким обравом, (2) доказано. 

а) Пусть КДЧ х, является пределом неубыважхдвй последо­

вательности кда 

- 3 6 2 -



2.*-' • * А \ 4/ 

Тогда, как уже знаем, выполнено (5)* Кроме того имеет мес­

то (4 ) . Но тогда с-о является по определении нормой линей­

ного функционала &* „ 

б) Допустим, что КДЧ со является нормой функционала 5 ^ . 

Тогда выполнено (6) и, следовательно, верно (6) . Для вся­

кого НЧ Яь существует ступенчатнй д-остов Т) такой, что 

выполнено Н ] ) ^ | 1 ь ш 4&Х,- 4% < \^С<^3^\ (см. ваме-

чание 1) , Можно построить НЧ /т, и систему КДД К"Ш^}^я^ 

так, что выполнено (7 ) . Тогда, как уже знаем, имеет место 

и, следовательно, получаем 

х - ~2*Б < С ^ ГтС-ря }-т(-2зиг )1 * 2 ' 

Ввиду этого, (6) и монотонности последовательности (8), 

КДЧ. ^ является пределом этой последовательности. 

Лемма 3. Пусть г̂ и ^ РЧ̂  -р функция а %, ВД1 

такие, что выполнено 1< <%, & 4: +~ 4г ж 4 и (6 ) . Тогда 

можно построить линейный функционал в I* - & % ддя ко­

торого выполнено (1)« Функционал <7" определен функцией 

-Р однозначно. 

Докааат ельство. Построим нормальный алгорифм ^ 

такой, что для всякого ступенчатого остова г7 , где 

Г х ^ ^ м . ^ ^ ^ , / ^ , адаолжено 
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Имеем 1 < ^ С Г > | 6 < Д I ̂  .^Со* - « ч - , >)'^ * 

Алгорифм <€%- и кда л выполняют очевидно предпо­

ложения! леммы. 1. Для построенного по этой лемме на основа­

нии ^ - линейного функционала & имеет место 

VР'(ТС^Пт>) » ^ С Р * ) ) и, следовательно, 

^а(0 <о,< Лр ГС<0г^Г/1сГ^У0^ > « 

« <ер(0Га,г/14~1 ТО) ш 4 Со,)- 4 СО)) . 

Лемма 4. Пусть ^ и <^ Р Ч , 4 < ^ & А + х « 1 а ^ 

линейный функционал в 1^, такой, что существует-С г^.^ 6 

в Ъ^ , Д4я которого выполнено 
ф, 7 

(9) УвеС^с 1^о еГС9е)«^Я;и # ж ^ -

Тогда. КДЧ -КР^^Яг является нормой функционала #" и 

любая функция: *Р такая, что имеет место (1), является 

неопределенным интегралом от -С Р^ ?^ и, следовательно, 

абсолютно непрерывна на сегменте О Л А * 

Замечание 3» Для всяких { р\ | е I*- и нормально-

го алгорифма У таких, что выполнено (9), &* является. 

линейным функционалом в ]Ц, (см« свойства пространства 

( Ц , 1 1 8* ) и интеграла). 

Доказательство леммы 4 . Для любого - С б ^ ^ е Ь,, 

имеем ^ ' ч ^ Ч ^ ^ е Ц и 
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часть 3 леммы X иэ С83)• 

Пусть *п, натуральное число. Т0 г*МС 11^,1*" -

• Р1. 31 €- 1*а и выполнено 

(Под С1Р^|*"2- Г ^ З подразумеваем 9г СР^) , где 0х 

всюду определенная конструктивная фуй**1*11* такая, что 

у,10) = 0& й х С - х ^ О ^ 6 * ^ 1 * 1 * " * * ) •> 

Таким образом 1К Кь^К является **°Р-<ой функционала 

Пусть -р функция такая, что имвет место (1) . Тогда 

очевидно выполнено \/а,(0<си< Л э Г -С^п^/СО^аТ^^ТО)' 

и, следовательно, У,х СО ̂ ^ 4 - э / * * ^ Д я . г 5 : ^ » х ^ " р Л>» • 

Пример 1» Пусть <р, ч % ЭТИ^&*.п,+ л ' в 4 . Можно 

построить линейный функционал в Ъ* ~ 9*, который не яв­

ляется функционалом "интегрального типа*, т .е . не сущест­

вует «Сг^/^6 Ь ^ такое» что ( 9 ) . 

Действительно, пусть -р функция из теоремы И8С7Д. Тогда 

выполнено Чх<ц,(х б Од 4<к ц,е 0&Аъ\4Със)~№ц,)\& \х-<&1) *** 

не является абсолютно непрерывной на сегменте, 0 Л Л * 
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Для всякого № ль имеем 

%\Н^)-*^)\*-Гс*-* ±.?. ф*- 2"'"-'»= 1 . 
Таким образом, для %, ** Л выполнено (6) и, следователь­

но! п о лемме 3 можно построить линейный функционал в I., 

- У так> что имеет место (1) . Остается применить лемму 

4. 

Теорема 5. Пусть & линейынй функционал в 1.,̂  а 

-р функция такая, что выполнено (1 ) . Тогда имеет место 

V^(V9е(дееЪ^э \Т(ее )1 ^ ^ - йэе \\ъ ) я 

г Vxа+СxеОАА&^еО*А'о\*и)-Н^иx,^\x-4^\щ>'> 

и ИДО х является нормой линейного функционала У тогда 

и только тогда, когда выполнено 

(10) У / л 4 М б г 4 2 * д 1 ^ К ( ^ ) ^ л - ^ ) и 

< 1 1 ) * Л З * л * Л * 4 * Л 

Замечание 4» Ввиду того, что для любых КДЦ-и̂  ^ ^ 

осл: и и ^ , где 0 < 1^; & 0 < тг2 9 выполнено 

для функции -р и Кда ^ выполнено (10) и (111 тогда и 

только тогда, когда :*, является пределом неубывающей 

последовательности КДЧ 

Доказательство теоремы 3« а) Бели ос ЩН такое, 

чтo 
U&) Vэe ŕзec Ц .э I T(9t)\& *>• ìэeì^) , 
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то ввиду (2) и непрерывности функции -Р очевидно вы­

полнено 

(Ш\/ху(х€0А4&<&е0д4э\*М-*(&)их,>1х-у~1) 

и, следовательно, и (10)* 
б) Лусть х КДЧ, для которого выполнено (10) . Тогда на 

основании непрерывности функции -Р получаем (13). 

Пусть Р ступенчатый д-остов, пусть выполнено (7)-. 

Тогда имеет место . Г « 2 > и ) Ы ^ ^ ^ 

Отсюда получаем на основании замечания X сразу (12). 

в) Пусть. Кда тс является нормой функционала ^ . Тогда 

выполнено (12) и на основании а) и (10). 

Пусть Ль НЧ, тогда существует ступенчатый д-остов 

]) такой, что имеет место ЫТ>1^ \\и ** 4&.Х- ж < 

< ^ « З ) ^ ) 1 (см. замечание 1 ) . Можно построить ОТ нп, 

и систему Кда - С ^ Ъ\п 4 так, что выполнено (7) . Тог­

да, пользуясь неравенствами, выведенными в б), получаем 

и, следовательно, существует ОТ ъ такое, что 4 -» ^ ^ 

Итак, верно ( И ) . 

г) Пусть X, КДН такое, что выполнено (10) и (11)* Тогда 

на основании б) получаем (12). 
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Пусть Ж, НЧ и пусть для НЧ т, ж Ф имеет место 

определим 

(Ог^Г&Г^От^гО , .слш1<1*2Г-, 

& _ * «/ ОгфьГ^^^ГО , *сл»ъ~/1 * 

I ОГ-^У^ОГ'! , •см*--."*. 

Имеем 1 Г С { 6 ? Л Л - - 1 П ^ ) - * С ^ ) . > ( а . - ; | к > - ^ " 

- С * - ^ ) - И (??„.( . 

Итак, ^ является нормой функционалш «-̂" * 

Лемма 5. Пусть -р функция а ее КЛН такие, что 

(101. Тогда можно построить линейный функционал в Ц -

У такой9 что выполнено (!)• Функционал У определен 

функцией -р однозначно. 

Эту лемму можно доказать, повторив рассуждения иа доказа­

тельства леммы 3* 

Лемма б. Пусть-Сг^.?^ € 11̂  а 'Х КДЧ такие, что 

Тогда можно построить нормальные алгорифма ^- и У 

для которых имеет место 

(15) Уэе Сэе е Ц, э I ̂ -Сэе )А ^ С * >е Ц& З-Сзе)*-{1^?л- ае) и 

(16) Уэе Сзее Ц., э 3"Сэе) -Х3-(яе)) -

Иа (15) и (16) следует, что $ линейный функционал в 
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Г.*1 , Выполнено (12) и для любой функции ^ , для кото­

рой имеет место (1), верно 

(Щ у * с о * х ^ ^ Э - Р С Х ) - ^ Г О ; « ^ Х < ^ ^ ) 

и, следовательно!. -Р абсолютно непрерывна на «егменте 

О Д 4 . 

Доказательство» На основании части 5а! леммы 1 ив 

18] анаем. что для всякого {& ?_ е I*А имеет место 

+ 1ПО»* ггСбЧСЪ. ) ) ) . Ввиду. (14) выполнено 

ивс^.Л,гс«))5 <^^-с^5/*<*>>и-<<*. 1*-<е V ^ ? « . 

Таким образом можно построить нормальный алгорифм ^ 

так. что для всякого -СС̂  3_ € Ь^ имеет место 

Тогда очевидно выполнено требуемое (15). и, следовательно, 

существует нормальный алгорифм У такой, что (16) . 

Ввиду (15) для всяких КА6Л ?т€. \ } {*&„ ^ е Ь 7 

и КДЧ «. имеем ({« 0П ^ - Г-бгЛ ?, э ^ « Ч . $» ) -

* 3 - « % С - **<%>и> - ?«*<%.и + 3-«л<^ ^ ) . 
На основании этого, следствия теоремы 6 и части 56) лем­

мы 1 ив С8] видим, что -Г линейный функционал в I* . 

Ив (14) и (15) с л е д у е т ^ Г а е е Ц э ^ & е Л * ; * * Ы1) , 

одкуда на основании следствия теоремы. 6 иа 1&1 получаем 

( Ш . 
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Пусть -Р функция такая, что (1)» Дяя любого РЧ 

а, 0 < а, < А 7 имеем 0г^Г^ <Г4 Г О-О^^е 

еЬ4&$({0ГсьГ4(Г1Г0иУ=<0гъГ4оГ'<1г0и>{%1*? 

=г Ог&гАсГАгО' ±г«ъ1*п Е> следовательно, на основании 

теоремы 6 ие [ 8 ] и ее следствия имеем 4Са,)-4(0) -» 

Но тогда выполнено (17) и к завершению доказательства до­

статочно применить теорему Е из [ 8 ] . 

Лемма 7. Пусть Т линейный функционал в ^<^ а 4 

функция такие, что (1 ) . Пусть 4 является абсолютно не­

прерывной на 0 д 4 . Тогда $* функционал "интеграль­

ного типа". Существуют {Г ? е Ц. и КДЧ х, такие, что 

(14) и (17) и для нормального алгорифма ^ для которого 

выполнено (15), имеет место (16). 

Доказательство. На основании теоремы 1 знаем, что 

существует КЩ х> такое, что (12) и, следовательно, по 

теореме 3 получаем (13). К абсолютно непрерывной и а 0 д 4 

функции 4 существует по теореме 2. ив С8Д { г ^ ^ в ^ 1 так, 

что (17) и для почти всех Кда «х не 0 д Л последова­

тельность -ШК'Фс г̂ »к Ч ^ сходится и ее предел являет­

ся значением производной от 4 в точке X . Отсюда по­

лучаем ввиду (13) сразу (14). 

На основании предыдущей леммы знаем, что можно по­

строить нормальный алгорифм ^ так, что (15). На осно­

вании лемм 5 и 6 получаем ввиду (1) и (17) сраау (16). 

Пример 2. Можно построить линейный функционал в 

-по-



Ц* " % так, что А является нормой функционала Щ 

и что & не является функционалом "интегрального ти­

па". 

Пусть $ функция из теоремм. иа [71. Тогда, как знаем, 

вт^лнвноVм<ц,(X€0&4&/ц,еОд4э\((м)-'?(<I^')\* Ы-^1) 

и возрастающая на О Л Л функция •( не является диффе­

ренцируемой ни в одной точке сегмента О А 1 * 

Построим функцию ^ так, что выполнено 

У * « 0 4 * 4 э ^ с * ) в * С л ) ) * С 2 ^ ^ 

Тогда имеет место У л ^ С ^ б О д ^ Д ^ б 0 д 4 э ( т ^ ( * ) - ^ ( ^ > и 

^\ьС^\&и<П^Э^(о<)<^(^))) и функция ^ не явля-

л А ется дифференцируемой ни в одной точке интервала 0 7 ^ 

и - по теореме 2 из [8Л - $ не является абсолютно не­

прерывной на О А 1 • 

К •$ можно по лемме 5 построить линейный (Ьункцио-
1 

нал в ^^^ - & так, что выполнено 

V^,(^<^,<1э ЩИОГа-Г^ГОК^ ш % (а> ~ % с0)) • 
На основанииУ^(:^Ф^2^э!т;С^)-С4^Я-2

/ Я
'^'»; 

и ^ ( 1 ) " { , ф ) ' - г ^ и теоремы 3 види*> что 1 

является нормой функционала $\. . Ввиду свойств функции 

+\ функционал Ф не может быть функционалом "инте-

трального типа" (см* лемму 6К 

Пример 3» Можно построить линейный функционал в 

Ц| - У к 'С г^ ?^ € Ц^ так, ч*о функционал. & не 



имеет норму, вшолнейоКг^?^! ^СОу^сП}*, и, еслм 

4 функция такая» что (17), то имеет место (1 ) . Таким 

образом У является функционалом "интегрального типа". 

Пусть ф покрытие ив пример* 1 ив С81. Тогда, как 

акаем, вшолнено У/щ, (.X I ф- I < *ц ) я рях ЕI $^1 

не сходится* Построим последовательности ступенчатых ос­

товов С(к*Ъ к Ч Р 1 так» что имеет место 

--*-?• 14и)гс^гэл(4о+а*с&.» + ^ - ' 

Тогда для любого Ш /п. имеем 0 ^ 1=^* б'С/^) »= 

•И-4 4 Г .— -> т 

.5- 1Ф-1 I < ТГ^ и1 следовательно, С г ^ ^ в 1Ц и 4*4 

Пусть функция 4 является неопределенным интегра-* 

лом от -Сг^^ . Тогда ввиду следствия теорема 6 ив 18} 

втолшто^х^С^€ОлЛ$^п^еО^А^[4С^)-4С^\^%0^-/угО 

и на основании леммк 5 можно построить линейный функцио­

нал в "Ц - У так, что выполнено (!)• 

а) Пусть Ж ВД1 такое, что Vт, С11 I ф^ \ ̂  х> ) * 
4 * 

Тогда для всякого НЧ1 ьъ имеем 0& 1^& ^ ^ ) ^ ^ 1$4 ' ^ ^ 

и, следовательно, 0 .^ «С ^ 3^ -* <<?у- 4 </**: }^ - откуда пс 

следствия» теоремы 6 не [8Л и теорема 3 следует 

-з«:~ 



Ух<ц.1*еО&Л&ц.еОьАэМСх)-*Су.)\Ьх.'Ы-у.1'> л 

Уве. С ее е Ц э I ?Сэе ) | & х. • I ее 1 ^ ) • 

б) Пусть X Кда и /иг Ш такие, что.21 1ф* I > Я - т ог-
<* »1 

д% по лемме 6 и по следствн» теоремм 6 из С83 УИ%%^т)т 

~Л«ы«>=/Ьп'<ы„ - Л ^ ^ ^ , 

Итак, хж доказали С Vx С 3<п> (.51 1ф.* I > Я&/ -Э 

эЗвеСэее Ц, & I ̂ СвеЛ > х- Иэе 1^ )) . 

*mø 

"1 

На основания а) я б) сразу получаем 

(тVxСVъ^\ф.Ыx)5VмС0ее^^I&Сэеп±*^Шй^» 

в) Допустим, что ВД1 лг является нормой функционала 5Г'. 

Тогда ввиду (18) получаем Vт,С.1^ I Ф * I & V ) -

С другой сторона для любого И С 9 С < 1Г , ямеет 

место З э е ( « е Ц -^ | УСл ) 1 - > с * | я е 1 ь ) , из чего 

следует -1 Vзе Сзе е Е-, о I ̂ С*е )1 * с • I 0& I ) • От-

«ада получаем на основании (18.) п V/Î /С.X̂  1ф^ I -6 С ) , 

(19) -1 -13/п.СХ 1ф. I > С ) , 

Существует нормальный алгорифм выаскщвдий для любой 

пари. .РЧ О/ м ^ выполнено лм а. < Яг или нет. Ввиду это­

го получаем, пользуясь методом конструктивного подбора 

- УfЪ -



(смДЕ^стр..!.!), иэ (19) сразу Зт (.2. 1ф. I > с ) 

Итак,, ив предположения, что ИДЯ V является 

нормой функционала Т 9 зледует сходимость ряда 

5- ' $&,' * м а П Р И Ш Х И к противоречил» 

Пример 4. Пусть ^ 7 ^ м * 4 < & & ^ * л * ~ ^* 

Можно построить абсолютно непрерывную на сегменте 

0 А А функции -р так, что выполнено 

V*. $ \ * ф > -ГС-|#) Г*--?""*"*-- 1 ; и что лнн-йннй 

функционал в I* - ф для которого выполнено (1), не 

является функционалом "интегрального типа", т.е. не су­

ществует <( {^ ? е Ь ^ так» что выполнено С17). 

Пусть ф покрытие, { Я ^ ? ^ возрастающая после­

довательность НЧ а а&к* 1 Л С- ^-?. . ? л последо-

вательность систем неперекрывающихся сегментов ив примера 

1 из С8]« 

Ввиду того, чтоУ/пХ.ф^!-^ ^ ) , имеем У^ Я 4 ^ \ 2 < 

< ^ * 1 ф 1) . Построим последовательность ступенчатих ос­

товов *(С^}<|^ так, что для всякого № т. выполнено 

Пусть ЛЬ =3. ^С —нг~ ' * &** в с * к ого ОТ /» в***ду 

свойств последовательности К Д ^ %^ имеем Ут, (Лм^тт. < 



у4.2Ь~г ***•<«*?. а&и+о <, 

Таким образом, -Г.Е.„ (у. ? е Ц * 

Пусть «Р неопределенный интеграл от{1^ (г- Г . Тог-

да функциж <Р абсолютно непрерывна на О Л Л и ввиду 

свойств последовательности { 6 ^ \^ на основании след­

ствие теоремы 6 из С 83 получаем 

( * 0 ) ^ * 6 < € ^ Э # Л > - т ^ . 

Покажем, что выполнено 

(21) Ут,(Жиф)-и^Г-г~С1ш-*и 1) . 

Пусть /Л̂  НЧ« Допустим, что имеет меата 

(22) 4 ^ ] * ( ^ ) - « - | Й ) | А - 2 ^ ^ - Г > > Л . 

цусть /я- НЧ# <п-0 & <гъ . Скажем, что сегмент ос -Л /3 

является сегментом тияа А ^ ., еслм °^ -* /3 РЧ м вяпол-

нено оО * 0 & /3 яг 4 иди сегмент ос А /$ являете* одним 

из сегментов из систем {фЛ^^ и {&*,,+ д С/ч̂ 4 *«,»* 

Если оС А /3 сегмент типа А ^ , *я̂  *• **> у то посредст-

вом с/Т/п-., <Х, А /&) обозначим кда.2^ ^ а 4 - а-«_ )**""' * 

где { а , | * в , система 14 тажажг что 0« Ц » < ^ г < — « V е * 

и УоЛз/(0**4/*Ао,-а^ 



*3}О1б0,4\&еь-%<ф}') у а « Эп,С<1ф))))) «а М 

и Л НЧ такие, что а^_ е <х А а»у • /3 . 

Дня любого НЧ /.а-; /П.в ̂  /п^ н произвольных сег­

мента ос А /3 типа Д ^ и системы неперекрывающихся 

сегментов тнпаА/ГГИ |̂~ {*Ь1~Л А$ \^т^ таких, что 

еС Л /2> является объединением сегментов этой системы, 

выполнено: 

сГ(аг+4,осл/Ь )^ХсГ(т.^4,сс1л04)^ 1лл/$\~%.1<х4л /3^ /, 

О Л. 4 является сегментом тип* А^ , (Г(<п,7 О Л Л ) ** 

вании замечания 2 и {%г))сГ(лг,ос Л /3) * сГ(т,+ А9сс л /1)&* 

&. 1 < сГ(<п, О л Л > * Имеет место 

(гз) V} <1Лф*ЛтасГб»,ф^*Х'\%С- ' ^ ^ 

(см* замечания 2 и 3, теорему 2 и лемму 41 # 

Построим последовательность сегменте в {Л^-Л /К*%т> 

такую* что для всякого Ш Л/ сегментосГ л /2^ являет­

ся сегментом типа Д ^ ^ ^ и выполнена 

( 2 4 ) , * < * № < < ^ + * > < + № А < » А ' & е < А % а ' < " А 

а) определим <зю* <ь /3/ «** О Л А . Тогда, как внаем, вви-

ду (22) имеет место \сс* л /2>°\ т 4 < сР(%+19<^ л /3° I 

ш ос* Л /&° является сегментом типа А^ +^ 



б) Пусть /& НЧ, пусть уже построен сегмент сс^ ^ ^ 

типа* А^ ^^ 9 для которого выполнено 

сГ(т,а+Лг,, *&*&)> '<**-*/% I * 

Пусть система неперекрывающихся сегментов 

{ос1 --*/2^ ?5-. .* является системой всех сегментов типа 

А*и-4Ь-м ? К 0 Т ° Р м е содержатся в сегменте ос° _д, /ЗГ 

Тогда ос? д (Ъ° является объединением сегментов этой 

системы, и, как знаем,,Х I ос̂  д /3? I »• \<&&р%\ < <ГС<гъ0+ Яь 

Ввиду этого и (23) существуют НЧ ̂  и Ф так, что Л^^^л>2е 

Но тогда имеем (24) ж 1*4+,, -Д Рь+Л 1 ^ с/?<яь+ А-* 4 ? 

оС̂  д Р%, + 4 > * с м * п Р и м е Р * И 8 Г83?. 

Существует КДО ^ такое, что УА (х 6оС^ Д /3^ ) . 

Можно построить НЧ 4, и 4 так, что Э^ (ф^ ) ш %^1 > 

и X € ЭЛ Сф^ ) Д Э»Сф^ > (см.К],стр.461). Но 

последнее противоречит ввиду способа определения КДЧ ^ 

тому, что для всякого НЧ М, имеем (24). 

Итак, (21) доказано. 

Пусть У линейный фунционал в Ь^ 9 построенный 

на основании { по лемме 3. Тогда выполнено ( 1 ) . 

- З Г Г -



Предположим, что & является функционалом "инте­

грального типа". Тогда существует { ^ 1^ е Ь ^ так, 

что (17) (см. лемму 4>. Ввиду тою, что функция "Р яв-

ляется тоже неопределенным интегралом от -Г. 21- &* ? 
4,ш4 ** '**' 9 

Чъ«п, 
получаем по теореме 2 ив 1В1{^]тг~{.И* &± }^ и, 

следовательно, для всякого НЧ. т, для почти всех КДЧ 

«X ив сегмента ф,^ последовательность ВДК^г^-х)^ 

сходится к ^С&^^с ) . 

На основании части 3) леммы 1 ив [В] энаем, что 

•К-Б̂ 1иД € Ц и, следовательно, существует возрастаю­

щая последовательность НЧ. ^\^^ так, чтот.1г^ УеЪт & 

е Ь . Пусть ф. неопределенный интеграл от {\ (\ \0 I . 

Ввиду отмеченных выше свойств последовательности «Г г̂  ^ 

получаем по следствия» теоремы б из [Ы 

(25) У/у̂ л Схе фш з ф>(х)~9> ($*(&„, ) ? -

Пусть «̂  НЧ. Тогда, как знаем по чести 26) леммы 

1 и по теореме 1 иэ 183, для всякой системы РЧ {^!^я0 , 

где 0 - * а * < а ^ < , , , < а ^ - - г 4 , имеет место 

б/АЩ> О т . - ' ^ ' Г ' ^ "^" • С»ц*ствувт НЧ л»^ так, что 

- З У 8 -



для всякого НЧ /ггъ 7 /т^ 4: /ггь 9 полигональная функ-

циа ^ р #, линейна на сегменте фш . Но тогда 

ввиду (25) и того, что имеет место 

У * ( с % <•$*» > * * < Эд Сфт) +1.1ф„| э ^ / Г Сх). 

-& л к 1Г ( : ^^>>>*СЭ д .-ф л я ?+^|ф^1<л<9д(ф л л ) + 

+ }-1Ф^1+1Ф^1 2 э1^ к ) Г схи-%^,1* С Э д ^ ^ > + | . | ф ^ О + 

+,-}[•' С* -• Эд Сф^)-1 • 1ф^ I »А СЭДСФ„)+1- 1ф^(+ 1й, I2 < 

< * < % с ы э ^ , г с*>« ̂ , Г сзи, <Ф,»)))> , 

получаем для всякого НЧ лп., лп» -6 /т. , 

1 с 9 - ( % с Ф ^ + | | ф ^ О - ^ Л ^ ^ д ^ ^ | ' 1 Ф ^ ' » -

-С9-сэясФ_^-^^сэд<Ф_>>>»+^<:эдсф_>+^-/Ф_/+/Ф.„»я>-

-&. г(ЭлсФ^\Фт\+\ФЛ1))-(ъ&А^Ь'^"-

-^ | Г С%Гф т )+^^>}|+1^СЭ п СФ«>)-^^С9,^)))-

-с^сЭдСФ^>+^1Ф- , + 'Ф^ | ' ) -^^ 1 г г %^^ + ^ , ф - , + '^ ) Ж 

-1ФЛп14)^''«.Ь1ф1ГН1-2-11г1|-1ф.Г41
2+1ф..Л1»1фГ)г| , 

гд« /у, Нда такое., что 

- ЗУ9 -



Таким образом имеем УА С, З^*** {& \< ±.\ 

Видим, что ие предположения, ч т о дг ЯВляется 

функционалом "интегрального типа11 следует сходимость ря-

да ЗГ \фт%\ . Однако ряд Х-1 $ ^ | н е сходится (см. 

пример 1 из И81К 

Пусть Ц нормальный алгораф*,применимый к всяко­

му НЧ, и такой, что ^СЛ*) ж ОуЛсГЛ и для любого Ей 

ть ? Л <• /гть 7 имеет место & Сть) ж О #- 4щ у ш * • * 

л» 
...Т1сГР2^й^ЛгЛа2 ^ ? г д в ^ и ^ н ч , и ^ « 2*"А 

& тг « 2 * " ' + ^ А Р а : 0 у & Й Х Г О и для любых слова Т 

и НЯ (П по определению^ Т° ж Л & "Т^зс: Т л " Т * 

Для любых НЧ /т , и /щ,л имеем 

* Л л Г 4 * если ЯП- ** /т-0 , 

Т * х« ^ О г если л|ц Ф /т^ -

Замечание 5. Для всяких НЧ Аъ и р,, где М ^ 2 , 

можно построить систему рациональных чисел -{"о̂  1\ш1 так, 

что 

и, следовательно, лдя любого ступенчатого д-остова Сх9 где 

<ЬжОу*[к 7^ -• -Т^^^УЧх-'ТЧЬЬ ,СУ-Ц*ствует система КДО 

й. вв> 

<<цл }? так, что О -г ,2?# ^ * т^*^ # В четности, 

- 380 -



.9-91. 

для произвольной систем» ВДЧ $4А.т^'\* ̂  л и всякой всю-

ду определенной конструктивной функции одной действитель­

ной переменной ^ существует система, ЩИ -Г *игРI \ щ 

так, что оьСЕ}*^* ^ ^ } > Ш Л ? * ^ * * ?Сг) . 

Обозначение* Пусть *Р функция ^{и^!^ последо­

вательность КМ* Тогда посредством ^^?^^/пь^/п%) обозна*-

чим У*п,а*п>ш4э44,4„~ *(1)-<е(0))&С4< т,эЗ*,+ (1*2*2?к 

&«ъ=1^&44^~&ф)Ж . 2*-* ))) . 

Замечание 6» Пусть ^ь Ф19 Л -4 ^ъ 7 -р функция а. 

№***}** последовательность ВДЧ такие, что Б С4 7<^с/9П ^/|Л )• 

Тогда, как можно убедиться прямым подсчетом, выполнено 

и, если $ линейный функционал такой, что (1) , то 

Теорема 4. Пусть <р, РЧ, Л & ̂ ь у -р функция а 

^лп-'/ш. последовательность. ЩИ также, что В С-Р, <*ьт% 1^ )• 

Тогда: 11 Бели ряд X ' И ^ * фСть) сходится я Ц> к 

{^*>п.,то неубывающая последовательность КДЧ 

(271 { с Д 1*ф) - К*§&)?. 2»<»-<>№ ^ 

сходится к К р^ ̂  |
с
 и функцит -р является неопре­

деленным интегралом от «СР ? 

-ъы-



2) Если А -=- 1% и сходится последовательность КДЧ 

(27), то ряд Ли^б ф(*п) сходится в Ь ^ . 

Пример 2 показывает, что для ^г -*» Л утверждение 

2) не имеет места; (см. свойства функции т! и часть 

1 теоремы 4) . 

Доказательство теоремы 4« 1) Пусть ряд Л « ^ * $6т) 

сходится в 1^, к *С ^?/п, - Тогда ввиду (26) легко при 

помощи неравенства Мин ко веко го доказать, что по еле до ваг-

тел ь но сть кда (27) сходится и И ^ ^ Н ^ . 

На основании наших предположений существует возрас­

тающая, последовательность Ш ^^ь^ ?^ тазе* что 

X**» 2**'»' 

13& "<т о^Ц^е Ц, и, очевидно, ̂ Ъ-^&Ч* -

Ь ^бпг)?^ , Ввиду непрерывности функции т* и неопре­

деленного интеграла от <^1^х достаточно для заверше­

ния доказательства 1) показать, что 

Пусть Л и -ь ЙЧ такие, что 4 4 ^ ^ 2 - По след-

ствию теоремы 6 ив [ 8 ] внаем, что / 4Е } ** 

«• / 121* « ^ о ^С^).?^. Пусть, б- ступенчатый, остов 
^* * 
такой, ч^а^4о6жОг^Г^^ГО^^<^<2ГоОж 

жОгЫг$Г4<Г0г1гО)Ш~21э6жОг&У1<Г0Г1> -
Тогда по следствию: теоремы б ив 18] / * { 2 # ^ Л % ? ? « 

« / &'{ <Е.* < с т ь фСяпИт, * Заметим, что по определению 



и последний интеграл является пределом последовательнос-

ти ВДЧ ̂  ^ - ] ; & . . ^ ) ^ , Ввиду того, что 04.-

выдщоУпСХ'бь У(т.)=_ /\стО&а1

<т. э Г & ъ %(**>- О У), 

имеем Л г ^ ' У Х «*> * *<"»>' 

Нам, таким образом, достаточно показать, что для любмас 

НЧ 4, и X, 4 ш * * 2Л, выполнено 

а) Пусть I - А . тогда Г ^ ^ * ?С«п)~ { <с^(-А)^ 

6} Пусть Л и ^ НЧ, А*1 < ц*+< 9 и п у с т ь для в с в х 

НЧ г } для которых выполнено А 6 <ь 4 2г имеет место (28). 

Замети*, что для всякого такого ^ . • конструктивная функ­

ция Ф^и, х&Сфи) определена и постоянна внутри сегмен-

тa ^277 д 2&+Т . Следовательно, если 4* НЧ такое, 

4-

î 
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Последний интеграл равен^-СУС^) -2^(^)-*-Н^^>) 

если ^ - 21 ш-±.«ф)-Я($к}) + 1С^)) ^ е с л и 

^«_2-ъ — 4 * В обоий случаях 

А^^Ж^ * **»> -•«*)- * ф * ) . 
2) Пусть последовательность КДЧ (27) сходится к гг.Пусть 

«V И такое, что (2 4 ^ -, с^= 2^)3, С1< ̂  < 2 => с -

Имеем 0 < С ^ ^ 4 . 

пусть ль НЧ. Существует НЧ А так, что для всяко-
/Ь 

го №1 Я, 2. * <- Л 9 имеет место 

7*' 

•_*^-",)-^'и?С^)--рф1)|71:2л'^-'гЧ 

^ ^ . ^ * ^ с ^ ) - • р с I ^ ) ' п 2 ^ ' ' V ^ , -

-Жт&~*с&п*'г*'е*"'У < 
< с *  

где ^ НЧ такое, что 2 * < ^ ^ 2 * + * 

Покажеи, что для любого НЧ ^ имеет место 

(291 И Х , ^ * р 6 » » > г | , < ± 
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На основании замечания 5 знаем, что существует сис­

тема Кда -йог* ?Я * такая, что 

1\С^ ЩУР*$«Ъ «?&)« ̂ 1!" «г/ 6 ̂  > 

(под С I П^"2* Г Л понимаем ^ (Т) ? где ^ всюду о-

пределенна* конструктивная функция, для которой имеет 

место <^СО)=г О&Ух ^ Ф О о с^с^х)-=г |,у I*1""2' *х ) )• 

Но тогда 

(30> №$"9 * ̂ ' * Ч ^ ^ * *<*>»* ̂  ~~* 
„*. ДV-

а) 2 & 4Ъ , То^да* как можно убедиться при помо­

щи стандартных оценОк* для всяких КДЧ ас и а^ выполне­

но \х+п^\*'ь \хР*ЪА*Рт*Х'Ч,*лСф,'1Ч'\т' -

Следовательно,^ > и

тЪ" «*** ^ ^ « С " " ! ! ' ^ » -

Т* « > 1 \ н л п- ** 

Но тогда |-{ | г ^ и^ » Ф(тП„ 11^ < З^пд, и получаем 

б) 4 < ̂а < ̂  * Тогда, для всяких КДЧ х и *ц, вы-

*ffl s <ť** *•• "1 

(29). 

полнено 
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(Ы*+&<ф<1\х\*-%.х1+С^\ъ)^ если I* 1.̂ 1/^1 и 

' Ь с Л ^ ^ С и ^ о т З + С ^ у Я и ^ ^ если \ы\ >Цр) . 

Не может не существовать система неперекрывающихся 

сегментов -Са_. & ЯгЛ. * __ где А и >ьл целы* неотри-

цательные числа и 0 < ̂  "^^л > такая> что объединением 

сегментов этой системы является сегмент 0 д Л и выпол-
*** 

нено У*^-*^<Гл^^Л\21, , -Ц^ о ^С/т))^)&с^^ 

Э М 4 ^ . € Л ц э 1 . Х . < 1'у.1)А(^+1^^«/15,-(-Л_.^.<%>.|< | . у | » . 
Ии««и 

(чг,^?>.2-<»~"> >Я<_|§*\и.о^(^ПпЙ^- К^Чн*»*»^* 

•<*$ Ф&+.*"** *<*>?+ 

Ввиду этого и (30) выполнено 21. * 7 ч 21- 'Чт,«* ЧСПУЬ^^ 

1р%+4 л* <т*4 *» Т р Ув_* «*хЪА*+* Щл ' 
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Таким образом 

к -ъ!" ,**.ь #^4» "Г «^ У^ -ч! <*-.* #*> I* + 
«1ХЯ*-Н ' *> Ц- $е« ^ <т«1*»+Л ** " ^ ^ 

î З g : a ? ' . Й L ^ *-«-*>«.*< 4-г-í*: ̂.Здfcn+f 

Итак, не может не быть (29). Ввиду того, что двойное 

отрицание можно с неравенства снять (см.[2Д,стр.106), о-

пять имеем (29). 

На основании теорем 2, и 4,лемм 3 и 4 и замечания 3 
ораву получаем 

Теорема 5. Пусть ф, и ^ Р Ч ^ - ^ Л ^ + з ' - ' / ^ 

5" линейный функционал в Ь а КДЧ ос норма функциона­
ла 

ла ф'ф Тогда можно построить •( Г^ \ е Ър, так, что 

Видим, что линейный функционал в 1^^ ̂  где ^ РЧ 

и 4 < о 9 име»т норму тогда и только тогда, когда явля­

ется функционалом "интегрального типа" (см. лемму 4 и тео-

тему 5 ) . Для линейных функционалов в Ъ,л такое утвержде­

ние не имеет места (см. примеры 2 и 3) . 

Непосредственным следствием теоремы 4 является 

Теорема в. Пусть ^ь РЧ, 4 < <{г. Функция •( яв­

ляется неопределенным интегралом от элемента \^р тогда 

и только тогда, когда сходится неубывающая последователь­

ность кда 

Заметим, что ограниченность последовательности (31), 

же является достаточным условием для того, чтобы функция 
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4 была неопределенным интегралом от элемента Х^^да*-

же если ограничимся классом абсолютно непрерывных на 

О А Л функций (см. пример 4). Классическое доказатель­

ство соответствующей теоремы (см. например С43,стр.85) 

основано на лемме Фату, которая, как показывает пример 1 

из С 83 не верна в конструктивной математике. 

Теорема ?. Для всякого .РЧ Л2'; ^ ^* Л*- ? последова­

тельность ступенчатых остовов -С^От)?^ является бази­

сом в нормированном пространстве (1*^,11 1^ ) , Дейст­

вительно, пусть { Р^/^€ 1*^ а '('^
т
?^

п
, последователь­

ность КДЧ такая, что 

Тогда ряд Ец^* ьфСтъ) сходится в Ь ^ * <К%2*ъ * 

Замечание 6. Ввиду того, что для всяких НЧ /м и /п, 
— — — — 1 ц 

имеет место 

К * <*± => ХЪн >- *Ч>- К * Ч ) ? « К*Ъ*«ЧРЁФ%
 )& Ф"х>-о), 

^ ^ * получаем на основании предпо­
ложения, что ряд 2И<4'т,ьф(*п>) сходится в Ъп ж ( Е / Л ? 

сразу (33,). 

Доказательство теоремы 7. Ввиду теорем 4 и 6 дос­

таточно ограничиться случаем, когда >р- « Л . 

Пусть $6т>$л>€ **? к п # с т ь Функция а. является 

неопределенным интегралом от 46^,1^ * Тогда, как знаем 

по теореме 1 иа С8.], ВД1 у К б ^ ^ I является вариаци­

ей функции а* н* сегмента О Л 4 . Пусть 4 1 ^ ̂  по­

следовательность КДЧ такая, что 



Тогда, как можно убедиться прямым подсчетом, выполнено 

1 К ^ * У С ^ И Ь « . ^ Ш - д Л Ш ^ К б ^ | и для всякого ВД 

1> *<1> "Лъ*™иь-%!^9>Ф>-+(&*+ 

где Л/ НЧ такое, что 2 А ~* < Л & 2^ * 

Пусть С г ^ ^ е I* а ^<и}-п-? п̂. последовательность 

КДЧ такая, что (32). Пусть Л ВД* Как анаем по части 26) 

леммы 1 из С8], существует ступенчатый д-остов Н для 

которого выполнено ^ К - ^ - Н I * 1К(^ ? Л - Н 8Ь < ^^м ' 

К остову Н можно на основании замечания 5 построить НЧ 

М, и систему кда <44К^1*ш,, так, что И ЧР 

9 Не члК*. Ъ Я'С'ль) - Положим Уть (2*'</т э <гг̂ . ^ О ) . 

Тогда для всякого НЧ -I ввиду аддитивности интеграла и-

ые.м И ГЛ ?Л -т %\ м,„ь<{с*п>Н^ « 

- н ^ - н и ч + у!\Л?(«*-«&>*?<*»>'. -

'«ъи- н»-с <4с«*->\.« 2.. н& и - н *и < Л- . 
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