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Соттепт,аг1опеэ Мат-ЬешаИсае иг.ауегв.На'&ха СагоНпае 

1 0 , 3 (1969) 

ОБ ИЗМЕРИМОСТИ МНОЖЕСТВ ПО ЛЕБЕГУ В КОНСТРУКТИВНОЙ 

МАТЕМАТИКЕ 

О* ДЕМУТ, Прага ( 0 . 1>ЕМиТН,РгаНа ) 

В настоящей статье вводится и исследуется простран

ство М - конструктивный аналог пространства измеримых 

по Лебегу множеств, содержащихся в сегменте 0 А 4 * Опре

деление пространства М близко определению, данному Н. 

А, Шаниным в [ 3 ] , стр*248~55. В отличие от работы Н.А» Ша

нина всякому элементу пространства М сопоставлено опре

деленное множество и на этой основе в статье рассмотрены 

вопрос» измеримости "точечно определенных1* множеств. При 

этом используется теория пространства ^/^ описанная в 

1 5 ] , и доказан конструктивный аналог теоремы. В. Леви. 

В следующем пользуемся определениями и результатами 

из [ 1 ] Д З ] и [ 5 ] . Натуральными числами (НЯ) называем поло

жительные целые числа, конструктивными действительными 

числами (КДЧ) - вещественные дуплекса 1см* [3] , стр . 7 7 ) , 

последовательностями конструктивных объектов определенно

го -типа - нормальные алгорифм» Ш , перерабатывающие вся

кое № в объект этого типа. 

Последовательность неперекрывающихся сегментов назо

вем ^'Ьс -множеством а КДЧ % мерой этого множества, 

если частные суммы длин сегментов этой последовательнос

ти сходятся к х • Еслм ^ 5 <# -множество % х ВД1, 
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то посредством х е ^ обозначим: Не может не су

ществовать сегмент последовательности ^ 7 содержащий 

X • 

(/**ё># -множество ^ назовем 6 -множеством, ве

ля все сегменты, последовательности ^ рациональны ж 

содержался в сегменте 0 л Л -

Будем говорить, что некоторое свойство КДО - ска

жем РСх) - выполнено для почти всех КДО х на О А Л , 

если существует последовательность 5 ^ -множеств 

4 ^ }^ такая, что для всякого Ш Ль **Л^ является 

часть» ^ ^ у мера **^ меньше чем -х~ и выпол

нено Ух (к е Од А & п Ох е * ^ ) з Р(*)) . 

В статье пользуемся определениями и свойствами 

ступенчатых остовов и пространства \—л описанными в 

1 5 ] . 

В дальнейшем буквы М/у <&7 тг и аъ служат пере

менными для НЧ, Ф и ^ - переменными для целых чисел, 

Си и Яг - для рациональннх чисел а х ж а$~ - для КДО. 

А знак пустого слова* 

Замечание 1« Легко доказать следующие утверждения: 

1) Для всякого Ъ$> -множества ^ мер» меньшей 

чем х, существует 5 -множество Чй- мерм меньшей чем 

ос и такое, ч т о У х С х е О д ^ & х е ^ - э Х е ^ .> . 

2) Пусть даны последовательности 3 -множеств 

^ ^ ^ Ь * *** ^*м}*ь такие, что ряд ^ Х | , сходится 

н для всякого № Яп> мера множества *<41, меньше чем 

Х^ , Тогда существует Э -множество <&, мерм меньший 
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чем сумма ряда 2. Х^ и такое, что имеет место 

V* (Х€ *ф г ПП В Ль и €**$> )) . 

Отсюда следует, что некоторое свойство КДЧ - ска

жем Р(х) - выполнено для: почти всех ВД1 х И8 0 л А 

тогда и только тогда, когда, для всякого НЧ & существу

ет 5 -множество 42- мерн меньшей чем - ^ к такое, 

что V* (хе ОлА& п(хе^)о РСсх)) . 

На основании этого и 2) для любой последователь*-» 

ности свойств КДЧ { %1,(х^%т, такой, что для всякого 

НЧ т верно - для почти всех ЮТ х ив 0 л А выполне

но Р^С^) 7 имеем: для почти всех КДЧ .х ив 0л А вы

полнена Упг Р^ (с* ) • 

Определения: 1} комплексами навиваем слова вида 

(1) О^ Г %.— Г<ь21 > 

где I целое неотрицательное число а все <Х- рациональ

ные числа такие, что 0 ^ -^ < а^ < ... < а,21 ^ А . 

(1) ободначим посредством №1 . 

3 / С 0 у 4 , вед» -С •* 0 ц 
\Ш "' 1 

( 0; 

IPRťu ^ Т%—д^%1^1^
а» , еслиО<г, 

где (о^ж Оэ Ржл)8с (0<ан э Рх 0#<х^)& (а-1г< Аэ^тс^^^Я 

& Сь * 4 э Яжл& (( РжЛV&жЛ)^5жЛ))& 

Я ( К Ч, э(КжЛ& Р^л)& С5ж Д 5 б х А ) ) * 

4/Пусть ^ ^ нормальный алгорифм [13 такой, что 
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Х._7П.^\0Г^0Г если 1=0, к 

(. иалгга_... уа_г У<П)1Г-Ч У, если 0< -I , 

где Тзи^гОг&(ал=0=) Ож Л)& (0^ о, э [}ж 0^)& 

* Саа< < 4 -* У г у 4& У-г у- 0 > * (а

г1=А э ^ У : г А > • 

%в1$Я_1 назовем характеристическим ступенчатмм остовом 

комплекса 731 . 

5/Для любого КДЧ х. обозначим 

х е Ш Ф 3%. М&д-бъ & а,_^_л<" х < а. ) и 

х е Лг С <Ш1Ф 3^.(0^3- ^ И & * = а,^) . 

Очевидно имеет место 

Ух(0< * < /1&-1ие^кЕШ1)э (х еЖ.V Ы.е\ 7Л) & 

&С-\ Схе Ш)^ хе \ ШУ), 

Ух((!^Ле,Ш_х^(^_1с_Ш_х^0у^о_Щх_=1))& 

ЫФ_?С._Щах^А*хбМ)&(Фи71__Щ1о_,*0ахе\9ПУ), 

ми- %\о№, к._т,+%0и\ш_к9Ог4<г4, 
?Ь_\т_,ъ 0г4сГ4-^о_Ш_ и №\ + \^7П\» А . 

(Определения ступенчатшх остовов, отношений между ними и 

операций над ними и свойства нормального алгорифма <$ см. 

в [51.) 

Определения: Пусть /7Л1 и 7Л_ комплекса такие, что 

Ш^ъ \ г \ . . . ?* %2-г^ см- °= 4,2). Тогда опреде

лим: 

1) Жл е 7П_ Ф Ух Сх 6 Щ э х е Ш_ ) , 

2) Щ - М_ Ф Ух (х е Шл ш х е Ш_ ) , 
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3) ^ п ^ ^ » ^ , ^ » ^ ^ где Об\ * 

АО* \ < \<... < »а^ 4 1& усьй-СЗ} Ц*э.б\ & 

&а-ж \.< & *гх *а-ч )~а,<Лг*Зэ-*< С14 ?*%* 

б) &С9Л1,тл)&Ш1\'тл)иС1Кя^Щ,) . 

Инее* ЩЬЖ^О*^™^-**.^^ , 

мл=т2= гс1ш^тк^юг^у чьсхеЩп^х=хе 

7 2'р 

-? ^*«о) . ^г4с^* ^ . . а ^ ) ^ ^ а ^ . . * ^ а ^ - , * в 4 а ^ А 

На основшин втнх отношений видно, что операции Г) , 

^ и д коммутативнк н ассоциативны н что д м Г) н 
и внпо-«-внн аажонн дистрибутивности. Для лвбкх комплек-

с о в П1 •> -" , 71^ имеет место 
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лс\^,\^)=/ .Сй„^), лсй, ? ?г; 4 )сл^й 3 ) У 

А ^ и ^ ^ У ^ - Д ^ , # я ) , 

А С ^ и Я 9 , Я а о ^ <= д С^ р 7гг)иД (%, ^ ) , 

Жл 5 ^ э1^\$\Э12\, П^Л2~\л(Э11?П2)\-0, 

Щ\71л\-\п,\-т^я,л\ , 
тли 71г\- т1\+т2\-т1ппл\^1^\+т21, 

|ДС#„, Яв)1 -1911+№1-2 Ш п КА и 
7 / 2 "/ .2 -? 2 

11^1-1^11 <. 1д ся., Я^)! . 

Определение: Пусть зх нормальный алгорифм такой., что для 

всякого ступенчатого остова Г тахого, что Р" ж Аг 2?Л%... 

•••Г&^Щ'Х'Ч'ъ-'' ТУт, ** Ъ^г^тьэС^Оч^АУ), 

имеет место \ Я^^л > ^ *Ъ хомплехе и выполнена 

А , если У'КЛ^'Ъ^'т, э ^ *«• (?) и 

*%&<%-" Т^е. , есм-чУг С'/̂ г ^лэъэ/у^- О), 

где -г, НЧ а {Я. \. , возрастающая: система целых чисел, 

для которой имеет место 0& 1^ < Яг^ 4тг & Уъпг (./\&4>^лп2< 

*^^ггь^эа2^<1^Лыэ^^^&са^Л^пг<^Зс 
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Заметим, что .^.я.ТТцРц У Р . 

Определения. Пусть к'ЩПг^ к {^т.^ последователь

ности комплексов к X КДЧ. Тогда обозначим: 

г) < « V ? Л с * агЛ ^ (соотв. * »г Л ^ - * яь, ?«,>, 

если для почти всех КИЯ X ив О л Л выполнено 

* е 1щ\р*е * к и ( с о о т в- *€-с»ии--*е< *--.-,«, >. 
з) ^ ^ и - < \ ^ и , 

ВИДИМ, ЧТО ДЛЯ последовательности комплексов {Щ^^ 

имеет место *С
 /
?2^5,

п
, е М тогда и только тогда, когда 

^П^Э^З^-Зе Ц - Ввиду этого можно построить нормальнне 

алгорифмы: (и, и (р̂  так, что для всяких последователь

ностей комплексов -С « * ^ , №«,1*. * * * ^ 1п , 

для которнх выполнено ( З Я ^ в М & Д ({"«„> 1т,,<211^)€ М , 

имеет место 
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Заметим, что КДО (^^'Щп}^ является, пределом 

последовательности -С I ^ ^ 1 - ^ • 

Пусть {Ш^ \^ е М . Тогда ЪШ&„1„1с\-1 ,% 

как внаем по теоремам 1 и Я иа [53, для почти всех КДО х 

и» 0 & А определена и сходится последовательность КДЦ 

{^и^ои^**}** Ъъ, • ВвиЛУ т°**о» что дда всжкого комп

лекса "Л внполнено ^хСС1^иРСси^^оС^1тРС0и^Ь^л9Я 

иа сходимости последовательности КДЧ \^и%с ь У^лц •*-. -?/*• 

следует, что ее дредел (обовначим его со ) равен или нулю 

или единице и имеет местоЗЯУт>(А&лъэ ^^ои^па^^^К 

**в.ВЬУт,С&6/гъэ(х=4эх&Щп,
щ)& (х* 0 эле \Ш^ » 7 

и, следовательно>(х = /1 эхеКШ^}^) Вс(х-Оэхе ^^Щ^^). 

Таким образом мн доказали 

Лемма 1» Пусть {Ж^^е М . Тогда ^ « « ^ ^ Л б Ц 

и для почти всех КДЧ. .х из сегмента 0 л А выполнено 

Ые {ШХ^ ухсХ-ОД, ?^)АС-1Сле ЩАЛт хе\<ЮЬ^). 
•71 *Т» Т1» /У* <г7*' /Л *пг ' И ' 

Отсюда, ив выше перечисленных свойств операций для 

комплексов, и алгорифма О^о * на основании леммы 1 и 

следствия теорема. 6 иа С5Д получаем. 
Лемма 2. Пусть С в Й ^ е И 9 4 * 0 ^ ^ в М и 

/*. 

^ 3 ^ я ^ 6 М, пусть ^ комплекс, /тя Ш а */&&?& 

воврастаицаят последовательность НЧ, для которой выполне

но УМ, (к, < (п,^), Тогда 
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1) ІҠ \^e M , N-ťЯИiЛ eM , 

« Ч l ^ Ч U ^ , «*«.4Л<aЧЛ>« м , 
^ « Л - <*«,Л> e и, д « X Л , ía«*,Л>e м, 
% l - M * Ï И X L , J Є Ц , 

ІЧЛ - «J~г
 * " ' « J L - -* «*«*.k- -

ÍИXІM 2 C ÍJ - Ï«ЧU^И 2 ^?*^ 

*-< 'ИЛ u <-"**<, jL,j =- £ Г « Л - + * И^U -

= ît"'«-.».»- + xivЊъKï -

з) ( t t H Л D c i й l , O - í i t ł í . ^ ^ î - б ^ , 

^Jл£^Л^ ( {ЧU^«^JJ , 

& «*Я-«Л «**«.*.> ^гmi^í^Wt^ ), 
ŕ-« a «iЛ», 
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™«*С &Ч>Ы «****1»»* ({1тЛ^{*М„!„) = 
в С ^ « ^ ? ^ ) + ^ С ^ . Ч г ^ ) - ( " « ^ ^ А - С 2 ^ . ^ ) ^ 

^«х.и+<"«2чл), 

5) операции в М - О 9 Ы и Л удовлетворяют законам 

коммутативности и ассоциативности, для П и 11 выполнены. 

законы дистрибутивности и 

6} для почти всех КДЧ х из сегмента О Д А выполнено 

* « С ^ ^ Л $ Л \ < - ^ ^ ) в у е ^ 9 Й Л ^ А о с « Ч < - » 1 > я 1 < . и 

У е С ^ ^ ^ и < 2 ^ ? Л ) = С ^ € ^ Ш д г З г л у ^ € < г . Ш Л ^ ) . 

Следствие 1 . Пусть { №„, ?Л« М . Тогда ^ «Щ»^ ) -

г- 0 в том и только том случае, если для почти всех КД< 
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X и8 О Д /1 выполнено л € \ *С Яй^ ?..л, • 

Доказательство: Как внаем, ^ ({ ЯЙ^ ^ ) = 0 » 

При помощи простых оценок получаем на основании час

ти 4 леммн Е 

Следствие &. Пусть {4, ^ ^ . Ц ? * , последовательность 

еле мен то в ив М а кф^Ъ^, возрастающая последователь

ность НЧ такие, что 

Уш,м(^й&жрма^т^уч*ЩьЫ< 4^)ф 

Тогда {^2Ш Л е М и вшолнено У/УП,А (ф^+ь^Яьэ 

=><рм«*»и*> ^ ' « и * и > < -р^}-
Следствие 2 и часть 4 леммн 2 дают 

Теорем» 1. ( Щ Ф ) является полннн сепарабель-

ннк метрическим пространством. 

Прежде чем подробнее заняться полнотой пространств» 

И нан нужно доказать конструктивный аналог теоремы В* 

Леви. 

Теорема а. Пусть { { \ 1 Л § ^ последовательность 

вдементов ив ^ такая, что ряд УН г̂  1т В(ш схо

дится. Тогда последовательность {% { Р^пЪ я в л я в т с * 

фундаментальной в ^ 1 и, следовательно, сходится. Если 

^ г̂  ^ предел этой последовательности в ^ ^ , то для поч

ти всех КДЧ ,х ив О Д \ существует последовательность 

ВД1 к%ь\ъ такая, что 

1) для всякого НЧ М, последовательность ВД1 

У^Ъ» *-д ^<п> определена н сходится к, х ^ , 
• 4?а -



2) ряд 5[ 1.2̂  | сходится и 

3) сумма ряда 51 Ха, является пределом по след о-

вательности КДЧ 4 ̂  ^ *_. Ьь • 

Доказательство» а) Пусть •$ (5^ }/ГУ^ последователь

ность ступенчатых остовов и пусть сходится ряд 

Ц / I <зг \0 . Тогда для почти всех КДО »х и» О Л Л 

определен и сходится ряд 51 I 1^. ^ *» ' • """ 

Действительно, из наших предположений следует существо

вание воэрастажяцей последовательности НЧ {^%^1^ такой, 

что У/гь^г 4 4'^'••< I- } ' 

Но тогдл { 2 в I (-^ )«, ? е I* и для завершения* до-

касательства достаточно применить теоремы. 1 и 2 и» Е53» 

Получаем, что для почти всех КДЧ .х ив 0 д Л о преде-

лена и сходится последовательность {п^^С%Г* I <%„,'«, )«*1 ?/п* 

т»е# определен и сходится ряд 21 1 ^ , & , х , . • 

*> Пусть { Н ^ е Ц А « Н ^ « Ч < ^ - Ж ^ • Т<>г*« 

можно построить $ -множество ^ *-$&-* меньшей чем 4% 

и такое, что длм всякого ВДЧ /X, *х € 0 л 1 & ~1 (*х ^ ^ ? / 

последовательность. 4 1?»ь Н^ ^ }^ определена и сходится 

к пределу, модуль которого меньше чем щ . — 

л А л 
Имеем ^И Н ^ - Исан^2) 1 ^ . 1 ^ < р ^ ( с м * ч а с т ь 

&б леммы 1 иэ [52 ) и, следовательно, 
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На основании 46 из [ 4 ] , [ 5 ] и замечания 1 знаем, что су

ществуют 5 -множество ^ мери меньшей чем -ф&Гг 

и равномерно непрерывная на О Д 1 конструктивная функ

ция <%, такие, что 

<Х<) для всякого КДЧ о< , для которого выполнено 

:х е 0 л А & п (X € 1^) 9 последовательность { я ^ Н » ^ ^ опре

делена и сходятся к <̂- их ) и 

/3) если Н ^ а ^ , х ^ Г - ^ - Г4**16 Г1К- ТЧЬ, и 

1\л{-$ )̂\ система КДЧ такая, чтоУШ^ъ^/гпэ Щ / 1^-1^'^ 

22Э' 4 #« 

то ,51 \Л̂  < • д ^ у • ^Здесь пользуемся обозначениями, 

вв«̂ еямь1М в 143 . 

Пусть г(Г значение интеграла от / ^ I на сегменте 

(?Д 1 . Тогда ввиду /3 X и (2) имеем <иг < 
1 

Существует НЧ. Ъ так, что 

На основании теоремы 1.3 - [3],стр.399 - внаем, что НЧ 1, 

2, . . . , т ; можно разделить на две трупов I и Ц так, 

что 

Пусть II содержит в точности ^ натуральных чисел» Вви

ду (3) имеем V** С1-^ <* ̂  * & * 6 — ^ Л —- О 

и> следовательно, для всякого НЧ г . г € Л ; интеграл 

от 1 ^ | на 3 — Л - | ~ больше чем - ^ * -1- . Отсвд* 

получаем -у— • -2- < ^ < • д ^ . ; . Таким образом 
2. ь 2. 
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- ^ - < -*Ъъ+< ? т # е # СУ*** дяин всех сегментов типа 

^ ~ А ~- , где I с IX у меньше чем г̂ БТ? • к ваверше-

ни» доказательства утверждения б) достаточно построить 

Ъ «множество, являющееся объединением ^ и системе 

сегментов { - т " -̂  *т ^ е 1 1 (последняя, система может 

оказаться пустой). 

в) Пусть даны, последовательность {{г^ \^ ? Л , удо-

влетворяладая условиям теоремы, и НЧ ^ . Пусть { г ^ ? л б Ц 

является, пределом фундаментальной в 1*^ последователь*-» 
Л . 

ностм { X { г ^ ? ^ } ^ . Тогда существует воэрастамцая 

последовательность НЧ -{А^ ^ такая, что 

По теоремам 1 и 2 и а Г 5 ] и замечанию 1 существует 

5 •множество ^ мэра меньшей чем ^ так, что 

для всякого № х ? л б (7 д А & п Сх € *% ) 7 определена 

и еходитса последовательность КДО ' С ' ^ . Я ^ ^ ? ^ * 

Еа основании части 26) леммы 1 и8 [5.], имеем 

и, следовательно, ряд % % ^ф+гл + м+г I* « о д и т « . 

Применим а) . Существует 5 -множество ^ мера меньшей 

ч е м . ^ д я такое, что для всякого ВД* * , Хе0д4& 

&-1(Х€ *^), определен и сходится ряд ВДЧ 
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Ввиду (5) существует по б) последовательность 5 -

множеств 4 а е * * < ^ ? г такая, что для любого ОТ Л мера 

множества П*г<$ меньше чем - \м,+± * Д*« всякого 

кда .X, х € 0 . д 4 # - 7 С с х , 5 * Й 4 " * ^ ; 9 определена и схо

дится последовательность ВД1 { ^ * ^ * * , ?^ - ее предел 

обозначим посредством сс^ - и выполнено 

(б) ! ^ - ^ ^ ^ + 2 ^ > ^ ^ 1 < г ^^1+% * 

Ввиду б) и (4) существует далее последовательность 

6 -множеств К * $1, такая, что для любого ОТ А ме-

ра " ^ меньше чем > Г 1 > 4! 2/Ч. 1 н для всякого ВД1 

* ? * € О А Л & п(х € г и 4% ) , последовательность 

^ ^ 5 ь ^ * ^ к ^ ^ ^ й ^ е определена и сходится к пределу, 

который по модули» меньше чем п&+21, + 1 " 

Как внаем по замечанию 1 существует 5 -множество *& 

мере меньшей чем -А , являющееся объединением по

следовательности 5 -множеств -С ^$1 . Для всякого 

Кда ,х , для которого выполнено х е О д ^ п ^ б ^ ) , 

существует последовательность КДЧ "С-^?^ такая, что и-

меет место часть 1) утверждения теоремы, сходится последо

вательность кда К*$и ^*л^<п, С е в жР вА в л обовначим по

средством я, ), сходится ряд ^ 1 ^ * ^ ^ + .*/ +2)+?*--- ' ; 

для всякого № Л выполнено (6) (и, следовательно, имеем 
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2 И к УМ (| 23 2 ^ - *-& I < "2^26,4-^^ Т а 1 С М | 1 образом выполнено 

тоже 3) . 

Теорема а. Пусть-[I ^ 1 ^ ? ^ , последовательность эле

ментов иэ М такая, что ряд ^ рм (^Ж^, &** П^т) 

сходится. Тогда зтм последовательность является фундамен

тальной в М и, следовательно, сходится. Пусть {11 I сМ 

является ее пределом. Тогда для почти всех КДЧ гх из О Л 4 

выполнено 

х € {&„ ?^ г 3<т УЛ («п*М эхе -С*7^ ^ ) . 

Доказательство. Пусть Ц И^ ?^ }& последователь

ность, удоэлетворяющая условиям теоремы. Тогда она очевид

но фундаментальна: и ввиду полнотм М сходится в И , Пусть 

{%^^€ М ©в предел. 

Для всякого НЧ <п положим °Ж -̂> Л . На основании 

наших предположений и отмеченных в лемме 2 свойств % вна

ем, что тсКП^^г е !_.,* V*. ( ц ц * 1 ^ ^ е 1-^ряд КДО 

сходится и ряд Е СЯС Н * ^ , , ?«..-- # К ~ %»1лЗ *> сходите* 

в Ц в ^ < ^ ^ 3 . 
Кроме того (см. леммы 1 и 2 и замечание 1) для почти всех 

Кда X ив О д /( для всякого НЧ ж. определена и сходит

ся последовательность КДЧ Я'$и1Сеи'№^ Ха 1 т, (соотв. 

1А%е^аХ>и>> пР**ем * е { * Я ^ и (соотв.^б^С^?^ 

тогда и только тогда, когда зта последовательность сходится 

к единице. Ввиду ©того и сходимости ряда (7) для заверше

ния доказательства достаточно к последовательности 
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а ^ Ч У ^ « * ' Ч 1 ] ^ « » | « * Л ? Л Л приме-
нить теорему 2. 

Следствие» Пусть {{ 7%^}^}^ последовательность 

элементов ив М такая, что последовательность КДН 

4 > ^ М* I* 7 **, сходится и выполнено V**, М^'П^д* 

« « ' Ч Л * ' (соотв. *ЛьС<*П„}„В к***П^) ). 

Тогда последовательность <{ ^/п, ?т, •?.& является фунда*-

ментальной в М и, следовательно, существует элемент 

{ 71^ } л е М, являвшийся пределом атой последовательности. 

Для почти всех КДЧ х ив 0 л Л выполнено х € < Я^}^^ 

= Ч&С*е<нМт}т ) 1еоо*т.хеШ„}т0&ЗК(*€<ЬЦь}т)). 

Доказательство. Иа свойств последовательности 

^ 'Я/*, Ъ/» }%* следует, что выполнено 

^ С р м К Ч 1 ^ * Ч ? > И Ч 1 > Т « * + Х 1 ) О и СХО

ДИТСЯ ряд ^ ^ д , « * г Г л } л , 4 Л + " # л ?,.. ) • Применив в 

^ * ^ » ' * ? * , * » { ^ п ?* теорему 3 получаем ввиду 

V * . « ^ ^ Х , , 6 -С* # л ^ ) (соотв. V * « * ^ л ^ С < * * 7 ^ }п ) ) 

сраау требуемое* 

Пространство 1*1 является полным и в том смысле, что 

всякому элементу { г ^ ^ иа ^ ^ ? который является кон

структивным аналогом характеристической функции множества, 

отвечает элемент К7УС ]^ ив М такой, что # С{ 79%^ }„, 1 — 
- « ^ * » • 

Теорема 4. Пусть $ г̂  ^ € ^ 1 и пусть для почти 

всех КДЧ /х и8 сегмент» О д 1 последовательность КДЧ 

тч\.^»Хл }*», сходится или к нулю или к единице. -Тогд* 

можяо построить { ^ ц ^ € М т а к 1 что выполнено 
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^ [ ^ З ^ З ^ Л - * ^ ^ ^ и, следовательно, для почти всех КДЧ 

# ив О Л А имеет место *х с {/Ш/п, }/ур тогда и толь

ко тогда!, когда последовательность КДЧ {^иКи х^ 1т, схо

дится к единице. 
А 

Доказательство. Пусть М, НЧ* ИИёем / К г ^ ^ ~ Е ^ 4 3 к 
о 

< п#ь^2 (см. часть 26 лемм» 1 из [ 5 ] ) . Пусть | ^ 4 3 ' З С ^ ^ Ф " 

' " Т^ггь^'Уч УЩ-ц ••• Т * ^ . Существует нормальный 

алгорифм ^ такой, что V* С ! Й ь х а & ^ ^ г Л э ^ 

< ^ ^ } * С<е/С^*-л * Л ^ " ^ < ^ » (теорема 1.3 

И8 131,стр.399). Построим ступенчатый остов /^ так, 

что ^ г ^ Г ^ - ' Л ^ ^ г - У ^ > г Д е УгС1^г4 

&«гь э ^ ^ г Л э ^ з с 0 ) ^ ^ % _ , ф Л э ^ х -П) . 

Как можно убедиться разбором случаев, на основании свойств 

последовательности { г^ ?^ получаем К г^ ?^ - г^ I -^ 

^ 2 ^ К г ^ ? ^ ( ^ + 3 1 . Н о тогда, ;\{Ы„- *?м\4>&+*. 

ВИДИМ, что выполнено УЛь С / I ^ -г* 5 ^ 1̂  < ^ С ) > 

т.е . КЛ?^ ?^ & Ц , и для всякого ВДЧ ьс иэ сегмента Од А 

последовательности К^иУ^х^л^т, * 'С^*^-*.! ?4Ь определе-

нш одновременно и в случае, что предел последовательности 

*1а^_^°1/ ^ равен нули иди единице, они сходятся к об

щему пределу. Таким обраэом \^^^я ( 1 ^ *>* и А*я завер

шения доказательства достаточно для всякого НЧ ог опре-

делить ИЛ*, *-> ТТ^ Р ^ ( с м . ъ & и Г~-.-« * Л Ъ, )• 

Сейчас займемся вопросом, как связаны между собо* 

понятия 5 -множества и элемента и8 М мерв .5 -мно-
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жества и результата применения алгорифма ^ к элементу 

КЗ М . 

Легко усмотреть, что верна следующая лемма. 

Лемма 3» Пусть {Н^т, является с*> $^ -множеств 

вом, содержащимся в О л Л (соотв. 5 -*множеством). 

Тогда существует С^-^З^в М так, что 

(8) 1 у * С - | З л С ^ - Э х С Н / л ) У о с « Э ^ С Н ^ ) э 

Э С * € < ^ ? ^ ~ а е - Г Н ^ » 

и КДЧ (а С< ? Э ^ ?^) является мерой -С Н^ ^ , 

Замечание &• Не существует нормальный алгорифм, 

применимый к всякой последовательности сегментов, являю

щейся 5 -множеством, к выдающий по ней меру этого 5 -

множества. Ввиду этого не существует нормальный алгорифм, 

применимый к всякому 5 -множеству 1 Н^ ? ^ и выдающий 

по нему {УМл,!*, так, что выполнено (8) . 

Лемма 4. Пусть КШ^^е М такое, что 

3/п, СТГС^ & Л ) и 

С9> У/л сда^ ̂  - ю ^ м ) -

Тогда, можно построить 5 -множество ^ и нормальный ал

горифм & так, что Усхие^^и^х*?^ О&цЬ), 

ИДО (^С{ в й л $„,) являете* мерой ^ и если для ВДЧ * 

алгорифм & применим ж схГ, то А - . * и т * в ы п о л н е н о 

У^С1сх-^1<: ^ ^ -Э /у.€ - С - » ^ ? ^ ) • 

Доказательство, Пусть У/тгС^1^зг:^^ " ^ ' ' ' 2 * ^ * 3 * 

пусть лгв наименьшее НЧ /тг такое, что Щ^ ^ Л * Цусть 

^ь\т, последовательность НЧ такая, что дя* Всикого НЧ 

т, 1 <гъ0 й т, / ^ делит > ^ < * »нпо««но 

- 481 -



^ С 4 ^ ^ ^ 2 ^ э З г ^ % ж д )) (заметим, что тогда 2%^ 

) 

Построим последоваякльность непустых систем НЧ 

и % л 5 - Г ^ и , р « , с » ч т о *> 4 *\*}***т4 воерастапцая сис

тема: всех таких НЧ г , для которых выполнено 

б) если /тг НЧ, />го -̂  /тг ? м если уже построена сис-

тема НЧ-1 * ^ ^ г 4 , т о 4 ^ ^ * . « воерастанщая. сис-

тен* всех таких НЧ ь , для которых выполнено 

Тогда ввиду (9) кмеем для всякого НЧ т,7 т* ^ т, 7 

Построим последовательность сегментов { Н ^ З ^ т<*к» 

щ> 
lrЯ*Ң,0 

i^-A m,. 

Тогда ".Н)..^*. последовательность иеперекрнвапцихся рацио

нальных сегментов, содержащихся в О Д Л , к выполнено 

Следовательно, ^ Н ^ ^ является 5-множеством и КДЧ 

- 482 -



(С* С-С 2 3 ^ ?*, ) меро» { Н * Т Л . Ввиду (9) и того, что 

Ум х С* « а и л э Э^ С1 * ^ < ^ * "Я^.., < х <: * ^ ) ) , 
имеем 
V* С* € { Н^ ?^ -= -|-1 3/ТЬ 1~Л € Н^ ) « Л € «СЯЯ̂  ? % 25 

~ 3/п, У-#ьОп,*лЪэх€ 33^).=? .Зт,Сх € ЗЯ^)--* 

н З г ^ ^ ^ * ^ - . , * * * * ^ )) -

Ввиду этого9 свойств конструктивных последователь

ностей и {18} иэ ЛЗЛ,стр.315, существует нормальный ал

горифм об' с требуемыми свойствами. 

Лемма 5. Пусть {^Я^З^б М * Тогда можно построить 

последовательность элементов иэ М - Ц 71^ }^ ^ тшк* 

что эта последовательность сходится в М к { /!УСт, 1^ ? 

имеет место 

V*, С **,(*7и ^ П ^ Ь УлССос еКЖ^ э х еяЫМ* 

ЬСхс { * * Х > и => * ^ Я щ ^ » * (*с< **«.•** ) * 

и для почти всех КДЧ х не О А 4 выполнено X е-СЯЯ^ 1,» = 

= У ^ С х е С * ^ } ^ ) • 

Докааательство» Для всяких НЧ М. и ггь положим 

*%„,«-- Я Й * ^ СЖ^иС... (Щы^и Щ4.ЛЦ.Я.)— > • 

Тогда для любого Ж М, имеет место Упь С 9Ь^ 2 ЯЬ,-*^ * 

& «ь^*,* ̂ Ч - Х+, * 1-- сХ *81м>'* |--(»и«, 
^ А . + л ц - * ^ < 2 * * "•"•••- * * ' следовательно, 

Л ^ ^ е М и выполнено Ух Сх е - С * ^ ^ ^ э * е 

^'^А+з'+Д . 1 * 1 »**, ч л ^ ^ ^ + 5 ^ 1 ^ 
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и, следовательно, фмЦ*-^^, {Ж*, ?.^> < - р г ' 

Остается применить следствие теорема 3. 

Замечание 3, Ясно, что длл всякого -С^^^ ?<п, е М 

можно построить {^УУС^^е М так, что 

Ни основании лемм 4 и 5 и вамечания 3 сразу получа

ем 

Теорема 5« Пусть {^^Ъ^е М» Тогда можно постро

ить последовательности В -множеств { Чг^Ль 7 №^{Хь,Ъъ, 

и нормальных алгорифмов \оЬ%^]ц^ так, что -О для, всяко-

го ОТ Лс имеет место 

а) ВДЧ 2^ является мерой * ^ и выполнено 

ŕWJJ-ч^ад^ -

в) для любого КДЧ о< выполнено ! $6^и осл --= ос € ^ 

и если алгорифм * ^ применим к х , то <*^ 1_о<̂ 1 НЧ и 

имеет место У ^ С/ о< - /^I < -да — .э ^ е ^^ ) * 

2) для почти всех КДЧ ,х иэ 0 д 1 выполнено 

Замечание 4, Для любых { ^ Щ в ^ 1 * И%»1„,* М 

имеем {КехЗйЬ^яьл *> *к^<»,Ъм.е Ц ^ ^ О Д » * «и • ©**«» ?Л- в 

(см» часть 5а леммы 1 не 1Ы) и, следовательно* можно о-

п р е д е л и т ь / <Г*Ъ„Ф /^Ъ^*****-* * &*++1* ' 
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На основании свойств пространств 1-^ н М и интеграла 

ясно, что для вснхнх^1^§^€ ^^ , < а г ^ ? ^ 6 ^ ^ , ^ ^ ^ ^ е 

е М Д а д а 1 ^ с М и кда и имеет место 

кт^Рт^-ш^о/^ъи - / <%и+/ <%и ? 

А*г«и*/<%и-/?ьи, /«%и^<а^и^ /<%и + 
УЧЛА* ° гтл» т д * г*ъи 

*/ <"ъи • 
Свойства пространства И по 8 воля ют нам определить 

в конструктивной математике понятие измеримости (по Лебе

гу) множеств ЮТ, содержащихся в сегменте 0 д Л . Под 

множеством понимаем, как привычно в конструктивных теори

ях, слово А А ЗГ, где У однопараметрическая формула 

пригодного логико-математического языка, Я - параметр 

^ 1 являющийся родовой буквой для Кда, и выполнено 

V* п^ Сх « п^ з ( о ( б л А &= лр елХТ)) , где для любого 

слова. Р , являющегося КДО, С & 1^ - результат подста

новки слова Р вместо всех свободных вхождений Л в 

$ ш Р е л Я ? ^ С ^ З р Сем.[23,стр.310). 

Скажем, что множество л Я У содержится т О А Л 7 

если У * С , Х € А Я У : Э Х € 0 Д / ! ) . 

В дальнейшем под "множеством11 будем всегда понимать 

множество кда, содержащееся в О Д Л . 

Дополнением множества А А У называем множество 

л Я ( Я б О д ^ п #") а объединением (соотв. пересече

нием) множеств л Я У и л А ^ р - множество А Х(ТуС^) 

(соотв. А &(?& д.) ) . 
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Определения.. 1) Скажем, что множество л Я ^ явля

ется открытым, если существует нормальный алгорифм & 

так, что V* С I сй-^х^ = х е л X & ) и если для 

кда сХ алгорифм )&• применим к X ., то с&^х^ НЧ 

и выполнено Уп^ (I х- <у*\ < ̂ ~— э <ц,е л X &) . 

&) Скажем» что множество л X У являете* измеримым 

(по Лебегу>, если существует {'Щп,1<п,е ^ т ш с » ч т о АЛя 

почти всех ЮТ .х И8 0 д. Л имеет место ^ € л Я Г « 

5- А 6 ^Ж^Ъъ • кда < ^« / да^ п ,?^ ) навовем мерой мно

жества А X Ф • 

Из свойств пространства М отмеченных в лемме 2, 

сраву следует, что дополнение измеримого множества, объе

динение (соотв. пересечение) двух ивмеримых множеств опять 

являются, измеримыми множествами и меры этих множеств на

ходятся в таких же отношениях, к каким мы привыкли в клас

сической математике* 

Кроме гого на основании леммы 1 необходимым условием 

измеримости множества А Я У является то, что для почти 

всех кда с< иэ О д 1̂ выполнено Г у е л Л 9\/ - т С к б л Я Ф)). 

С точки «рения классической математики это условие неин

тересно, ведь "так всегда бывает". Как дело обстоит в кон

структивной математике, покажет следующий пример. Заметим, 

что по 8аконам конструктивной логики для любого множества 

л X (ф. имеет место УхСхе Од Аэ^пСоселХ^^иелЛд.))). 

Пример I.» Можно построить множество А X (^ такое, 

что 

1) УскцЫел ЛС^& 0</у,4х э / ^ € л Я (^ ) и 
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2} неверно, что для но чти всех КДН ос на О л Л вы

полнено С х б л Я ^ У п С х б л Я ^ ) ) ^ и, следовательно, 

множество л Я ^ не является ивмеримнм (по Лебегу)* 

Пусть 1±Г точное диеъюнктное сегментное покрытие 

сегмента 0 л Л такое, чтоУ^СЕ 1У^1< \ ) (определе

ние и свойства таких покрытий см. ГД], стр. 461-74 )• Для* 

всякого ВДЧ х ив 0л Л существуют НЧ Ль^ и Аъ% так,что 

э ^ ^ ) < Л < Э^Щ.)) . Следовательно существует Ш %с 

и. последова/гельность НЧ \^%}^, т*1кие, что ^(Ж^ ) т 

Определим %ФС04 &±43сЗАСЯ< Э^СФ^ ))) . 

Тогда, А Я (̂ и множество, выполнено 1 и 

гУлСосб О л ^ ^ С с х б А А ^ у ^ С о с б л Я ^ ) ) ^ 
( 1 0 ) Ч эЭа,ЯгСа,<х<А'А \/(&Суе Ол Л & а,<<ъ><&э 

и((^елЯ^)5 Сл€лЛ(^))))). 
Действительно, если . х е л Я ^ , то -по определению -

существует НЧ Я такое, что 0 ^ х < 9 ^ С^Кл, )
 ;

 и 

достаточно положить <̂  ̂ - - 4 <& *-2г *=̂  Э^ С З Г ^ ) • 

Пусть х с О л и -пСхе л Я ^ ) . ТогдиУ^С^ С ^ ) < 

< Э^СИ ,̂ )-̂ *Х ) и существуют НЧ Л с ^ ^ д и Л^ такие,что 

VV•^Ч)*Э*^,"^^)**е^VА^аV• 
Очевидно ЭЛСУМ )< ок А V*? "1 С ^ -* ^ ) ** следовательно, 

Улс9Л«5к>-*г^», •••. ^а*-3.«Ч>*3>'***"' 
Ввиду 1 ) достаточно положить <ь ^ %* СУГ̂  )<& $* ̂  -2 „ 

Предположим, что для почти всех КДЧ «х ив 0 л Л 
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выполнено ( х б л Л ^ у п Г л ^ л Х(#)) . Тогда - по опре

делению - существует последовательность 5 -множеств { У?-^ 

так, что для всякого Ш М, мера * ^ меньше чем -т§^ и вы

полнено #х С х е 0 л ЛАн6<е*$)э (^елЯ^^пСосе/кХд. ))),-

т.е . существует нормальный алгорифм ^ & , такой, что 

Г У_хСх€ 0*4$сп(хе*$)э 1П^^^&(П^^у^жОы 

^ & с<а*,иХл ж\ э-х(хелЛд.))) 

(см. правила конструктивного понимания математических суж

дений в статьях Н*А, Шанина в [Е] и Е3^)# 

Пусть ?ц, Кда, (9 < п^ < 4 . Существует НЧ Аъс так,что 

Пусть ЛЬ НЧ,^._^хйе# Норма 5-множества ^ меньше чем 

—-§; и? следовательно, существуют КДО >а^ и ^ так,что 

(см. доказательство теоремы 2*4 ^3^,стр.470-3). На основа

нии (11) получаем / Щ^^^ & ^^\-^^ & Щь^^иш^ ^ 

ПредаоложмвпЗ&^^ О)) , 

имеем УЛ/ ( \ < Аъ Э (<&^си'иЛ^ж' °& ^Ь1-'г%>лЖ ' * и» 

следовательно, УАь СМ, & М э(ги^л'Х(^3<п(^ в л X (^ )) -

Но тогда ввиду (10) *УМ(к>041к?ц-^<А4^</^<%<у+^) 

получаем п (л^ е л Л ^ ) Л-п-? (л^е л X (^) 7 что невозмож

но. Итак, д о к а з ш о п п З ^ Г ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ' ^ ^ ^ / V ^ ^ ^ ^ ) * 

Отсюда на основании метода конструктивного подбора (см. 

131, с т р . Ш 8шсдтаемЭ1гС^^1г. <в (Ц^и -*--'V Щи%лж О))Р 

ъ.е.ЗАь (к, & Ль & (п (и^€ д Я ^ ) у % б л а ^ ) ) и 

ввиду 1) С п («и с 5 л Я ^ ) у ! ^ б л Я ^ ) . 
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любого КДЧ ^ 7 0 < ^ < Л 7 решить вопрос принадлежнос

ти ^ к л Я ($• . 

Построим последовательность сегментов {а_. л Лг ?_. 

тыку», что а-, = 0 &. Лгл = 1 &. \/пг Са^ е А X §, & -. 6 ^ € 

Пусть ^ НЧ и пусть уже построен сегмент си^ Д . ^ и 

выполнено а ^ б л Я ф- & п (Ь^ е л Я ^ ) * Имеем О < 

< л ' ' Применим метод, описанный в предыдущем 

абзаце. Определим а^^Ф т> & *Ъ+* ** -V*. > е с л и 

если -1 С -Ъ--±-&- € л Я (^ ) . 

Последовательности Яо^}^ и ^-^1^ сходятся к об

щему пределу, который обозначим посредством ^ , Имеем 0.^. 

_̂  :Х •$ 4 и ввиду (10) получаем л^€лЛ^)&-т-т6-блЛ9), 

Тем самым доказательство 2) закончено* 

Теорема 5 показывает, что для всякого $№%„, ^ € М 

можно построить последовательность измеримых открытых мно

жеств < л & в^ ̂  так, что V* ,<_ СС ,х е { ОТЪ^ 1^ о * с 

е л я %) А с* € л а %+ /, о 

э * е л Я 5 ^ )) и для почти всех КДЧ * 

ив О л 1̂ выполнено * в ^"Ш^^ = УЯьСх ел Я ^ )._? .х е 

6 Л Я УЛ, ? 1 * Отсвда видно, что множество л Я ? ' 

является измеримым тогда и только тогда, когда существует 

измеримое множество ТИПА 6>< - л Я ( ^ так, что для поч

ти всех ЮТ х Х8 0 _ 1 выполнено х ^ Л Я У-Н ^ б л Я ^ . 
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Заметим, что для всякого 5 -множества ^ -

Л Л(Осе^) иэмеримое множество, причем определенная ра

нее мера 5 -множества ^ равна мере множества 

л Л С й е ^ ) (см. лемму 3 ) . 

С другой стороны можно построить открытое множество, 

которое не является измеримым* Понятие измеримости функ

ций нельзя в конструктивной математике свести к поняты» 

измеримости множеств, как это делают в классической мате

матике. 

Пример 2. Можно построить равномерно непрерывную на 

сегменте О Л Л конструктивную функцию; -Р так, что от

крытое множество А «Я С0< -рСЯ)) является объединени

ем последовательности дизъюнктных интервалов, но не явля

ется, измеримым» 

Воспользуемся примером 1 и8 15]. Пусть ф точное 

дизъюнктное сегментное покрытие сегмента О А А «--(Н^!^ 

последовательность ступенчатых остовов из этого примера. 

Легко проверить, что для почти всех КДЧ х ив 0л Л по

следовательность к^^т, * | ?/>*, определена и сходится к 

нулю или единице, причем предел этой последовательности 

равен 1 тогда и только тогда, когда имеет место 

Существует нормальный алгорифм 4 такой, что для 
оо ^ 

всякого ИДО гх выполнено ^ ( х ) - ^ 31 я*-1 |фЛ СÎ с — Э̂ Г̂ф>— 

- ^ И # ^ 1 1 ^ | Л - Э ^ С Ф ^ > 4 - | Ч Ф Л 1 1 « 1 2 ^ - ^ С ^ ^ ^ < ^ ^ ^ > -

Ясно, что "Р конструктивная функция, которая является 

суммой равномерно сходящегося ряда полигональных функций, 

и, следовательно, равномерно непрерывна. Имеем 
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V* ССО <4(х)?Е 3*сСЭл Сфн) + {\Фь,\<*<Э„ Сф^) -

- 4 # 1ф*.>>"* С0< - Г С о О э х с О Л 4 ) ) -

Видим, что множество лЯС0<г-РСЯ)> является объедине

нием последовательности дизъюнктных интервалов^С-^Сф )̂-*-

"^^•'Ф^О^С^С^Ь^Нф^П^ . На основании этого и {181 

иэ ^3^,стр.315 | легко доказать, что л Я СО < -рСЯ )) откры

тое множество. 

Допустим, что множество л Л С 0 < -РСЯ)) является иэ-

меримнм. Тогда по определении существует {ЯЙ^-Ц^М так, 

что для почти всех КДЧ. х ив О А Л выполнено «х €-(302^.? = 

а* 0<4Сх)зЗА,СЭАСфь) + %-1$м1<х<%СФ)~^'1ФьП ~ 

т.е. для почти всех )Щк х иэ О А А выполнено .х еКЭЙЬ ?„ 

тогда и только тогда, когда последовательность { 7 ^ Н ^ ^ }^ 

определена и сходитсж к единице. Но тогда ^Е-СЯР^ ̂ 3 =* 

" Í Ң J * . «• в в и « t imnІm.e M 7 * - в в т место 

Таким обрав ом, предпологав иэмеримость множества 

Л А СО < -р СЛ )) ? нн пришли к противоречит с пунктом 2в 

примера 1 иэ С5Д. 
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