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СоттепЪаЫопез Мат,Ьетатлсае ШпуегвхЪа-Ьхв СагоНпае 

12,4 (1971) 

О СКСШ>ЗЯЩИХ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ ИЗГИБАНИЯХ 1-го, 2-го и 3-го 

ПОРЯДКОВ РЕБРИСТЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВРАЩЕНИЯ, ОГРАНИЧЕННЫХ ОДНОЙ 

ПАРАЛЛЕЛЬЮ 

Н.Г., ПЕРЛ ОБА, Ростов-на-Дону 

Бесконечно малые ивгибания ребристых поверхностей враще­

ния впервые рассматривал С Э . Кон-Фоссен С1), а позже Б.А. 

Бублик 1 3 ] , В.И. Шимко Г 4 ] , Г.Н. Чернис Сб.]. 

В настоящей р а б о т е научаются бесконечно малые изгибания 

ребристых поверхностей вращения, при которых гранична* парал­

лель поверхности скользит по коаксиальному с н е т конусу, плос­

кости иди цилиндру* 

1« Рассмотрим ребристую поверхность вращения К ** льё + 

+ н, (Ал,)а>(пг) , где 

к (АЛ,) **м <х^(АА/-а*л) + а1 ос4 , а ^ 4 м< 4 си+ а^ , 

гги-^ л-4 <п->4 оь 
1<*ч™ (АЛ-- 51 о/.О-^-ЗЕо^ос;, $Е.а,4 & и* ^ЗЕо+^а н,(а)>> 0 , 

и назовем ее Е ^ • 

Как следует из [ 6 3 , бесконечно малое нагибание 1-го по­

рядка, поверхности Е ^ определяется векторным полем 

АМ5, Р г т а г у 53А05 Вег\ 2 . 3 .934 .14 
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ťS*f-b"'>- i 
ш 
* , 4 » ^ ^ f 

44, б ÍO.a^ 2 , 

Є [ a
7 í a i + a 2 ] > 

при натуральном ^ г 2 , где 

*> 

w .<*> яІH<v Jô + 

+ E«r1.C-*)e,UMr+ Vr±Cu,)e-iM~2Z(*r) + 
ar 5) 

+ - t ' * , ^ e***'«. f . C<*> • " * * * J «' CV> , 
M) C-0 

"* * * &' * *> '> ' 

u> 4 

(2) ^ 

< Л Г ^ / й . 4 / ^ 1 *Ь*<*>, ч 

(&) ф 
щг (АЛ,) ** - 1Яь т ^ (АЛ.) , 

^ с ь ) в ш-—и, &(н) а* -<**-*> гл«- *»>+«4- ^»-', з,...,ч 
е'сЫ.Г. 
€1) 

Для того, чтобы граничная параллель >и. ш а, поверхности 

Ь ^ при бесконечно малом маги банки 5Г^ с коль аила по ко­

нусу, плоскости или цилиндру с нормалью <п> (пг) ш соьпу&^ 
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•+• лхлг 41 си (пг ) , необходимо к достаточно выполнение 

условия 

или, что то же, 

(31 ю ̂ (а,) СОЫ1+ цг ̂  (а,) *хт> ^ ж 0 . 

Отсюда и из формул (1) следует 

Теорема 1» Для того, чтобы односвяэная ребристая по­

верхность вращения Е ^ допускала нетривиальное бесконеч­

но малое изгибание 1-го порядка, при котором граничная па­

раллель поверхности скользит по коаксиальному с нею конусу, 

плоскости или цилиндру с нормаль» Яа. (пг) я со* ̂ е 4-

-г- /ьоп, ч^а, (аг), необходимо и достаточно,чтобы уравнение 

2. <*> 
( 4 ) ,2. C (Яt)cL. (oc. ЄÛЬ v - /ЫJП, i))жO 

имело натуральный корень М, 21 2 . 

Нетрудно доказать существование при любом т, & 2 по­

верхности Е^, ..удовлетворяющей условию теоремы 1. Этим од­

нако мы заниматься не будем, т«к* существование поверхностей 

-Чл, ,допускающих скользящие бесконечно малые изгибания 1-го 

порядка, несколько иным путем установила Г.Н. Чернис 15.1 • 

Перейдем поэтому к исследованию бесконечно малых изгибаний 

2-го порядка таких поверхностей* 

2» Продолжение 2-го порядка бесконечно малого изгибания 

2& !*, поверхности Е ^ определяется векторным полем 
СО 
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5 fudc.nr) -. 
ta)** ' Ш 

(j) 

ЪjbCu-tПґ) f 

^(ufnr) 9 

U ЄІO, CLĄ J , 

u є í a,it cuң -ғ a 2 J , 

^ ^ f ^ > 

л~1 
u e ÍШSL a,j . . S Í X J , 

гдв 
( І > 

ca> 
.c*> a i f c v . <»' (»> 

| f c C ^ ^ ) « C g ^ C ^ e " — + |'0 C~) + |a t eC^)e * * * rJe + 

CSM 

+ Г f , . U ) e W * * ' + $ ' Ot> + ӯ.. C^e-^ПaCv)* 
C І ) a * t » Łtt2*' 

+ f ţ ^ C * * ) ***** + ? . <"-*> + f a * , ^>Є-3 i f c*JãVl-), 
cд a> tяsi 

&-*• 2^(44.) & * cí)*" 

C4Л.--4) (*> 4 ш 

+Jt'ţï-ţ*<*+<*'<>&$*<"». 
tí> . . 4 . .iФ» . . . . . . ..!<»!• 

Ф 

<*> í - ' Ci) 
-, Д, с e f c p а* ИМ*- '>(<** - * D + « Í J + 

,7»**"* 
•i.A' * , Cot.- os».,) i,Jb * P Cct^-ac. .,) a í * i ,•£» . .«») CИ> í*> * ^ . , 

м> 
С 2Ъ, - пром8вольная постоянная; 
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I?) 

I'"*1- ^L-^(">)+l*-4)\f»^n + 

л 
* s 2 

C<*k- «*^„) 

4U«5| * * 

<ť» oo 
ê>< - проиввольные постоянные* 

Для того, чтобы при бесконечно малом ивгибании 2-го по* 

рядка Х^ь поверхности Е ^ ее граничная параллель АЛ* Ш а, 

скользила по конусу, плоскости млн цилиндру с нормаль» 7гъ(аг), 

необходимо н достаточно выполнение условия 

которое равносильно двум следующим: 

Ст.) (я) 

При кь^ А к при дополнительном предположении, й^ ^ + 

Ф 0 (т .е . случай скольжения по цилиндру исключается) уело-
(1) 

вне (8) может быть выполнено аа счёт выбора постоянной с . , 
6») , ч ад-

входящей аддитивно в выражение Ф 0 (а) . 



При Ль т 0 условие (8), как следует на формул (5) -

(6), представляет собой линейное неоднородное уравнение от-

носительно постоянной с 0* , коэффициент при которой 

равен 

(91 21М, .Т. с С2**)а. (<*- с*Ы1 ~ мт, «I ) -

Если рассматриваемое нами значение Ль не является корнем 

уравнения* 

. 5 . С (2АОа- Сое. сдя> 'Я ~ л*/п, гу) т 0 , 

- 1 * 1 4 1 ) л, * «-

т.е. если поверхность Е ^ одновременно с бесконечно мал ми 

изгибанием скольжения 5* а- 1-го порядка не допускает бес* 
с*)**' 

конечно малого нагибания скольжения оо а 4 с , 1-го порядка, 

то условие (6) при Яа>тО может быть выполнено эа счет выбо­

ра постоянной е 2Н, • Т а к к а к поверхность Е<7Ъ может до­

пускать лишь конечное число линейно независимых скольэящих 

бесконечно малых ивгибаний (степень уравнения (4) относитель­

но Ль - 4 не выше т, - 4 ), то по крайней мере одно ее бес­

конечно малое изгибание 5Г^ ( например, соответствующее 

наибольшему корню уравнения (4)) обладает указанным свойст­

вом» Таким обрааом доказана 

Теорема Е. Если односвязная ребристая поверхность вра­

щения Б,», допускает бесконечно малое изгибание скольжения 

по конусу или плоскости 1-го порядка, то она допускает бес­

конечно малое изгибание и 2-го порядка, обладающее тем же 

свойством. 

В то же время справедлива 

Теорема 3. Всякая односвяаная ребристая поверхность-
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вращения обладает жесткость» 2-го порядка в отношении бес­

конечно малых ивгибаний, прн которых ее граничная параллель 

сколь8нт по поверхности коаксиального цилиндра. 

Доказательство. Рассмотрим бесконечно малое нагибание 

скольжения по цилиндру, 1-го порядка, общего вида 

СО (1)0 СОл *ь*-* «> *' ' 

где суммирование ведется по тем значениям М, * 1 которые 

являются корнями уравнения (3) прн сеъ <% =* 0 . в атом слу­

чае условие (8) при соь 1% *= 0 имеет вид 11] : 

Предположим, что условие (11) выполняется* Тогда 

Фц^Сси)=0 при 9ь 2г А , Так как при атом ^ ^ (а) « 0 , 

то из (1.) получаем; 

ш потому 

Повторяя рассуждения, после т, шагов получим, что 

прн Аь & 4 • 

Таким обрааом предположение о нежесткостн 2-го порядка 

привело к заключению, что нагибающее поле 1-го порядка х, 
(1/ 

тривиально* Следовательно, поверхность Ъ^ обладает жест­

костью 2-го порядка в отношении изгибаний скольжения по 

цилиндру» 

- 813 



Перейдем к исследованию бесконечно малых изгибаний 

скольжения по конусу или плоскости 3-го порядка» 

3. Продолжение 3-го порядка бесконечно малого кэгибаяия 

% &ь поверхности Е ^ определяется векторным полем 

C3> 

гдe 

<*> 

føЪ^f^? м, є tO,a^l , 

** (« „*Ь \ XГ Ґ <. м* є Lйuђ<*u + cu*] , 
&û*{<U*94Г)aвr J X л C a ^ / l Г / . , *? Ң -Ł 
'ЉYЊ 9 1 f*Л**' ? ' f 

Oл) 

&*<*-*">, ^elЉ^'Њ^2 > cз> 

Ąш^^^* + £ l з ^ ^ ^ П | ^ ) e ^ 

OГ 

C£) CÍD 

v~v 

\|te^
&i*\f^^>a"i^tl^C^)e-3^Ja'C^ , 

c# 

t ^ CЭ-2J.Ч.W'**', ~ Ъ • (u.) C9) C«-2>Єv)<»C«,> -

- 0". 
CC3-2.fc)1JI-.,-43<ti> *_c«-> <*' 

* cэ-глuл- ^ ^ - - ^ ^ ^ " " i î г T й З Z ь íV /3-s*Ч ía->+ 

/f , Í4» 

a. 
<*> ______ * * 
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(12) 

KCS-HJMÊ..^ * « *°°^ ** C . 2 < C CM,) -

" ^ I ^ a - ^ H ^ ^ |(4,)(^«|+^)+ 

+ „ *„.,,••• -J***.* 5- C%[(/k.)- a ( i t»a . « . + 3ac5 /*£ CM.) » Ts-, CO w * * 

+ ( fca- <f ) % («.. %(Jk.)- ot- %[CM,))a-1, + 

<*' *-"< fc? « ) 
+

 c
e

0w-a*-.,*.u--ifv a * } + i f î §^«.«4..)^ <-* , 

Г <*' 4 *•'' «, - » 
«'.c9-a<-.>*, - --5 Ђ, &c«-a*ш*. i Í Г C Э-- J*-™» " 

- 4 3 (ot. - ot •) + ot. î -

Ш)< 
LЪ-lЛvÝЛĆ-V *• i-i w * 

i*1 * * 
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( )< 

Ф „ 2#> Ф ,•« <*> Ci) .,„..<$ Ф . 

Ф л 2 Ф Ф ,,л ф Ш / л . л W tf> % 

m &)н'ãr*' иГ « )* J г * <aT*' 

, . , < # > * > ч <*> 

Cf) (1) C2) 

Ф ф ф ф Ш О-) (.0, 

с?)3** &) &г с))*' «> с» (•»> 

I» &> <& ф. ,„ ,«.<*> Ф .Ф, Ф 

Ф С*) <*> ч Ф. Ф ., <4> Ф, 

Ф Ф л Ф Ф Ф, ,.^Ф Ф /*\ 
и) а)0 «Г со с*) со со с?; 

с*> 
через С % сз-2Ль)й1, ^ обозначена нелинейная часть функции 

Ф СЗ) м ) 

йсо-адЫ*, > ,%<<э-а*,)*, <Ь>*0,4) - проавольные по-
СЭ) *•*' 

стоянные. 

Предположим, что поверхность Е ^ допускает бесконеч­

но малое изгибание 2-го порядка % ̂  скольжения по конусу 

или плоскости с нормалью Ж,(1У) • Для того» чтобы при бес­

конечно малом изгибании Х*^ граничная параллель и, ** си 
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скользила, по конусу или плоскости с нормалью т, («г) , 

необходимо и достаточно выполнение условия 

*> ъь * «ъ\й. - Л » 0 , 

^3) ^ 14*% « а, 

которое равносильно двум следующим: 

Сц,) (1Ь) • Л /I / % 

<15> 9хМъ<*>ыЧ+Хр*ьшСа')"я''1т0 "•""*»'>. 
Подставляя в (15) выражения Ц'о-аА.,*, и Ъ > » - а * > * 

ив (12) , получим при каждом Ль линейное неоднородное урав-
(4) 

нение относительно постоянной с сз-аЛг.)^ » коэффициент 

при которой равен 

/ П / (•) » 
(16) (Ъ-2Ю1М,Л с ЫЪ-ЪМЫси* (сс.<и>Ъ71 ~ Шь^' • 

1*4 И) 

При Яг = 0 выражение (16) отлично от нуля, если рас-

сматриваемое нами значение Ль не является корнем уравнения 

,51 с (Зк>)а> (со- ап> у ~ А>спь ъ)**0* 

В этом случае условие (15) при $ъ - 0 может быть выполне-
С4) 

но за счет выбора постоянной с 30*, 

Яри Яг г* 4 выражение (16) заведомо равно нулю, т.к. 

Лг/ удовлетворяет уравнению; ( 4 ) . Условие (15) при Яъ = 4 не 

содержит поэтому произвольной постоянной и представляет со­

бой соотношение между параметрами поверхности Е ^ , необхо­

димое для того, чтобы скользящее бесконечно малое изгибание 

& - 2-го порядка допускало продолжение в скольвящее бес-

конечно малое изгибание X, *» 3-го порядка* 

Таким образом доказана 

Теорема 4, Если односвязная ребристая поверхность вра­
щения Е ^ допускает бесконечно малое изгибание % ь> 2-го 

т, С*)**' 
порядка, при котором граничная параллель поверхности скольэит 

- 817 -



по конусу илх плоскости с нормалью <гМлг) ж соъ п^е, + 

+• ыли 71 о- (г\у) , то для того, чтобы это изгибание можно 

было продолжить в бесконечно малое нагибание 3-го порядка, 

обладающее тем же свойством, необходимо, а в случае, когда» 

М/ не является корнем уравнения 
<п> (I) # 

.5." с (ЗЛь)а* (ее- соъъ - ы#ь <п)*?0, 
* * 1 С1) ь ъ (о ь > 

и достаточно, чтобы М, удовлетворяло уравнению 

<р ^ (а,) счп>12 + V ^ (а>) ыль>Г1 - О 

(не содержащему произвольной постоянной)* 

4» Естественно возникает вопрос, существуют ли поверх­

ности Е^ , удовлетворяющие условиям теоремы 4 и, следователь­

но, допускающие скольвящие бесконечно малые изгибания 3-го 

порядка. 

На втот вопрос отчасти дает ответ 

Теорема 5. Существует и притом выпуклая ребристая поверх­

ность вращения Е~ , допускающая бесконечно малое изгибание 

3-го порядка, при котором ее граничная параллель скользит в 

плоскости, перпендикулярной оси вращения* 

Дока ват ель ст во * Рассмотрим однопараметрическое семейство 

поверхностей Е^Сос ) с меридианами вида 

ЛЬ, 0&АЛ.6:* , 

„ а ' г9 1 <хг(Ь-Ъ<х2 <\ 

Единственное скольвящее бесконечно малое изгибание & % 

1-го порядка доставляют поверхности семейства следующие функ­

ции: 
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(Cń) 
Ў%(ĂA,)Ж 2ÍU>, 

CЧ> 

w> 

C1) 

w) 
£„(iL) = .Чt , 
CØ 

C.2) 

фa^)в2iCí4-Зoc^)^2C4t-^)-i-^J , 

C2) 

y2C^)a.-2íCC4-ЗöC.)Ы-1)+4] , 

C-i) 

£ÄUt)«C4-ЗoOC*.-<0-И . 
Cf> 

Скользящее бесконечно малое.жагхбанхе % ± 2-го по­

рядка, являющееся продолжением изгибанмя 2 ^ у определяет-

ся функциями: 

г 
СО 4 а 
У , Со,}» -г СЗоС -i- Уве^-Hž )и , 
а> 2 - 4 2 

(1) 
V 
tí> 

C<> 

cм 

v Ş ^ ) * - j » < 4 + y v 5 , A » i f>("-)m ~ 2 5 ^ > 
C<) 4 

ät¥(-*.>—yíЗot^- 5)(4+oc a ) i^, 

C-04 

" ' / . *< (1Ì 

(f) 

а) 

ca> 

cа> f 
<ЎҚ(VLÌ ~{16t(4~Зccй)öcйU-V+4Ѓ + 
& 2Cet2U-4)+n 

+ $i(+-3<*.JU-V+tfí + ^<Ki(3oif5)l5ai,2(i*-3&í)(u.-4)+ 

+ <X.S+*1 + ~-OCÍ(3OÍ1-5)(I-3OI1)Í0(,1(«.-1) + 11 + 

+ -jí4«-a('V-3*a>£(.<-5v*a><xiU-'.> + '.J + 3 a - 3 o c 4 ) x 

x LC4-3oc.a>(,u.-<0 + <í-? , 
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С2> 4 « 

г ^ ) — — г — — — Цб[(Ь-Эос±(и,-4)+Мг + 

+ ПС^^^)(м,^)^>111}-^СЗос^В)15ос^-Зас2)>< 

х. (/а--'О + сс± + Ц-1 , 

(*> 
Ъь(*)*~^СЗ*х~5)15о<,2СЬ~За1гиАл,~4) + сс±+ЬЗ 9 

р0(и,)*? *» •• {^С(»-Зсс,)<ха(хс-^> + ̂ Да + 

+ 9СС4-Эоса) Си^)+/1]3Ь(^-Зос/(^<4+5)(^^) + 

Л/Г л г <*> 
х С&) 

<̂ ) СосдСа.-'/)+/П 

* 9 С С - * ~ З о ^ ) ( 4 1 - 4 ) . - Н 1 а ? , 

<*> 

(Я) _ 
Так как скользящее бесконечно малое изгибание ъ х 1-го 

порядка поверхности В единственно, то ^ « 2 не являет­

ся корнем уравнения 

.21 с* СЭЛ*)а. ос* * 0 . 
• и й) ф ^ 

Следовательно, по теореме 4 для того, чтобы скользящее беско­
нечно малое изгибание % « 2-го порядка можно было продол­

ен) 

жить в скользящее бесконечно малое изгибание 3-го порядка, 

необходимо и достаточно выполнение условия 

(18) Щ)± И + О^) - 0 . 
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Представим условие (18} в раввернутом виде, имея цел*.» 

сделать заключение о возможности его выполнения* 

Предварительно подставим в формулу (12 1) при ^ * Л 1 . 

• I - . выражения Х-^С-и-) и Ад. Си.) на (14) . Учиты-
* - » , С ? /- <"»•> С 3 > 

вая условия ф -_(а) = 0 * 9 а*/*-) = ^ » получим, что 
условие 

9 м. Са-> " ° 
с-з) 

имеет вид 

# ч <*,*-<.) с*> , 4 -I , /-*_ , . 
(19) -^-цг^^-тк^^^^-

Найдем теперь для поверхности рассматриваемого семейст-

ва с помощью формул (12 ) и (13), рг _, С-о.) * 

Са) 3 . 8 . 9 , , * , 2 ^г (*оД + 3)(*-ЗвьА>(-а-« 
хЛи,)* •*— (ос.-^Г (ос*-ИН ~ ~ 7 т:—г; 

Ьи-УСсСь-У^+^КЪЬь-У+Я! « Г / / Л) " > 
& -* -г .т-(-С1^-^+ С 2 -

[ о с 2 6 а . - 4> + 4 2 * СЗ) СЗ) 
где 

• 4657 0%-42*6** + 540 ос^- 4 3 2 ) , 

(а) а> 
Подставляя выражения * и # 0 в (19), получим, что 

, % а»3- с<\тх 

условие (18) имеет вид. 
fЛя-4rЧ<-M){ 

t^ïsзг^з* 
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З А * Ю г 4 , , З Л . 9 х л\%г 1 - ^ Й-оСд+3X4-Зад) 

илк, после упрощения, 
х) 

(201 6 Э < 4 - ббес* + 2 * 4 - 36<*г- в^ш 0. 

Уравнение (20) имеет, очевидно, отрицательный корень - 4 < 

< о с а < 0 . Соответствующая ему выпуклая поверхность Е ^ 

допускает скольвящее бесконечно малое изгибание 3-го поряд­

ка. 

Замечание. Теорема 5 показывает, что выпуклая ребрис­

тая поверхность вращения монет проявлять в отношении сколь-

вящих бесконечно малых нагибаний иные свойства, нежели сфе­

рический сегмент, который обладает жесткостью 3-го порядка 

относительно таких нагибаний [ 2 ] . 
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