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Commentationeв Mathematica Universitatiз Caгolinae 

14,3 (1973) 

0 KOHCTPУKTИBHOM AHAЛOГE CBЯЗИ ИЗMEPИMOCTИ MHOЖECTB И 

ФУHKЦИЙ ПO ЛEBEГУ 

0. ДEMУT ( 0. B E Ш T H ), Пpaгa 

Содержание: В эаметке исследуется конструктивный аналог 
известной свя8и измеримости множеств и функций 
по Лебегу (см.[1] и 131 ). 

Ключевые слова: измеримость функций по Лебегу, измеримость 
множеств по Лебегу, сходимость по мере., почти 
ра вно мерная сходи мо сть• 

AMS, Primary: 02E99 Ref. 2. 2.644.2 

Secondary: 28A05, 28A20 

В следующем мы пользуемся обозначениями и результата­

ми иэ [41 и [5], в частности понятием измеримости множеств 

по Лебегу ([5], стр. 485). Заметим, что элементы простран­

ства 3 ([4]) являются конструктивными аналогами класси­

ческих измеримых функций определенных и почти везде конеч­

ных на сегменте О А \ • 

Мы напомним два определения* 

1) Пусть \Нт,Ът, последовательность ступенчатых 

остовов ([41, стр. 263), а х и ль КДЧ, 0 4 х .4 4 , Тогда 
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РС-и,..*}!/»!, ? / * > * ) значит: последовательность ВДЧ 

{<& СИт, *)1т, определена и сходится к лл* (говоря со­

держательно, АЛ является значением ^ Я ^ ^ в точке «х ) . 

2) Если <р функция, а М, и I НЧ, то й, (д>, Яь, Л ) 

значит; для всякой системы ^ а>± л <&и,}*-4 неперекры­

вающихся рациональных сегментов содержащихся в О А 4 

выполнено 

С 2 1а,. д Ягл 1 < ~ э 2 1а> СЛг.)~ <р(<ъ.)\ < ~ } • 

Теорема 1. Пусть ^ Т^ Ц е 5 , Тогда существуют 

последовательности ВДЧ 4 тРц^ь *- Н^ ^т^пп. такие, 

что для всякого КДЧ у. , 1 ЗЛ, (*ц,« >>^) > множество 

где * x > V Ж З : ^ V Ж X - ^ V Ж г < , является изме­

римым по Лебегу, а множество ( 1 ) , где Ж зс =• , являет­

ся множеством нулевой меры. Обозначив для -* , 

ж ж > V * зс >. У * 1 ^ У * Ж ^ , посредством а.;**^ ме­

ру множества (1 ) , мы получаем 

j > . » < - — > * < * < - * . - . = ****><---!»» 

Доказательство. Ввиду того, что согласно теореме 3 из 

[4] и замечанию 1 из [5] существуют последовательности 5 -

множеств ^%*"Ьлу и равномерно непрерывных функций 

^^\м^ такие, что для всякого НЧ ^ мера ^ ^ меньше 
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У л ( х в О А и - » ( х € ^ ) э ?(<^(х), 1Г^?^,Л)) 

и ввиду свойств пространства М ( [ 5 ] ) , для аакончения 

доказательства достаточно установить верность следующей 

леммы* 

Лемма 1* Пусть € равномерно непрерывная функция» 

Тогда существует последовательность КДЧ < А ^ ^ такая, 

что для всякого КДЧ ^ , п З ^ ( ^ - > \ ) , множество 

л А С А е О д ^ & ^ С А ) * , ^ . ) 9 где * : ж : > у * ж . > у 

* 1 ^ У * К , измеримо по Лебегу, а л А С А е 0 д 4 & 

€ С Я ) » ^ . ) множество нулевой меры. 

Доказательство, Существует НЧ р такое, что 1$ I < 

<: р - 4 # Мы определим д? з̂ ь -т=- • С!" + ?) . Тогда д? рав­

номерно непрерывная функция, -ур- <• у <: 4 - *т=- и 

для всякого КДЧ л^> выполнено 

(2) V* «.Н.х):>^э. < Р ^ ) > - ^ ) & С*С*)2 ./^=* фСл) 2* 

1) Пусть *С'
т
'^^/п/ возрастающая последовательность 

НЧ, для которой выполнено 

2 
(3) Улг С2т,4.4- + Р^/т.^&- Ух ар < 1 * - ^ 1 А -рас*, э 

*,A'm"*' 
Для всякого НЧ т- существует система НЧ -С А^ 1^^ 

•V <* « 'f 
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такая, что для всякого НЧ Ч - , - 1 _ = г ^ ^ 2 ' п ' . верно 

* - . < < . _ І Л + ^ P Д 

! _ " - • 

Н - 4 _ 4 (±л *% __ < 
2-*ц.-.4.р + 2ал+в+р < -Р 12* т *»-/ < 2 а о 1 ^* р ***22л14*1е'|*р " 2йт"**°*р 

и, следовательно, 

^гъ+н + р 2 а ' п * + , * 4 , р 

а) Легко показать, что для всяких НЧ д . , - . и ^ , 

flЧV * - 4 ^ £ 4 -=г 4, -г 2 ^ &. ~-̂ т-. < - ~ _= —-яг- « выполнено 
2'т/г_ 2 " г + > г 2 ^ 

_ _ _ _ _ _ _ _ « Г * - * _. *& . 
2-.01-+Й + Р ~~" Л_.С<П.4.4>->/<4.Р ~* 2 а ' т ' + ^ * р 

б) Пусть /п НЧ. Для всякого НЧ М,, 4 -<- & _- 2 "* , 

пусть к -_/-*"' \ • ^ А возрастающая система всех НЧ А/ 9 

для которых верно 4 __. Ь _* 2 & Лг/̂  « ^ . (Эта сис­

тема может быть пустой. Тогда х^ _ 0 . ) 

в* 
Еусть < *ЬаЗв*_г1 возрастающая система всех НЧ 

Лг, таких, что 

1*_*,-*2 &сл^2V^г-^^ V 2 - и * ) . 

Тогда 0 ^ _г 2'1М" + 4* и * следовательно, 

С - 1 С I 2^+4- -1 
fc-i1 2 

" * " ' A --&• A , - — . 

Ъm,+ k+9 " л1<n>+І¥+9 \— n'Xm.4,4 + 9 п'П.4-3 
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в) Для всякого НЧ г̂, мы построим 5 -множество ^ * " 

такое, что V* (х е %** » -| ~1 Зт,^ (& 4 <гъ & 4 6 % & б^Ь 

& * €
 ДЬГ+»»Р А

 22^^Р } ) * 

Тогда мера. ^"^ меньше чем 

Мы построим последовательность 5 -множеств { Х^^}*, 

øiV . . Л . Л .„*„. 4 

'4* 

такую, что для всякого НЧ ^ мера ^ ^ меньше чем —~--: 

ф++<в ф+ р+я ^ и ^ содержит все Р Ч н в Й д - 1 , 

2) Пусть <ы КдЧ, а ^ НЧ такие, что п С'Иг б <§^*') . 

Тогда или ю < О V 4 < плг или пду иррациональное число 

из интервала ^ Й Г Т ? * ( А ~ ^ Г Т * Т ? > ' 

а) Если 1-Г -< О V 4 <: <иг , мы для всякого НЧ пь опре­

делим 

и г < 0 э Ш^ ^ 0Г4) &(4< шг э Ш^^^ Л) . 

Тогда, очевидно, 4 Ж* V е Л и выполнено 

(4) Vx (х е 0* 4 э (х € Ш ^ ^ « <р(х) ;> тг)) . 

б) Пусть ~—7—<:ш< 4- гг+ + н ^ . Мн построим 

последовательность НЧ 4Л^^ такую, что 

Л 2 А + * * Р , Ч „ %т.~ ^ 

(5) У/п^СС^^/п. оЪ^1т,<1 -4) к 12т.+ь+Р * 

-c IÍГ <: 2асю.-и>*«*-+Р 2 а < < п "*" , , 4 '^* | * р ~" 2 г < п * * * * * р 

Для всякого НЧ /о, 4ъ & ь , мы построим комплексы 

- 381 -



(сн. [ 6 ] , стр. 465) » г * % + 1 и ™»- + + 1 т а к . 

чтобы для всякого иррационального числа ,х выполнялось 

где ж Ж > V Ж ж > 

Тогда мы ввиду 1) а) для всякого НЧ /о, ф & 4> , по-

у-»*4»>»'**Г .»_-*/>»*Г ЛЛЬ- .М-О' 

лучаеи Я ^ * , с Шм^^^ е Ш^.^^ , и, следова­

тельно, 

'*<ни.С/'* '«Си - |*С-' -
^*1 I 2 * 1 * ' 2. * 2/*+* г 

и, таким образом, пбите 5^*)&т 3 ^ ( 4 .^с^-ё 6^ & Х,^ я -Ь^ ) . 

Заметим, что 

(6). у* С> ^ >ь = I т ^ + „ I « ^ д ^ --*%•) . 

Мы доказали ЛШ^ }^ е И и ввиду леммы 4 из 

С5] знаем, что если Зл> ( ^ & А> 8с -п (ЯХд,1^+..| -2: Л ) ) , 

то л Л ( Я € •( 7&Л 1^ ) является непустым открытым 

множеством. 

ос ) Пусть х КДЧ, х е 4 ЮЪ^ }^ . Тогда сущест­

вует НЧ л , ^ 6 / Ь 8.Л 6 Ъ^ь-ь + л > и н е м ° ж е т н е су­

ществовать НЧ л, такое, что 4 .4 А, & 2 * & ЛвЛ > Д . & 
1» /О 

& * € ^ Д "о**» И > СЛвАО^ТвЛЬНО, 
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л * : - 4 ^ л * 
У ^ > 2*» + »+Р ~ '2**~* + * > Ш * 0 т с а д а м ы с Р а 8 У п о д а ­

ем <у Сое) > 4*г . 

(3 ) Пусть х КДЧ, х е О V 4 & <у(х) > ю- , Тогда су­

ществуют НЧ /6 и Ф , для которых выполнено ^ь & & & д (х) > 

> 2 - ^ ^ Г р & ^ ^ - ^ ^ 2 & ~ р 5 ^ * < ~2**ьЗГ И > с л е Д ° в а т е л ь н о > 

ввиду (3) 

Но тогд* Л* > ^ 8с А*+, > 4 ^ Л е « Х ^ и тем бо­

лее V<^С^^ <̂  э х € $Я<>'ф,+ л ) . Отсюда - по определению 

- следует * с -С ^С^}^ . 

X ) Иэ ос) и /$) сразу следует ( 4 ) . 

3) а) Заметим, что для всяких НЧ ^г и КДЧ ^ и ^ , 

-2^ ^ / ^ & п {<игл е <^/Г2') & 1 (тгг е « § ^ ) , имеет место 

V о ( С x 6 < т ^ 5 / № э . x 6 - [ т ^ ^ ) и, следовательно, 

б) Для всякого НЧ лг мы определим 

Чп, *-г- '̂ЭГ «ат.4--|- + Р Т 2~-т-»*|«'+Р *" Т'* *" 
А ^«И.-1 + Р ^ 2 Ш Н Р «. Х 2 Л + - > * Р *». 

Пусть 44У КДЧ, а /(ь НЧ такие, что <иг е 0 А 4 Яс 

&. 1 С*ш- е ^ ^ ) . Тогда /к*- иррациональное число, 
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22..Л4.Д.-4.р -^ ^ < ^ - дЦ-. + ̂ р 1 , и, следовательно, сущест­

вует последовательность НЧ <Ятт1<п. такая, что ( 5 ) . Но тог­

да ввиду (6) для всякого НЧ т, верно 

<}2т.+Ч+9 щ, 

Отсюда ввиду | ЧйС?*\ > м, а т*'*Г}„ ) сразу 

следует Р С ^ С т * ^ ) , 1 6 ^ , * ) . 

в) Мм используем [ 6 ] . На основании а) и б) внаем, что 

верно А г (Щ^}^ , Я^^1^ ) . Согласно теореме Е 

ив Гб] можно построить последовательности ступенчатых осто­

вов Ш^Ъл и КДЧ 4.%,^}*, такие, что для всякого КДЧ лл , 

О <лл < А & 1 3 & (ли а х ^ ) , существует ЭДЧ ^ > которое 

является супремом множества 

л Л С Э ^ 1 - > ' С 0 < ^ < / Ш ' < 4 8с~1 Г*ге ^ М Р Г Л ^ б ^ ? ^ , ^ ) ) ) , 

т . е . множества л А (Злхтг СО <ч*^ <4-г< А & 1 С44Г € ф*) & 

>»Ш" 

^(•{/Й^ у а А ) ) , и инфимумом множества 

лАСЭ^41гС0<1(Г<^<4ас-1С^с^) ь^маю^^)»*)) , 

причем Р С^, -С К л $^ , ли ) . 

г); Пусть АЛ КДЧ, 0 < хь < 4 & п 3.% С л** « .гд,) • Тогда 

согласно в) можно построить КДЧ % и последовательности 

кие, что для всякого НЧ /пг верно 
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Но тогда согласно следствию теоремы 3 ке Гб7 сущест­

вуют < Л ^ * | ^ в М и т^Ъ^к М такие, что 

<-•«-СЧ»> = <<*•<:* я!'**.»* - <-. " д«я »в«- -с« -да 

х ». О л < верно 

х е { « ^ ^ я Э*п. С* е 4 « С ^ I.» > , 

х с 4 » 2 * I» я Уяп. Сх е < П>Л ~ и > 

и, следовательно, 

х с Ч Л ^ и * Элп-СуСх) >«^, ) г <уСх> >-«• , 

По определению, множества. лЛ (Л е О Д 4 & ср (Л)>и ) 

и л Л ( Д е Од 1& д»(Л) > д. ) ивмеримы по Лебегу к их 

мера совпадает. 

4) Мы определим Я̂ . вс* - Р, А4 г-?. Р и 

УЛСЛ л + 2 = й Р . * л - Р > . 

Пусть ф. КДЧ, для которого веряо п З Я ( ^ = - Я ^ ) .Мы 

/у, 4. р 
определим м, » -2—— . Тогда 1(&ж0)кп(м,а4)к 

%? 

1 п 3 4 ( ^ * % ) и§ следовательно* < « - - < ( ^ 4 - - - : л с ^ 0 < 

-*- 4 8с п ЗМ, (и ж %ъ) . 
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Согласно 2) а) и 3) г) в каждом и8 этих случаев мно­

жества. лЛ(Ле 0 д А & <р ( Л ) ;> ль ) и 

л Л С Л е О д ^ & <р(Л) > и, ) являются измеримыми по Лебе­

гу и их мера совпадает. Ввиду этого и (2) множества 

А А ( А с О д А & 5ГСЛ) -> <&) и лЛСЛ е 0 АА Ъ €(Л)2 <%,) 

измеримы по Лебегу и их мера совпадает. Но тогда, очевидно, 

множества. д А ( Л б 0 д / ( И ( ^ ) -? ^ ) и 

лЛСЛ € О Д 4 & { С Л ) < л^) являются тоже множествами из­

меримыми по Лебегу, а. л Я (А € 0 д ^ 8< .гСА) я ^ . ) из­

меримое множество нулевой меры. 

Следующий пример показывает, что результат нельзя уси­

лить. 

Пример 1. Существует равномерно непрерывная функция л* 

такая, что для всяких НЧ /тг и символа * . ж х > у * 1 ^ V 

л и ^ у ж к у ^ ж а , множество л А С Л е О д ^ & ^ С Л ) * — ) 

не является измеримым по Лебегу* 

Доказательство. Мы используем равномерно непрерывную 

функцию $ из примера 2 из Г5]. Выполнено 0 & *Г 4 4 & 

Ь &(0) » О Ъ €С4) ** 0 и множество А Л С 0 -с С (Л У) не 

является измеримым по Лебегу. Следовательно, тем же свойст­

вом обладает и множество л Л ( Л е 0 д 4 8 с € ( Л ) - г 0 } . 

Мы построим равномерно непрерывную функцию 4.̂  такую. 

что V* ( Г ( х ) « € ( 4 х ) - 4 - • * Г 4 С * - 4 - > > + 1 4 4 

4 . 4 . ( т о ^ С / т ^ ( . х , ^ ) , 7 ) - Т ^ • Т о г д * - " Г - С 1 - 2 8 с С 1 ( 0 ) = г 

2. 2> т 

^ У Ж К У ж ж = , множество л Л С Л е О д ^ й . .^(Л)* 0 ) 
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не является измеримым по Лебегу. 

Легко построить функцию о̂  такую, что для всякого 

КДЧ :* верно а, (х) « X ~%ъЪ • ^ Г 2 < т* ^ - " ^ ^ .Построен-

ная функция очевидно обладает обещанными свойствами. 

Определение 1. Пусть И Т^ \^ \^, последователь­

ность элементов пространства. 5 , "СЗ̂ Дп, € 5 , пусть для 

всяких НЧ лп, и Л и КДЧ *у 

М*'%- л Х(Х в 0 д \ кЗм,(РСи, КР^Ч*- &«,**1,А) 8с *. > #» 9 

&+">*+ л Я а € 0 д 4 8 с З ^ С Р С ^ И < С ^ ^ С \ | > А ) & ^ > ^ ) ? « 

1) Скажем, что последовательность -И Р ^ ^ ^ т , явля­

ется фундаментальной по мере (соотв. сходится по мере к 

4 Р^/ц, ) | если существует убывающая последовательность 

КДЧ \Щь}& такая, что ^ -г-—.V 0 и для всякого НЧ 

Я* 

а)/ для любых НЧ т1/ и Л множество м (соотв. 

Д ) является измеримым по Легегу и 

бХ для всякого НЧ А> существует НЧ ^ такое, что для 

всяких НЧ /т> и 1 , Ь *• ть 9 мера множества Л 

1А.Д.., ТИ.̂  4 

(соотв. М ) меньше чем — ( с р . СИ, стр. 91) . 

2) Скажем, что последовательность ^* Р^^и, 3/и* явля­

ется почти равномерно фундаментальмой(соотв.почти равномерно 

сходится к АТ^}^ ), если существует последовательность 

5 -множеств \%*"Ьц, такая, что для всякого НЧ ̂  мера %Р 
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меньше чем » — , Ч*'* <&*$*' * существует последо­

вательность НЧ ^Ъ^Ъь обладающая следующим свойством: 

для любых НЧ 4>, т, и Л , Ь% & ти , и .Ш а , 

х € 0 дАЬпСхеЯ1*) существуют КДЧ м, и 1г* , для которых 

выполнено Р ^ , * - ? ^ - * , * ) , Р ( ^ И р Г * )«., * ) (соотв. 

Р(с1Г, *?,»,?„-,,*) ) и 1>и.-/1Н .6 4 й (ср. [13, стр.89). 

Заметим, что из почти равномерной фундаментальности 

(соотв. сходимости) очевидно следует фундаментальность 

(соотв. сходимость) по мере. 

Замечание 1. ПУСТЬ 4 Р^ \(ги и 4 Сг^З^ элементы 

пространства $ , а <ц, ЗДЧ такое, что 0 < <ц* и ьшожест-

(7) л Ж Я б 0л4&Здд,( :Р(^,КР^^~{б т ,? / П ,1 ,Я)8с^>^) ) 

является измеримым по Лебегу. Тогда - по определению - су­

ществует 4 МП т. Зт. 6 Л такое, что для почти всех КДЧ * 

верно л « - ( ^ Ц тогда и только тогда, когда х элемент 

множества (7). Мы получаем { а>0 < Р л - М -г б ^ ^ ) ^ с 1л , 

- | -С ^ (Тъ+4 тг 6 ^ )§^ и для почти всех КДЧ * , 

х ) 8< А > л* > — — )) . 

Следовательно, 
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И 

0 

Отсюда на основании теоремы 1 сразу следует: для любых 
.*п,, * 
т *л% 'от, <Р 1г е 5 и последовательности элементов 5 --И Г^ 1^} 

а) <{-СГЛ11'? } является фундаментальной в 5 тог-

да и только тогда, когда она фундаментальна по мере; 

б ) * * С * * * **п. сходится в $ к { Р ^ ^ тогда и 

только тогда, когда она сходится по мере к ^Тт^^пV $ 

в) если Ц Т™}^ 1^ сходится в 5 к < Р Л . } г П , 

то существует возрастающая последовательность НЧ *-'*"',*,?&, 
«т.е. 

такая, что {{Т \ ̂ , \ ь, сходится почти равномерно к 

Теорема 2. Пусть ±{Т%?"Ъ<п,\т%, последовательность 

элементов пространства Ь л . Тогда существует последова­

тельность абсолютно непрерывных функций ^у^оп, такая, 

что 

х 

(8) УтхС0 4х ^\ э<зи>>- 1 < 0 * > ' 

последовательность ИТ^Ъ^Ът, является фундамен­

тальной в Ь л тогда и только тогда, когда она фундамен­

тальна в 5 (т.е. по мере) и существует последовательность 
Ш
 **Че*,е такая, что У*п,Л (О, (ер^ , I, к,я )) • 
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Доказательство. Согласно теореме 1 иа Г41 существует 

последовательность абсолютно непрерывных функций ^9ш^ш 

такая, что ( 8 ) . 

1) Пусть последовательность *-( Р^**!^ ^ фунда­

ментальна в Ьл . Тогда согласно леммам 1 и 2 иэ Г41 и за­

мечанию 1 она фундаментальна в $ ( т . е . по мере) и сущест­

вуют 4 Р^ \^ е Ь ^ и абсолютно непрерывная функция <р 

такие, что 

Можно построить последовательность последовательностей 

НЧ -С«С ф>*% %^ $„„, и последовательности НЧ -(^ц^ и 

1<т,ц)г такие, что У ^ Х ( а С ^ , Х , ^ ) & (X С<у, X, ^ ) & 

^ ^ э / ^ \ - < Г Л 1 < ^ ) Сем. [ 7 ] ) . 

Для НЧ Ц мк определим М>а -*-- С /ш-адо л^« )+• /Л,4̂  . 

Тогда, как легко доказать, верно У/т Си С^?,̂ , Х ? ^ ) ) . 

2) Пусть последовательность ^?^?/пЛт», фундамен­

тальна в 5 ( т . е . по мере) и пусть существует последова­

тельность НЧ ^Ь<^1 т а к а я > ч т ° Ут>1 ((I (у*,,, А, && ^ -

Пусть ^ь НЧ. Согласно предположению существуют КДЧ 

Чъ ^ < Ф** ^ —4* > ^ п"1*' и д л я в с я к и х НЧ /то, и 

* , /ячр, .6 /т, , т Я ! ^ ' * ^ & Л такое, что 

Л ^ ^ л / **> * < -ь и А** почти всех ВДЧ х . х е О д ^ , 

верно 
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*«<*СЧ. а 3^(Р(л.>НР/Г?л-.РГ+\|,хМ^>^) 

Следовательно! согласно лемме 1 и8 [ 8 ] верно 

Пусть /т, и Ь Ш, <иг .5 <т- . Тогда 

/кЛ-<-ГЧ.|- / , |<Л-«Г*М тЬ "О. -

« Г \ •*!-; + ^ к р г и - <?ГХI • % -«-«С*и з А 

На основании этой теоремы и леммы 3 из [4 3 сразу полу­

чаем: 

Следствие. Пусть <К & ^ ̂  \гт, последователь­

ность элементов В , которая фундаментальна в 5 , а 

< - и ? * « Хч такие, что V.» С К О * ' * <-** »«-. > • 

Тогда существуют последовательность элементов 

1
Г

( <
С ^ 5 » , * <?«.'*

 е
 -ч такие, что 

«*«0.-<О.> ИСИРЯ-^.^! ------» 0) . 

Замечание 2. Ввиду этого следствия и замечания 1 при­

мер 1 из [4] показывает, что в конструктивной математике 

из сходимости почти всюду не следует сходимость по мере 

(т.е. в 2 )• Таким образом, не имеет место теорема Лебега 

(13], стр. 106). 
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Теорема 3» Пусть КЯ^}^ последовательность сту­

пенчатых остовов, а * один не знаков >,->,--=• н -<-. , 

такие, что 

1) для почти всех КДЧ х , х е О А 4 , верно 

2) существуют последовательности КДЧ *• <**}*, н 

<^*^?^ , для которых верно а) У<ц>13к(\<&- у* I < — ^ ) , 

для всякого НЧ Л& множество 

л Л С Л е О Д 4 & 34с(Р(-м,>-(Н#л?/л,Л) А яс ж ^ ) ) измеримо 

по Левегу и ^*^ мера этого множества и 

б) существуют последовательности НЧ 4.-*^?$ и-."^^ 

и КДЧ **'* и ъ*'* такие- что (ц^л ^ + со ) & 

& ^1 .1 ^ — оо ) « последовательности 4,<и?л Ь и 

4^* а }^ сходятся соответственно к гь '* и % ** и вы-*<•* и * * * 

полнено (( * I > V * х 5» ) .э г1'*** 0 & * 2 »* в А) & 

8с ( С * зс 4 V ж ж < ) э ж1'* - 4 8с **'*--. 0 ) . 

Тогда существует ^0^}^ е 5 такое, что 

Определение Я» ^ Р ^ ^ в Ь ^ мм назовем простым 

элементом Ь 1 (ср. С1], стр. 84), если существуют возрас­

тающая система КДЧ ^%ОХ%л * с*стема элементов про-
* 

странства Л1 - И Ж^ }^ } | § 4 такие, что 
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Доказательство теоремы 3» Мы ограничимся случаем, ког­

да» .* х > . Существуют последовательности систем НЧ 

И Л™ }. ^ 1 ^ *- элементов пространства 

-М - - Ш т ^ }т,^ш0 *<т, такие, что для всякого НЧ т, 

\ > 4 
верно ^ ^ < - гт &. (и,^ > -1 - З Й ^ & %<»-< > <т & (и.^ < ^ + а

 & 

& У ^ ( ( ^ ^ б ^ э т ( % ^ = 0 ) & % ^ < % ™ < ^ ^ + - ^ ) & ( ( ) й г ^ г 1 л 3 

э З ^ О ^ й ^ & Х^*'» ЖГ»> и **& любого ЦЧ г , 

О .4 ^ --= ъ ^ ?для ПОЧТИ всех КДЧ х выполнено 

Для всякого НЧ <т мк определим 

J*.*«» ' t [ ^ - *»N-I«-r,*!<»- + 
1**4 

- ^-. . ^tim^^K^ • 

Ясно, что -С Р ^ З ^ простой элемент Ь^ и 

Для всякого НЧ гт, верно 

?э(<рГХ а *С+*и> < ^ ^ < < * \ > + 
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1 

4. 

Итак, последовательность 4< Р ^ } ^ 1 ^ является 

фундаментальной в 5 и согласно лемме 2 ив Е4] существует 

элемент пространства 5 - ^ б ^ ^ т . , который является пре­

делом этой последовательности в 5 . 

Легко доказать, что И 1 ^ } ^ 3,™, почти равномерно 

сходится к АК^Ъ^ . 

На основании этого и замечания 1 сразу получаем 

Заметим, что для всякого ДО ть верно 

» * < О Х * < С ^ + * < ^ С - < - и С , * С С простой эле-

мент 1/̂  и что последовательность ^ Р ^ } ^ } , ^ сходит­

ся почти равномерно (и тогда и в 5 ) к ^ . Н ^ } ^ . • 

На основании этого доказательства, теоремы 1 и следст­

вия теоремы 2 сразу получаем следующее утверждение* 

Теорема 4. Пусть ^^^т. е ^ • Тогда существует по­

следовательность простых элементов пространства 

.1,, - 4 4 . 0 * . *** т а к а я > ч т о а ) «?2*т Ът, сходится 

почти равномерно (и тогда и в 5 ) к ^ Н ^ , ^ , 

б) •ШС^п.'л*. является фундаментальной в I,,. 
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тогда и только тогда, когда существует ЬТ^Ъ^ € ^ ^ та­

кое, что 4 Г ^ ^ « 4 Н ^ и ., если Ч Р ^ ? ^ с ^ 1 такое, 

что { Г ! « <Н \ то Г'мРЛ п '* -<(Р \ I V 0 . 
1 1 Ч Ч ~ 1 Л ' * Ч »*" 1̂  п * т . Ч ^ ч ' / п 1 ^ПЙо и > 

в) если 0 ^ Ч Я ^ ^ , можно достигнуть того, чтобы 

дополнительно выполнялось 

у ^ с о - < С ^ * < С + \ * <и^> . 

(Ср. [1] и [2] .) 
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