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Commentationeв äîathematieae Univer itatis Caгolinae 

14,3 (1973) 

О КОНСТРУКТИВНОМ АНАЛОГЕ СВОЙСТВА С ̂  ) . 

О. ДЕМУТ ( О. РЕШТН ), Л. НБМЕЧКОВА, Прага 

Содержание: В настоящей заметке вводится и исследу
ется конструктивный аналог свойства (Т^) введенного 
С. Банахом (см. [1], стр. 195). 

Ключевые слова: Конструктивная функция, свойства (5) 
и (Т>,̂  , абсолютно непрерывная функция, функция ограничен
ной вариации, суперпозиция функций* 

АМЗ: Ег1лиа.гу 02Е99 НеГ. 2. 2.644.2 

Зесопйагу 26А45, 26А72 

В следующем мы пользуемся определениями, обозначения

ми и результатами из [41, С 53 и С111 • 

В классической математике для функции € равномерно 

непрерывной на сегменте 0 д 1 , 0 & € & 4 , верно сле

дующее: 

Если определить функцию» N (Ъ) так, что для всяко

го действительного числа 1 , 0 б *Ь ̂  4 , Н(±) равно 

числу корней на. О л \ уравнения ^(х) - Ь , если это 

число конечно, а N (Ь) » + оо в другом случае, то $ яв

ляется функцией ограниченной вариации на 0 д А тогда и 

только тогда, когда функция Н(Ь ) интегрируема по Лебе

гу на О д 1 (см* [13, стр. 631). 

В конструктивной математике аналогичное утверждение 

неверно. 
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Пример 1. Можно построить функции -€ , 1р* и у такие, 

что 

б) для всякого НДЧ Ц>, 0<<ц><4к(3<ь(<ц,~а,)\г-\ 3<ь(ф*:а,)) , 

уравнение .ЕСх) « <Ц> имеет на 0 д 4 в точности три 

корня, 

в) $. не является функцией ограниченной вариации на О Д \ 

и 

г) 1)г возрастает на 0 д 4 , о с ( у ) (см. Сб]), у абсо

лютно непрерывна на 0 д / 1 , 0 . ! г : т / ^ / 1 8 с 0 - . » - * 9 ^ ^ и в е Р ~ 

но -г » ар * 9 • 

Доказательство С Банаха не сработало по той причине, 

что в конструктивной математике неверна теорема А. Лебега и, 

следовательно, и теорема Д.Ф. Егорова (см. определение 1 и 

замечание 2 из [113) . Ив этого обстоятельства исходит опре

деление свойства (Т,-)* , которое - как видно иэ полученных 

результатов - является пригодным аналогом свойства (Т^ ) . 

В большинстве утверждений мы ограничиваемся ради просто

ты рассмотрением равномерно непрерывных функций, значения 

которых содержатся в 0 д 4 . Этим общность не теряется 

(см. замечание 4 ) . 

Определение 1. Пусть € и 3? функции, 0 6 € -=* А . 

1) Для {Ш^^е М и Ш^}^ € А мы обозначим 

С(^э<да(Я>!т,,<Лл,?/11,) если выполнено Ух (х с ЯШ^^ & 

&. 0 < € Сх) -с А э€(х) е {71^}^) и для почти всех НДЧ ^ вер

но 

ц, е К П^п, э Зх Сх е К Ш^т, * * < * ) « / * , ) -
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2) Для НЧ М и Л мы обозначим # ( * ,А,, Х ) , если 

для всяких {Ш^}^ е .М и {%4Л}ли^Ц выполнено 

-»<--«*«.»,-.> < ^ - • Jít 

3) Скажем, что ^ обладает свойством ( 5 ) , если 

а} для всякого -С Ш^^ е М существует { П^щ. е М 

такое, что 0 4 x ^ * * 1 ^ , Ш^^) и 

б) существует последовательность НЧ •( Х^?^ , для которой 

верно УА,#(€, &,Х^) (ср. СП, стр. 207). 

4) Скажем, что 9* обладает свойством (Т^)0 , если 

для почти всех ВДЧ <ц* не может не существовать ЦД #* та

кое, что 0 .- ^ и уравнение #Чх) =• ^- не имеет на 

сегменте 0 д 4 больше корней чем ъ • 

Замечание 1. Пусть 1" функция, 0 ё € 6 4 • 

а) Мы на основании леммы 1 иэ [9 3 знаем: если & (.И , то _: 

обладает свойством С 5 ) и верно УМ, Л (&($,&+ 4 , X) э 

б), Если функция -б обладает свойством (5) , то она рав

номерно непрерывна. 

В классической математике всякая равномерно непрерыв

ная функция обладающая свойством С 2 ) имеет свойство 

(Т^) ( [1], стр. 208). Следующие примеры показывают, что в 

конструктивной математике функции слабо ограниченной вариа

ции, которые обладают свойством &> или даже удовлетворяют 

услови» Липшица, могут не иметь свойство (Т^)° . 
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Пример 2. Можно построить функцию ^ такую, что 

О *€ & \ &*(()).* О &*С4) » ^ 4 « ) 

и для всякого КДЧ п^ , 0 & ау ^ 4 , существует последо

вательность КДЧ А х^ 5^ такая, что 

(1) УЛ* (0< *^< А &.$(*%,) = ц>ЪУКп(Ь*1) о 

э-1 (х^ » ос*))) . 

Для функций удовлетворяющих условию Липшица такое слу

читься не может. 

Лемма 1. Пусть € функция, ^ ^ ^ ^ ^ ^ а ^ и с ^ Н Ч , 

Ухц>(И(ц,)-'е(х)\ 6 р • \<&- х\) . 

Тогда не существует ^^^^ е & * Я*я которого было 

бы верно: 

\ 
^^^гл}т) > — и л л я п о ч т и всех КДЧ /^-, /̂  е ЦЯ^ли * 

, ^ ,-1*"* 
не может не существовать возрастающая система КДЧ -Сх« У 4,* 4 

из 0 д 4 , для которой выполнено У»> (\^ Ь -= ^• ̂ э 1?СхТ) =* /^) . 

С другой стороны имеет место следующее. 

Пример 3. Можно построить функцию ± такую, что 0*€-* -

^ 4 & * С 0 ) = : 0 & * М ) . - * 4&У*/^С1*С/иО-*Гх)1 ^ 3 * 1/м.-л1) 

и выполнено 

а) для всякого КШ^Ъ^ в N1 , (О/СгЖ^?^) -с А , можно по

строить КДЧ /^ и последовательность КДЧ К х$^ ?^ такие, 

что 0 < ^ < . 4 & ~ ! С ^ е С /МЬт,^<п>'^ ш в еРы<- ^ ) > 

6} ввиду а) и леммы 1 $ не обладает свойством (Т^)° и 

множество тех КДЧ <у , 0 ^ /^ — ^ > Л'111 которых уравнение 
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х^х ; =» гу, имеет на О А Л бесконечное число реше

ний, не является измеримым по Лебегу, внешняя мера этого 

множества равна единице, а внутренняя нулю* 

Легко доказать следующее утверждение. 

Лемма 2 . Пусть Г равномерно непрерывная функция. 

Тогда 

а) можно построить последовательность КДЧ ^-^^^ такую, 

что Ъи,<хъ1ъ ,где 

&<И,<х^)^:(Ча,(а, е О д Ь З ^ ( С ( ф ) = х^У) <к 

ЪЧъЯгСО* а,<Лг* А э ЗМ С< X, * >и<* А %***%,& 

&. < 3 , $ > и а , д лУ, ж *я))) 

(см. замечание 1 из С93); 

б) для всякой последовательности КДЧ Кх^\^ такой, что 

ХИ^Ах^^) , выполнено 

Уа А ^ (0 4а,<< Лг * 4 &-\ Зк(у>ш х*,) э 

э ( З л ( х е о / У ^ г & . : ( х ) - - ^ ) V 

л З х ( * е а , д # & * ( * ) * ^ ) ) ) -

Замечание 2 . Пусть € равномерно непрерывная функция, 

О «€ :€ 1= 4 . Тогда - очевидно - существует алгорифм < М , ^ > 

такой, что 

а) < М , 0 применим к всякому сегменту пг А *иг и вы

дает по нему элемент пространства М ( [ 5 ] ), причем вы

полнено 
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б) для всяких РЧО/ и Яг 9 0 & а, < Яг& 4 , иррациональ

ного КДЧ п&* ив 0 д \ и последовательности КДЧ -Са^?^ , 

пЗЬС^« а^) э ЗИ?и,11<К^^алЯ^1,^) %с 

к 0 * 4, & \ & (4/ ш \ т <19€ >^си д Ягл < <ф < 

< < 5 , 1 > 1 _ с и д ^ = З л С х б а, V Яг &€Сх) « <*-))) . 

Обозначения. Пусть ;€ равномерно непрерывная функция, 

О 4 € 6 \ , <«С Р ^ } ^ }(П%0 последовательность элементов 

пространства Ъл } а -СР^}^ в 5 . Тогда мы обозначим 

а) &| С ^ И Р ^ З ^ ^ т , ) , если для всяких НЧ <т, , последо

вательно сти КДЧ 4 * ^ ? ^ , 2 ( $ , 4 я^Зд,) , иррационального 

НДЧ <̂  , О ^ ^ ^ Н п ЭЛе,(^ = д ^ ) , и КДЧ м, выполне

но 

б) Г̂ С.Е,<Р^?^) , если последовательность простых эле-

%ти * А 

ментов Ц - ^ 1 С < И , О и ^ : Д ~к^Н,™, сходит

ся В 5 К КЪгь,7!^ . 

Определение 2* Пусть _Е равномерно непрерывная функ

ция, 0 ^ ё ^ 4 - Скажем, что ± обладает свойством (Т^)*, 

2 ' Ш / А л, 

если последовательность < Зи % С<М,-€ >
и
 —^Г Д - ̂ ^ ^тп, 

сходится в 5 . 

Замечание 3. Пусть $ равномерно непрерывная функция, 
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О & & & \ ? -С̂ Р/л, ?^ ?̂ п, последовательность элемен

тов Ьл , ^ ( ^ « Р ^ ! ^ ^ ) , * ***,Ч последо

вательность КДЧ, ^ С . € , < ^ ^ % ) » Тогда 

1) а) для всякого иррационального КДЧ пр , 0 .& «̂  -М 8< 

&-1 ЗДгС̂ -= %),существует неубывающая последовательность ЦЧ 

К^т^т, такая, что для всякого НЧ /т. верно 0 & ̂ . ^ & 

8- Р С ^ ш И ^ и ^ ) » а-ти является числом тех НЧ I , для 

которых выполнено 

/П* 4 / —-Ч <!*• 

> ) ^ ^ ^ 2 & Зх ( - р г < х < - р г &*Сх) - «у) , и 

й ^ « 0 в ( ^ < < 1 , О 1 в 0 д ^ у < « 1 О 1 1 . 0 А ^ «с ^ ) ; 
Л 4 б) для всякого НЧ /щ, верно ]* { Р ^ } ^ « 

в) € является функцией ограниченной вариации на 

О д \ тогда и тольло тогда, когда сходится последователь-

ность КДЧ { Г <?„ 1т,\Лги (т.е. когда последователь
но 

ность ИР™}^}^ сходится в Ь^ ); выполнено 

: Р Г Х 
ли.«уа> 

V*(Tfa*(*,f,0A4) = ( f < C » _ *- *>) (cn.[63); 

г) € является функцией слабо ограниченной вариации 

(на О А 1 ) тогда и только тогда, когда последователь-

л ность КДЧ 4 § < Р^ Ъ^Ъяъ, является ограниченной; 

2) если :€ обладает свойством С Т . ) * у то сущест-

- 427 



ВУИ < Р * ! * - 5 такое, что <$ М »<-'**-.' " « - С * » * - - , 

сходится почти равномерно к -СР^?^ $ 

3) если - С Г ^ ^ с З такое, что ^С.С,«СГ^^) , то для 

почти всех КДЧ л^ 9 0 *-* <ц, б 4 , существуют целое число 

2. } НЧ /пг0 и возрастающая система КДЧ -С х±Ь%94 , для 

которых верно 

0^^9с?(^,<?^т^)^Гт(то^^э?(^7<Т^^^))В< 

V*иxшО&^ь^(x)*ф)т(о<:x<4^^з*(4&<^<*4>& *-х^ю . 

Определение 3. Пусть & равномерно непрерывная функ

ция, а $, функция. Тогда 

а) мы обозначим 

4 
7 1 ^ ^ . — . ( Г - ти/* С<1, Г >,_ Од ^ , 0)) ; 

9> -5^ — • (у- «гшь « I , ? > и 0 д ^ , 0) ) и 

§> 

у з$. (6^ • су + /ш а̂- С< I, У>._0 д 4 Л , 0)) , где 

б; ^ т ^ « 5 , Г > ^ д ^ , <си, ^ > ь 0 д ^ , Л . 

б) скажем, что $ обладает свойством (Т^)* (соотв. 

( 3 ) ) | если 7Ц* обладает этим свойством. 

Замечание 4. Пусть $ равномерно непрерывная функ

ция, а ф, и ср функции. Тогда 

а) функция Ир равномерно непрерывна, 0 & Ц^ ^ ^ & 

( 0 ^ Г ^ Ь % « ? ) •, 
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б) что касается монотонности, абсолютной непрерывности, син

гулярности функций, ограниченности вариации, свойств А> и 
9* 

°° " 9*> & и 9 ^ (соотв. У м 7 1 ^ ) функции одинако
вого типа; 

в) {% а 9, ж 9 ) = С У « 9 " * ? ) 9 

(?= ^ * 9 ^ -в ^ ^ = *** * * ' • 

Из сказанного ввиду следствия теоремы 2 иэ Г111 и тео

ремы 6.10 из [23 мы сразу получаем следующие утверждения* 

Теорема 1» Пусть & равномерно непрерывная функция, 

обладающая свойством СТ^)** , Тогда для почти всех КДЧ пу 

существуют ЦЧ #- , 0 ^ ̂  . и возрастающая система КДЧ иэ 

О V /| - 4^. }*" такие, что 
Ф Ф а 1 * 

V* ССхеОА'! 2с З Ч х ) ~л^) ЭЕ Зч, С ^ ^ - б ^ - А х - х 4 » . 

Следовательно, У обладает свойством С Т' )° 

Теорема 2* Пусть ^ функция, 0 -6= ^ ^ 4 . Тогда 

а) _Е является функцией ограниченной вариации на О д 1 

тогда и только тогда, когда € равномерно непрерывна, об

ладает свойством СТ^)* и существует •СРтЛт.с --м т а ~ 

кое, что 3^ (-Н,-СР^1^) •, 

б) если € равномерно непрерывна, а * Т^ }^ € Ьл такое, 

с w o f, t f , < F ^ V ) , TO ft»(f<PA,í,fl-<í 

Итак, функция .Е иэ примера 1 не обладает свойством 

CT ) * 
Л 
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На основании замечания 3, теоремы 2, теоремы 1 ив [11] 

и [ 5 ] мы ораву получаем следующие утверждения. 

Лемма 3. Пусть < Р л }^ в 5 . Тогда существует после

довательность т <Ът,Ъ<т, такая, что для всяких ЮТ «& » 

^ 1 * Ч'ъ ? Ч'Л < ^а. < 4% А Л Я которых для почти всех КДЧ 

х иа 0 д 1̂ выполнено 

ЗАЛ, (?(АА,, {Т^}^^) 8С (АЛ, 6 п^л V ЛА, » щ>% V АА, В Ц>г >> , 

имеет место 

а) множества; л Л СЛ е 0 д 4 & Р С^а , 4 Р^?^ , Я )) , 

(2) лЛСЛ е 0 д 4 Ь З * Л Р < ^ , * Р ^ , Л ) З с л * , . г ^ > > и 

(3) лЛСЛ е О д ^ й Э д д < С Р С ^ , < Г ^ ? ^ , Я ) & ^ ^ ^ ) ) 

измеримы по Лебегу и 

б) если К2Щ ж г ' ^ ь (соотв. ж * ' ^ ) является мерой 

множеств» ( 2 ) (соотв. ( 3 ) ) , то 

Следствие. Пусть € равномерно непрерывная функщя, 

О & $. -» А 9 удовлетворяющая условию СТ 4 )* а ^ - ^ ^ ^ 3 

такие, что 3^ С * , - С Р ^ ? ^ ) . Тогда 

а); существует последовательность элементов пространства Ж 

• **** ̂ Х *т> *о_*4/ * *** 1 С 0 Т°Р°Й выполнено 

^ ^ ^ < и ? о а ) > где ?,а9«Ж1^^}0^) 
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значит: для всякого ЦЧ ^ > 0 **» *ь> 9 и почти всех КДЧ <ц* 

и а О А \ верно 

у е Ш 1 и т?и, ^1^,4.1 5 

б) если 4 4 ^ ^ З ^ З о ^ ^ последовательность элементов 14 

такая, что 5* (.Г, К^Шь\^^ г 0 ^ ) , то 

ос) для всяких ЦЧ-5/ и #- ., 0 - . -V < ^ . , верно 

& ) последовательность простых элементов пространства 

Ь ^ - <,%0ъ • Ц, ИТ&п,^ 1 1&, сходится почти равно

мерно (и тогда и в в ) к *•"%,$„..!, , 

0^) верно ,2., лс С < ^ ^ ?„, ) д > 4 и, следова-

тельно, последовательность 4.С> ^^^аи 1 к, сходится в 

М к <{ 0 -у 4 ^ ( т . е . последовательность элементов ^ ^ -

1 ? Д Н № А ] ^ сходится я Ь к < 0 ^ с Г ^ 1 ? / Л ) , 

сГ) .Е является функцией ограниченной вариации на 

О д 4 тогда и только тогда, когда последовательность 

Ж/ з» 

^•?0#%^^<^<тг*Ъ«, сходится в ^
>1
 (т.е. сходится ряд 

% Л. р, ({«<*,}„) >» 

Б, ) если ряд 21 4 • (А, КШ^п ) сходится к КДЧ 

х , то Уах, (х 9 € , 0 д А ) • 
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Лемма 4. Пусть :€ и ф. равномерно непрерывные функ

ции, 0&€&А1кО& <}> 4 А , ДУс*-* * обладает свой

ством (Т^)* а %- свойствами (Т^ )* и (В) * Тогда 

функция $, ж € обладает свойством (Т.)* . 

Доказательство. Существуют последовательности элемен

тов пространства 1^ - Н Р ^ у М ) И ^ и ^ и 

^-К*,?,»,,^ и последовательности ВДЧ ^ъ^Ъ.* **%,*Ь, 

и * ^ ^ ^ такие, что 

Пусть /Ъ №• Тогда согласно замечанию 3 существуют НЧ 

.%А и $ -множества ^ ш % меры меньшей чем -т— 

такие, что 

# ( . * , З л , 2 ^ « с У Л . < * ( « Х « Д ( а б О д Ь * е ^ ) ) & 

& Ух, (* е Од -134 -, (ж е ^ ) _з 

кУ .1*(и*.*2\* в -^д ^ . ь - ^ ^ р - ^ ^ ^ в ^ ) 

Мы построим НЧ ^п,. и 5 -множества Чй^ меры мень-

шей чем "к. и ^ меры меньшей чем ~-— , для ко-

1 + * Зл> ' 
торых выполнено 
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(4). У .х»<1*-^1& ~ -> \€Сх)-{(^)\< —а^Т^> « 

У ^ ^ е О д 1 & п Г » е <^9) э 

э *«, Г*-.* * ^ э Р с о, < ?™к - < ГГ* >• , ч- »> & 

й Г Л ^ ^ е ^ А ^ е О д 4 э а, в <^э » & 

& У ^ а ( ^ б ^ Ч ( а - е О И э а , е ^ 3 Л . 

Можно построить 5 -множество $ меры меньшей чем 

-^ и < Ж л 1 . и е М такие, что у * с #- ( 4 . 6 * . ^ 3 ) 

и для почти всех ВДЧ ж верно г е ^ = ж «{491.^?^ (см. 

лемму 3 иа [5] ) . 

Пусть яп- НЧ, лп-̂  < «те. . Мы докажем 

Г* (х е Од А & л С* е <?> =, Р ( 0 , - Г Н ^ - -ГЛГХ, * » -

Тогда будет установлено Р 5 «-СЧ-, о <Нт.'*1/п.) = 

/о <<-•„ ( >и, *• -и* н» <.(*"«*?-.-=<-. с< -лЛ|Л>< -1- . 
Пусть * К4Ч» г е 0 д и т ( 1 й в ^ ) . Тогда выполне

но или 

(5) * < <1,ф*{\0д Ад \> КЗ^хёУ^Од^ < % или 

(6) < 1 э 9 ' * * > и ° А 1 | * : * ^ < 5 , ^ * * > | . 0 А ^ • 

а) Если (5), то мы согласно замечанию 3 сразу получа

ем 

(7) Р<МЯ^}
1Л
--.1СХ,*) . 
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б) Цусть верно (б). Ив -п (ж в ^ ) следует 

п ( » в ^ ( < 1 , | > | _ 0 д ^ ) ) й 1 ( * Я 9 ' ( < 5 , . : > и 0 д ^ ) ) Л 

Ь-» Зк>(%~х$и)&-\(%в#Ъ &Уа.(а,е0ь/\э-1 (%*<*,)) 

и мы, таким обравом, можем согласно лемме 2 и вамечанию 3 

построить во врастающую систему КЦЧ <(&ъ^ъ»4 такую, что 

У<р((<у>е <<Г,О._0д1, &<),(у,)**х)ж З-КАбЬбъ&фшу-ЯЬ 

ЪУь (\ & Ъ &ъ эп(<ц.^ш <($?)) . 

Ввиду отмеченных нами свойств 5 -множеств ^ и $> 

верно 

(8) У* М4Ъ < <с э 2 д ^ т < Ч**и - *Ч > • 

Пусть -1> НЧ, 4-^4/--:'*? • Существуют возрастающие 

системн КДЧ < х ^ } ^ и НЧ < ^ ^ *<*шЛ такие, что 

У х ( ( х б 0 д 4 & . € ( х ) * ^ ) а 3 ^ ( 4 - ^ . 6 % &х « х ^ )) & 

& У ^ { ^ ^ ^ ^ 6 1 э ^ ^ ^ о с ^ < ^ ^ ) . 

Пусть Ьл , л,%, ъ4 и #г НЧ, А & 4,4 <. Л,% -6 ^ & 

& 4 .4 ^ .6 б ^ & 4 * ^ -6 в ^ . Тогда ввиду (4) и (8) 

верно пСтч,,^ * ^-Ц,#4) • 

Несоменно выполнено 

Ул((*б0д4&д.ж*(х)»«) 2 5 Зг^(4.&^^'С&4^^^ б^&Хжх^.)). 

Итак, мм имеем Р ( . | « . , ^ ? / Л , . ъ ) а Р ( Д б ^ , < С V , * ) 

и следовательно! (7). 
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Теорема 3» Пусть € равномерно непрерывная функция, 

О * Г * А . Тогд* 

а) если существуют абсолютно непрерывная функция чр и функ

ция «р ограниченной вариации на Од 4 такие, что 0 & 

6ср&4!Ы = 'фХ<р9 то 2 обладает свойством СТ^)* •, 

б) если .€ обладает свойством СТ..,)* , то можно построить 

воврастающие на О Д А абсолютно непрерывные функции ул 

и у такие, что ул (0)ж 0&% Ш * \&Ък Сл в 0 д 4 з 

з ^ С о ^ С * ) ) * * ) & Ух^Пф^Сф)--» «|Сж)1 -6 2 • 1ф~х1> , 

.{ = 1|; ж ( ^ ^ { ) и функция 1^ * * является функцией 

ограниченной вариации на 0 д < . 

Доказательство» Ввиду [61, замечания 1, теоремы 2 и 

леммы 4 достаточно ограничиться доказательством части б)» 

Пусть .€ обладает свойством СТ^)* . Согласно замеча

нию 3 и следствие леммы 3 существуют последовательность эле

ментов пространства М - " С < ^ ^ ^ 0 ^ - ^ » т **о л 

******* ^ ^ " « С и ) 

Тогда <Я^^ 40^4сГ2^ * ^ - Г Л , ^ - 4 . Соглас

но С43 существует возрастающая на 0 4 1 абсолютно непре-

рнвная функция щ такая, чтоУх(0**4 4эц1(х)*{{Кт)^) 
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и, следовательно* 

и т^ обладает свойством ( 5 ) . Ввиду сказанного можно по

строить возрастающую на О Д \ функцию у , которая явля

ется на Од 1 обратной к ул , Согласно теореме & из С93 

у является абсолютно непрерывной на 0 д А . Очевидно вы

полнено $ -г у * Су * € ) . 

Согласно лемме 4 функция у^ *. & обладает свойством 

СТ )̂* . Пусть -И ^пи^т- ^о& \, последовательность элемен

те в п ространства Ж такая, что У-КО^-ь э (ГС^ , * 0 # Л ^ , { 9 ^ $ Л ) ) . 

Тогда, очевидно! верно 

<»Си 
Следовательно, У*С(0«5-1, й Л-0 э (И. С-СЙ.̂ 5̂ ) ^ 1-^к, СЧ«№* ? Л » & 

4(к 1 ,<* Э(и.«1<,»Л) = ±.<«л-с»?С*„,)» . 

Отсюда мы согласно следствию, леммы 3 получаем, что ряд 

Я 
12* Я, • уиСИИ^}^) сходится и, следовательно, у<1 .* € 

функция ограниченной вариации на 0 л А 

На основании этой теоремы и замечания 4 мы получаем: 

Следствие» Пусть $* равномерно непрерывная функция. 

Тогда & обладает свойством (Т^)*6
 в том и только том 

случае, если существуют абсолютно непрерывная функция <$, и 

функция д> ограниченной вариации на 0 д \ такие, что 
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В конструктивной математике играют важную роль функ

ции, обладающие свойством со (см. [ 6 ] и С8] )• Поэтому 

интересно, если можно всякую функцию, обладающую свойством 

(Т,,)* , представить в виде ту * ср , где ос (ср)& 0& ср 6 4 

и цг абсолютно непрерывна на 0 д 4 . Оказывается, что от

вет на этот вопрос является отрицательным. В 131 построена 

возрастающая на 0 л \ функция & такая, что Ухль(\$ (*%-)-

-:€(-*)1-б1^.*-.._<1) и € не является абсолютно непрерывной 

на 0 д \ и, следовательно, верно -пъсСй) (см. Сб]). С д 

другой стороны верно следующее утверждение. 

Лемма 5. Пусть ср функция и о> д ЯУ сегмент такие, 

что со Сд) & <(У, д ? > и 0 Д / Ь -= съ & & , ат|г абсолют

но непрерывная на со Д Яг конструктивная функция. Тогда 

выполнено *зс (-цг * ср ) в том и только том случае, если 

у * ср функция ограниченной вариации на О Д 4 • 

Методами близкими к классическим можно доказать сле

дующее утверждение (ср . С1], § 2 6 ) . Заметим, что функция 1 

является сингулярной тогда и только тогда, когда она явля

ется функцией ограниченной вариации на О Д \ и выполне

но Д С | , - С 0 ' ^ ' / 1 с г > 0 ? т > ) . Всякая сингулярная функция обла

дает свойством со (См. замечание 1 и теорему 1 из [81 •) 

Теорема 4. Пусть $ равномерно непрерывная функция. 

Тогда можно построить возрастающие на 0 д \ сингуляр

ные функции д> и д^ такие, что ф ( 0 ) - к 0 & ф ( 4 ) -= 

-* \ Вс Усх (х € 0 д \ э %(с?(х))~х)&&(?.*ср^0г4<Г0Ъ(П) . 

Следовательно, верно ^=» (Э^* <рл ) % ср ; где ос(д>)& ос ( д О . 

Если 3" является функцией ограниченной вариации на 
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О А А , то 3" * 9-1 сингулярная функция, в частности 

верно ее С У * ф | ' • 

Таким образом, всякую функцию ограниченной вариации на 

О А И можно представить в виде суперпозиции двух сингу

лярных функций. 

Согласно теореме 4, следствию теоремы 3, теореме и лем

ме 1 x 8 ПО] и лемме 1 и8 Г7] верно следующее утверждение 

(ср . Ш , стр. 652). 

Теорема 5. Для всякой равномерно непрерывной функции 

У существуют неубывающие абсолютно непрерывные на О А 4 

функции €л ж $г м сингулярные функция <&л и д-д такие, 

что 0 4* ^ * А & 0 & Ъъ * 4 ж Уж ^ ж <^ + *2 * 9а. • ф У н к " 

цжж ^ *• % " % * 9 ^ обладают свойством СТ,,)* . 
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