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Commentstiones Mathematieae Universitatis Carolinae 

14,4 (1973) 

BER "SATZ VON DER GLEICHMXSSIGEN BESCHRXNKTHEITM FOR 1INE 

KLASSE NICHTLINEARER OPERATOREN 

Georg HETZER, Aachen 

Abstract; Let I be a topological space. A a covering 
of X with two further properties, Y a locally convex Haus-
dorff space. We prove a uniform boundedness theorem for a 
class of so-called & -bounded operators, which are defined 
on X and map each A * X into a bounded set of Y . The con­
cept of the adjoint of enA -bounded operator and especially 
a here stated embedding theorem are basic for our results* 

Key words: Uniform boundedness theorem, A -bounded ope­
rators, functions spaces* 

AMS: 47H99 Ref. 2. 7.978 

0* Einleitung* 

In der "funkctionalanalytischen Literatur" bezeichnet 

man die folgende Aussage als "Satz von der gleichmassigen 

Beschrankheitw: 

Satz: 
1) 

Vox*: X Banachraum, Y normierter Raum, Jl £ h(X ,Y) , 

ii punktweise beschrankt* 

Beh*: *tut, I u, I < co , d.h. Jl ist auf alien be-

schrankten Mengen gleichmassig beschrankt* 

1) L (X Y) i m iAA, I u, : X — • Y linear und stetig } . 
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In der letzten Form iat die Behauptung fur lokalkonvexe 
2) lineare Hausdorffraume X 9 Y richtig, wenn X quasi-

vollstindig oder tonneliert iat. 

Unsere Absicht ist es, eine entsprechende Fragestel-

lung fur eine Klasse A -beschrankter ^' Operatoren zu be-

handeln. Wie schon in [5] bei der Pbertragung des Satzes 

von Banach-Steinhaus muss die Voraussetzung " HL punktwei-

se beschrankt" dureh die punktweise Beschranktheit der Bi-

adjungierten "* der Elemente von M ersetzt werden. Mit 

dieser Verscharfung erhalten wir insbesondere die zweite 

Version der obigen Pehauptung fur den linearen Raum aller 

lokalbeschrankten stetigen Funktionen zwischen zwei normier-

ten Raumen (vgl. Satz 4). In 4. schliesslich geben wir ei­

ne Verscharfung unseres Hauptsatzes (Satz 3) im Falle w y 

endlichdimensional" mit Hilfe des Satzes von Mackey. 

Unsere Ergebnisse beruhen auf Satz 2, der, abgesehen 

davon, ebenfalls von Interesse ist, da er eine Erganzung 

bekannter Aussagen uber Funktionenraume (£21, £3]) darstellt* 

Weitere Ergebnisse diesbezuglich findet man in [4]. 

1* Grundlagen: 

Wir t re f fen folgende Vereinbarungen: Der Korper JC € 

£ { R , € $ i s t s t e t s vorge leg t . Fur Mengen X,Y i s t : 

fot(X): *> i Z l Z s X f , rX:mi£\£t X —+ 7 J . I s t 

A s P o t C X ) , so schreiben wir, JL e r f u l l t (Al) bzw. (A2) 

2) Kurzschreibweise im Folgenden: l . k . l . H . 

3) Definit ionen siehe 1. 
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bzw. (A3), falls jilt: 

(Al) § £ JL , (A2) A V A i v A 2 fi A^ , 

(A3) U A - X . 
A sA 

Definition 1, X + $ , $ * A S ?ot(X)t Y l.k.i.H., 

f s JC—> ]T , f heisst A -beschrankt. falls gilt: 

A £(A) beechrankt. 

Sei X + $, $ 4s AsPatCX) , ]T l.k.l.H., so bezeichnen wir 

rnit J^CX,y> den line&ren Raum aller A -beschrankten 

Funktionen von X in y. Pur O 4 ) TA(X,y) ist T^CY) 

die Topologie der gleichmassigen Konvergenz auf alien Ele-

menten von A bez. der kanonischen uniformen Struktur auf 

y (vgl.[2l , § 1 Nr. 2). TA(T) ist lokalkonvex (£33Chap. 

3, § 3 Prop.l) and hausdorffsch, wenn A (A3) erfullt (£23, 

§ 1, Prop.l). Mit y* bezeichnen wir den "topologischen 

DualraunT von y, Y" ist per definitionem (Y^fiCY^J))', 9t : 

. y — • y" ^ e kanonische Einbettung, die definiert iot 

durch: 

A A <*, V > « <&',*€ (*L)> O) 

Entspreehend (vgl.£l3) definiert man fur eine Menge X ŝ  $ , 

A £ ? o * C X ) , E o P A ( X , R ) , E\< * C B , T A C K »
f eine Ein­

bettung & s X — * E* durch: A A <e,ie(x)>9 eCx) , 
^ eX eeE 

4) E linearer Raum, Z o E / ^ ^ Z linearer Teilraum von E . 

5) < > > l»ezeichnet die kanonische Bilinearform "anwen-
den auf" auf einem l.k.l.H. una seinem Dualraum. 
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Im linearen Fall spez ia l i s ier t sich ae auf die bekann-

te Definition der kanonischen Einbettung. 

Definition 2. X * $ , $ # A S Y&4CX), E<?FACX,K> 

trennt X , wenn g i l t : A V (* + x *-» e Oc.) * ©Coĉ )) . 

Bemerkung: *e injektiv <—«=> E trennt X (vgl.C43)-

Analog zu Cl3 definieren wir: 

Definition 3, X * $ Menge, .A £ E** (X ) er fu l l t 

(Al) - (A3), y l . k . l . H . , fiX—*>Y A -beschrankt. Die 

Abbildung f * ; y*—* J^CX^K) , definiert durch: 

A A Vttf (x)tsz <f Cx) ,V > heisst Ad.iunid.erte von f . 
xcxyir — 

Bemerkungen: 1) f' ist linear, 

2) Im linearen Fall erhalt man die bekannte Definition der 

7) 
Adjungierten, da dann Bild {/ C£') £ X* ist. 

Im Folgenden werden wir, sofern £ o F^ (X , IK ) , Bild (£') s 

£ E ist, £* als Abbildting von Y' in E auffassen. Sei 

E o F^ (X, K ) , so bezeichnen wir den linearen Teilraum 

aller Elemente £ c TA (X, Y ) , die Bild C£») c E erful-

len, mit Bg (X,y) . Eigenschaften von £' und Beziehungen 

zwischen £ und £% sind in £13, [41 und 151 untersucht wor-

den. Einige der dort erzielten Ergebnisse, die hier beno-

tigt werden, fassen wir im folgenden Satz zusammen: 

6) d.h. X l . k . l . H . , A £ « B i B £ X , B beschrankt T , £ » 

- r . 
7 ) X , y Mengen, f t X—• Y , Bild <£ )t<^\^mY9 V £(*)* »J . 

* % y 

- 742 -



Satz_l . 

Vor.: I 4 « $ , & £ ?<rt (X ) erftil lt (Al) - (A3), 

T l . k . l . H . , E oFA(X, K) , £ € S E ( J C , y ) , 

ae, ae wie oben definiert . 

Beh.: (1) £* i s t bez. fi(Y',Y) auf Yf und T̂ CHC) 

auf E s t e t i g . 

(2) £' i s t bez, er(Y\ Y) auf Y' und *C£,E f > 

auf E s t e t i g . 

(3) Bild (£"> e y" . 

(4) £ n i s t bez. CCE', E ) auf V und ercy",y') 

auf Y" s t e t i g . 

(5) £" i s t bez. £ < E \ E ) auf E* und pcy '^y ' ) 

auf Yrl s t e t i g . 

(6) A £" o ae£(oO * *e o £Cx) . 
y e * 

Bemerkung: Der stetige lineare Operator £"? E * — * y " 

lasst sich bekanntlich, wie folgt, zerlegen: £"** £^ * sr 

wobei sr : £* > Child (£')V die kanonische Abbildung 

von E 1 auf (Bild <£'))• ist, £» i C&UcL (£>))< * y H 

die bez. Bild (£*) gebildete Adjungierte ist. Aus dieser 

Darstellung folgt so fort, dass fur M £ TA (X , y ) die 

punktweise Beschranktheit von < £*M £ * JUL } unabhangig von 

dem gerade vorliegenden E ist, wir deshalb fur diese Vor-

aussetzung E nicht festlegen miissen. Davon werden wir spa-

ter Gebraach raachen. 

8) 

8) Jedera e' e £ f wird e' \<&yieL(£'\ zugeordnet. 
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2* Bin Einbettun^ssatz fur £ E ( X , y ) . 

Definition 4. X l . k . l . H . , A&To^tiX), 

schrankt, A he iss t aaturiert, f a l l s : 

(1) A e A — > ( A M * $ - * > X € Al , 
W 4m A 

(2) / \ tA A _ U A, e A , 

(3) A A y A a , 
<pelK A € A y 

9) 
(4) A co-CA) e A 

Bemerkungen: 

1) Sei $ 4= A C p<*«fc CX ) , A e A beschrai&t, so exis-

tiert eine kleinste saturierte Obermenge A , die sogenannte 

saturierte Hulle, 

2) 1st y l.k.l.H., H 0 L CX,y) , so gilt: T ^ m * * T J J C Y ) 

aaf M (vgl. auch: C31 Chapt.III, § 3 exere. 2a)• 

frepna ±$ 

Vor.: X * $ Menge, A £ Po* (X) erfullt (Al) - (A3), 

E e F ^ C X , DC), E trennt X . 

Ben.: (1) A *t£CA) ; ffCE', E ) beschrankt , 

(2) u ^ io> B~ r • 

9) X linearer Raum, M s X , ccCit) beaeicnnet die abso-
lutkonvexe Hulle von ill • 

10) *EC A>* »<*e6<A> I A c A * , ~ ist im Folgenden 
stets bez. * <E\£) auf E1 zu verstehen. 
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Beweis; (1) Nach Definition von ae gilt: 

„ A C AAl<e,«2. <*)> l» le(*) I . Da jedea e * E A -

beschranktes Funktional i s t , i s t Jbuup, \z, (x) \ *c co , 
x « A 

also e (A) 6'CE,,E') beschrankt* 

(2) In Cll wird gezeigt: (* ) £'* U U A'30 U ) 

feflt+Koj A««t 

und (** ) >\ ccC*,E(A)) aYE,'E) « A** • Definition 4 
Ac4 

und Teil 1 des Lemmas ergeben dann die Behauptung. 

Definition 5. X 4* $ Menge, A £ ?<yt (X) erfullt 

(Al) - (A3), E a TAiX,K)9 CE,TACIC)) hat die ligejj-

schaft (B), falls jedes Element aus *,*(A) /J(Ef,E) be­

schrankt ist. 

Bernerkunfi* CE^T^(K)) hat insbesondere die Eigen-

schaft (B), wenn CE^T^CIK.)) quasivollstandig Oder tonne-

liert ist, da dann jede ffCE* ,£) beschrankte Menge 

(hCZ\Z) beschrankt ist (vgl.D3, Chap-.IV, § 3, Prop* 1 

und Prop. 2). 

Lemma_2• 

Vor.: X * $ , J l s F o t C X ) e r f u l l t (Al) - U 3 ) , 

£ <E F^CX, K) , £ t rennt X , C E . T ^ C K ) ) 

11) A ' U - f c l e e E , A k ( * ) U H , ° bezeich-

ne die Absolutpolare. 
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hat Eigenschaft (B), Y l.k.l.H., Y" wird un-

ter pCY", Y$ ) betrachtet. 

Bell.: (LA(E\ Y
M) 12), T ^ - <y») ist lokal-

konvex und hausdorffsch. 

Beweis: Da CE,TA(IK)) Eigenschaft (B) hat, gilt: 

A B fiCE'.E ) beschrankt. Deshalb ist 

T,-~ CY") lokalkonvex. Lemma 1(2) sichert die Haus-

dorffeigenschaft• 

Sei X * $ , A sPo-t CX) mit: A erfullt (Al) - (A3), 

7 l.k.l.H., so ist nach Satz 1(4) <p i £\—• £" (£ e 

e B E C X , Y ) ) eine Abbildung in L^ ( E$, Y") . Im Fol-

gender, wird diese Abbildung stets mit y bezeichnet. 

Wir zeigen nun: 

Satz 2. 

Vor.: X * $ , .ft £ Po* CX > erfullt (Al) - (A3), 

E G F* C X , K > , E trennt X , C E , TA (IK )) 

hat Eigenschaft (B), y l.k.l.H., Y" sei mit 

pcy%* , y ) ausgestattet, pe stetig, 

Beh.: y ist topologischer Homomorphismus -*' von 

<B CCX,Y), TAY)) in (LACE\ y
M), T\~ <yM)) . 

12) L^E^y^i-rUUi £* • y " linear und bez. 
£CE%E) and /!<yf,,y') stetig} • 

13) d.h. lineare injektive stetige Abbildung, deren Inver­
se stetig is* 
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Beweis: Dass y linear und injektiv ist, folgt di~ 

rekt aus Definition 3. Unter Berucksichtigung von Bemer-

kung 2 zu Definition 4 genugt es, zu zeigen, dass <p ste-

tig und offen bez. TACY) auf B E < X , Y ) und 

T *«a> ( y , , ) auf V E'' y , , ) ist. 
1) y ist stetig: 

Sei W £ vorgegeben 4' mit V etyCO) , wobei 

^p(O) Nullumgebungs basis von (h CY"9 Y
9) ist* Da ae 

nach Voraussetzung stetig ist, ist «e"1CV) Umgebung in 

/ . Es gilt: 

wCti A ) * <£n\£ *3t,CXfY)9 fCA) & *T*CY)% 

S<AL \** LflCZ\Yn),u.(«,B(A)) fi V> 

(vgl. Satz 1(6)). Letzteres ist aber gerade W . ,. ., • 

2) cp i s t offen: 

Sei VL CO) Nullumgebungs basis aus Tonnen in 7 , Da ae 

lineare Homoomorphie auf u>CY) o TM i s t , - 9€ i s t ja 

s t e t s injektiv und offen und nach Voraussetzung s t e t ig - , 

gibt es eine Nullumgebungsbasis 7t)C0) aus Tonnen in 

y , f , so dass VLC0)~ <*e*(V) I Vm K)(0) } i s t . Sei 

A c A ,U m VL CO) . Mit Hilfe des Auswahlaxioms er-

14) X + $ , A S ?©* CX > erful l t (Al), (A2), Y l . k . l . H . 
mit Nulluragebungsbasis 1QC0), H a FA<X,y>, V)C0hm 
;««fWAfYIWAV:-<frlfr*H,frCA)sV*, A I A J I ^ J 

i s t Nullumgebungsbasis fur TA<y> auf H (vgl. 12 3 
und €31 ) . 
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halt man eine Umgebung Ye TQiO) mit *,~1(V)*U . Es g i l t 

dann: y UW^ ) ~ <p~\<£" If e B g (X, Y), £«C«F(A» Q Y} 

(vgl . Satz 1 (6) ) . Da 1&*(Y)*U i s t und ttT'Vss (£CA)»S ^"(JO 

i s t , erhslten wir: 
9 f C H r e f i ^ ) ^ ) = r < £ | £ , c B t C X , y ) , f CA)55 U J » F4 „ . 

Also ist y offen. 

3* Per "Satz von der gleichmassigen Beschranktheit": 

Mit Hilfe von Satz 2 erhalt man: 

Sajz.i: 

Vor.: X * f>, A s ?<HtCX) erfullt (Al) - (A3), 

E G F % a , K ) , B trennt X, CE, T^CtC)) 

hat Eigenschaft (3), Y l.k.l.H., at stetig bez. 

der Topologie von Y und /&<yf,f Y') auf Y" , 

( E' , (3 ( E', E )) quasivollstandig Oder tonne-

liert, M s B £ C X , Y ) , g> (Jl) punktweise 

beschrankt. 

Beh.: M ist bez. T- ( Y ) beschrankt. 

Beweia; Betrachten wir 7 " unter /3 C Y'^Y 1) , so sind 

die Voraussetzungen von Satz 2 erfullt. Deshalb ist p ein 

topologischer Homomorphismas von (BgCX,y> f T^CY)) in 

CL a(B',Y
M) , T , ~ CY")) . Es genugt deshalb zu zeigen, 

dass wUk) bez. T ^ ^ CY") beschrankt ist, Wenn 
^ ae8<AV 
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(E*, (S(E*,E)) quasivollstandig oder tonneliert ist,ist 

<y (M) nach Th^oreme 1 bzw. 2 in Chap. Ill, § 3 von [3] 

gleichmassig beschrankt auf alien £(£*,£) beschrankten 

Mengen. Da (£,TA(K.)) Eigenschaft (B) hat, ist 

T^gy ( Y") grober als die Topologie der gleichmassi-

gen Konvergenz auf alien beschrankten Mengen. Also ist 

q>(Jt) bez. T^>~ Cy,§) beschrankt. 

Bemerkun^en. 

(1) Nach Bemerkung zu Definition 5 erhalten wir als Spezial-

fall fur Eigenschaft (B): (Z,TA(K)) tonneliert Oder 

quasivollstandig. Beides ist z.B. erfullt, falls 

( E , TA C K )) Fre*chetraum ist. Im Fall < E , T^ (K )) 

tonneliert, ist ^E', /3(E',E)) stets quasivollstandig 

(vgl.[31, Chap. IV, § 3, Prop. 3). 

(2) Fur den Spezialfall " X reflexiver l.k.l.H.% A = 

=r < A I A s X , A beschrankt } , it: X—* /•• stetig bez. 

der Topologie von V und fiCY", V) , erhalten wir das 

in der Einleitung erwahnte Ergebnis des linearen Falles. 

(3) Dass aus dem obigen Satz im Gegensatz zum linearen Fall 

kein Satz vom "Banach-Steinhaus Typ" folgt, beruht darauf, 

dass im nichtlinearen Fall nich di Squivalenz von gleich-

massiger Beschranktheit und Gleichstetigkeit besteht, die 

im linearen Fall, wenn der Definitionsbereich tonneliert 

ist, ja bekannt ist. 

(4) M 9CM) punktweise beschrankt" impliziert M Jsfl punkt­

weise beschrankt". Dies zeigt Satz 1(6). Andererseits folgt 
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aus (* ) und ( # # ) im Beweis von Lemma 1(2) und Satz 1(4), 

dass M Ji bez. TA(Y) beschrankt" w <y(K) punkt-

weise beschranktw ergibt. 

Wir erschliessen aus Satz 3 den folgenden interessan-

ten Spezialfall: 

?qtz 4. 

Vor.: X,Y normierte Raume, A: « -f A ) A & X , A 

beschrankt, A # $ ? , C^CJCjY): « <£ i f « ¥&<*> Y> f 

f s t e t i g ? , .M s C^(X,y) , i£*\ £ « JA ? punkt-

weise beschrankt ^ . 

Beht; M ist lokalgleichmissig beschrankt. 

Beweis: Wir setzen £ ; =• C^ (X, K ) . Wie man leicht 

zeigen kann (vgl.[43), ist C^CX»K) , T A C K ) ) ein 

Fr^chetraum und C^CX,y) € l E < X , Y > . Pie ^ C T ) 

Beschranktheit von H ist gerade die lokalgleichmassige 

Beschranktheit. Es genugt deshalb, die Voraussetzungen von 

Satz 3 fur den vorliegenden Spezialfall zu realisieren. 

CB , TfcCK.)) ist als Fr^chetraum tonneliert, hat also 

die Eigenschaft (B) (Bemerkung 1 zu Satz 3)* Daraus folgt 

ausserdem, dass (£',/$(E',E>) quasivollstandig ist. 

Ba T ein normierter Haum ist, ist ee Isometrie. Nach Be­

merkung zu Satz 1 ist cpCML) punktweise beschrankt, da 

nach Voraussetzung die bez. J^(X,1K) gebildeten Biad-

15) Man vergleiche Bemerkung zu Satz 1. Jedenfalls kann fM 

zunachst bez. F.(X, K ) gebildet, verstanden war­
den. 
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jungierten punktweise beachrankt sind. Dann ergibt Satz 3 

die Behauptung, da " E trennt X M trivialerwise erfullt 

ist. 

Bemerkungen. 

(1) Bekanntlich ist jede gleichmassig stetige Abbildung 

f i x - ^ y aus c^cx,r> . 

(2) Im Spezialfall X reflexiv, Ji £ L(X9Y) erhalten 

wir den in 0. formulierten Satz. 

(3) Der lineare Fall zeigt schon, dass die Voraussetzung 

" 9 CM) punktweise beschrankt" nicht zu M M punktweise 

beschrankt abgeschwacht werden kann, da dann die Vorauset-

zung X Banachraum durch X normierter Raum ersetzt wer­

den konnte. 

(4) Analog zu Satz 4 kann man den folgenden Spezialfall von 

Satz 3 zeigen: 

Vor.: 2, Y normierte Raume, X Q Z , X beschrankt, 

A m iXl , J4s C^CX/r) , yCJi) punktweise 

beschrankt. 

Beh.: M gleichmassig beschrankt. 

4» Verallgemeinerung von Satz 3 fur endlichdimensionale 

Bildraume. 

Zum Abschluss wollen wir zeigen, dass im Spezialfall 

dttm,(Y)<: co Satz 3 mit Hilfe des Satzes von Mackey ver-

scharft werden kann. Da Y l.k.l.H. ist, kann o.B.d.A. 
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y sr K^ fur ein geeignetes rrv e K angenommen werden. 

Satz 5. 

Vor.: X * $ Menge, A s B ^ ( J C ) erfullt (Al) -

(A3), E <£FAOC, K ) , E trennt X , 

M e B E C X , HC"* ) , 9 ( M ) punktweise be­

schrankt. 

Behj.: M ist bez. T\,( HC ) beschrankt. 

Beweis: Sei ( f̂  ,..., f^ ) Koordinatendarstellung von 

£ • Wir zeigen zuerst, dass die Biadjungierte £u: E*—> 

— • K ^ eines Elements £ e B£C X, K"
1) durch e* i—> 

»—* (<£<,e' >, ... ,<£^,e'>) gegeben ist. 

Nach Definition 3 ist £': H."*—* E die folgende Abbildung: 

<?>l>->?m^»—* ^ ^ £ ^ falls < f l ,... f f W) c U.
1* ist. 

Sei (̂ t..., 9^,) Koordinatendarstellung von £ " , so ist 

nach Definition der Biadjungierten: 

&«•*<**» e ,>%&*^* te , ,r tr alle <*v-,*v>« *"• 
Also ist <v. Ce*) * < £2 % e' > fur 4 £ i, & m . 

Verwendung dieses Ergebnisses ergibt: 9?CM ) punkt­

weise beschrankt, genau dann, wenn gilt: 

/\ /\ >uufu l<£. ,e'> I < <x> . Das bedeutet aber: 

/\ <£• 1 £ € M J 0CE,E') beschrankt. Also ist nach 

dem Satz von Mackey <£, I f € Jl i fur 4 £ 4/ <£ 01 T ^ C K ) 
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beschrankt. Da die Topologie auf K ^ die von der Topolo-

gie auf K erzeugte Produkttopologie ist, folgt: Ji ist 

bez. T C K V* beschrankt. 
Jit 

Bemerkung. 

Im Spezialfall m, «* 4 ist E « B E C JC, IK. ) . Dann erge-

ben die Oberlegungen des vorigen Beweises, dass " 9 CM ) 

punktweise beschrankt" und M JJ cr(B,E') beschrankt" aqui-

valente Aussagen sind. Satz 5 geht also im Spezialfall 

m, * 4 in den Satz von Mackey uber. 
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