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DER "SATZ VON DER GLEICHMASSIGEN BESCHRANKTHEIT" FOR EINE
KLsSSE NICHTLINEARER OPERATOREN

Georg HETZER, Aachen

Abgtract: Let X be a topological space, £ a covering
of X with two further properties, Y a localiy convex Haus-

dorff space. We prove a uniform boundedness theorem for a
class of so-called 4 -bounded operators, which are defined
onX and map each Ae A into a bounded set of ¥ . The con-
cept of the adjoint of an.A -bounded operator and especially
a here stated embedding theorem are basic for our results.

Key words: Uniform boundedness theorem, .4 -bounded ope-
rators, functions spaces.

AMS: 4TH99 Ref. Z. 7.978

O, Einleitung.

in der "funkctionalanalytischen Literatur" bezeichnet
men die folgende Aussagg als "Satz von der gleichmé@ssigen
Beschrankheit":

Satz:

Vor.: X Banachraum, Y normierter Raum, # € L (X,Y) 1),
M  punktweise beschrankt.

Beh.: W s lul<oco, d.h.M ist auf allen be-
schrénkten Mengen gleichméssig beschrénkt.

1) LX VN:edfulu: X—Y linear und stetig}.
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In der letzten Form ist die Behauptung flir lokalkonvexe
lineare Hausdorffraume 2) X ,Y richtig, wenn X gquasi-
vollstandig oder tonneliert ist.

Unsere Absicht ist es, eine entsprechende Fragestel-
lung flr eine Klasse A -beschrénkter 3 Operatoren zu be-
handeln. Wie schon in [5] bei der Ubertragung des Satzes
von Banach-Steinhaus muss die Voraussetzung " M punktwei-
se beschrankt" durch die punktweise Beschrénktheit der Bi-

adjungierten 3)

der Elemente von M ersetzt werden. Mit
dieser Verscharfung erhalten wir insbesondere die zweite
Version der obigen ehauptung fiir den linearen Raum aller
lokalbeschréankten stetigen Funktionen zwischen zwei normier-
ten Raumen (vgl. Satz 4). In 4. schliesslich geben wir ei-
ne Verscharfung unseres Hauptsatzes (Satz 3) im Falle " Y
endlichdimensional” mit Hilfe des Satzes von Mackey.

Unsere Ergebnisse beruhen auf Satz 2, der, abgesehen
davon, ebenfalls von Interesse ist, da er eine Ergénzung
bekannter Aussagen Uber Funktionenrdume ([21,[3]) darstellt.

Weitere Ergebnisse diesbeziiglich findet man in [4].

1. Grundlagen:

Wir treffen folgende Vereinbarungen: Der Korper K e
e{li,t} ist stets vorgelegt. Fiir Mengen X,Y ist:
Pt (X):=421ZeX?, Yimi£1£€:X— Y3 . 1Ist
AsPot(X), so schreiben wir, 4 erfiillt (Al) bzw. (A2)

2) Kurzschreibweise im Folgenden: l.k.l.H.

3) Definitionen siehe 1.
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bzw. (A3), falls gilt:

(A1) (A2) A v A A, s A
étﬂl A,”Aze.ﬂ, Aaeﬂ— q Y g 3

(A3) U A=X.
As A

Definition 1. X+ @, § + A € Pot(X),Y l.kel.He,
f:X— Y , £ heisst A -beschrénkt, falls gilt:
/A £(A) beeschrankt.
Ael :

Sei X%&,d+AsPt(X),Y 1l.k.l.H., 80 bezeichnen wir
mit F, (X,Y) den lineuren Raum aller A -beschrénkten
Funktionen von X in Y. Fir o %) Fp (X,Y) ist Tg(Y)
die Topologie der gleichmassigen Konvergenz auf allen Ele-
menten von A bez. der kanonischen uniformen Struktur auf
Y (vgl.[21,§ 1 Nr. 2). T4(Y) ist lokalkonvex ([3]Chap.
3, § 3 Prop.l) und hausdorffsch, wenn A (A3) erfillt ([2],
§ 1, Prop.1). Mit Y’ bezeichnen wir den "topologischen
Dualraum” von Y, Y” ist per definitionem (Y’,3(Y’, X)), 2 :
:Y—> ¥"  die kancnische Einbettung, die definiert ist
durch:

3)

Entsprechend (vgl.[1]) definiert man fir eine Menge X # & ,
AsPt(X), EaF (X,K), B': = (E,T,(K))' eine Ein-

bettung szx——b E' durch: A AN <e,,oee'(x))= e(x) .
xeX eek

- o -

4) P linearer Raum, Z < E:¢md Z linearer Teilraum von E.

5) < 4> vezeichnet die kanonische Bilinearform "anwen-
den auf" auf einem l.k.l.H. und seineir Dualraum.
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6)

Im linearen Fall spezialisiert sich acE auf die bekann-

te Definition der kanonischen Einbettung.

Definition 2. X# 3,3 + A cPot(X), EcFyu(X,K)

trepnt X , wenn gilt: A - V (X, # x, = e(x)+ e(x,)) .
X,x,e X ee

Bemerkung: %F  injektiv <=m=> E tremnt X (vgl.(4]).

Analog zu (1] definieren wir:

Definition 3. X # & Menge, AcPot (X) erflillt
(Al) - (A3)’ y lukqloﬁo, £ x‘_’ y A -bescht‘ank't. Die
Abbildung £’':Y'—> Fy(X,K) , definiert durch:

/\ ) = ’ 3 3 3
AN .,’/.\y' £y’ (x)s= <£(x),4'> heisst Adjungierte von £ .

Bemerkungen: 1) £' ist linear.
2) Im linearen Fall erhalt man die bekannte Definition der

Adjungierten, da dann Bild 7) (£") & X’ ist.

Im Folgenden werden wir, sofern E ¢ Fo (X,K), Bild(£f")s
¢ E ist, €' als Abbildung von ¥’ in E auffassen. Sei
Ee Py (X, K) , 80 bezeichnen wir den linearen Teilraum
aller Elemente £ € Fo(X,Y) , die Bild(£) e E  erfil-
len, mit Bg (X,Y). Eigenschaften von £’ und Beziehungen
zwischen £ und £' s8ind in [1],[4] und [5] untersucht wor-
den, Einige der dort erzielten Ergebnisse, die hier bend-

tigt werden, fassen wir im folgenden Satz zusammen:

6) d.he X lok.loHo, ARS4{BIB ;x, B beschrankt} ’ E=
- X |
7) X ,Y Mengen, £f:X—7, Bild(f)s{g,\gey,x\‘/y £(x)=n3.
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Satz 1.

Vor.: X+ & , A e Pot (X) erfillt (Al) - (A3),
Y l.kelHey, EcFq(X,K), feB(X,Y),

%, %% wie oben definiert.

Beh.: (1) £' ist bez. B(Y',Y) auf ¥' und To(K)

auf £ stetig.

(2) £ ist bez. 6(Y', Y) auf Y’ und 6(E,E")

auf E stetig.

(3) Bild(£M e Y .

(4) £7 ist bez. 6(E’,E) auf E' una 6(Y",Y")

auf Y stetig.

(5) £" ist bez. (B(E’,E) auf E' und B(Y",¥")

auf Y" stetig.

(6) A\ £" 0 2B(x) = o 0 £(x) .

x&X
Bemerkung: Der stetige lineare Operator £": E'—Y"

ldésst sich bekanntlich, wie folgt, zerlegen: £"= £’ e o1 ,
wobei sr: E'—> (Bld (£'))’" die kanonische Abbildung 8)
von E' auf (Bila (£'))’ ist, £ ¢ (BRA (£D))'—>T"
die bez. Bild (£') gebildete Adjungierte ist. Aus dieser
Darstellung folgt sofort, dass fir M &€ Fo (X ,Y) die
punktweise Beschranktheit von {£"1f e« M} unabhangig von
dem gerade vorliegenden E  ist, wir deshalb fiir diese Vor-
aussetzung E nicht festlegen missen. Davon werden wir spé-
ter Gebrauch machen.

8) Jedem &' e E' wird ¢’ ‘Bi!d.(f') zugeordnet.
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2. Eia Einbettungssatz fir B, (X,Y) .

Definition 4. X 1l.k.l.H., A s Pot(X), Aﬁ\.ﬂA be-
schrankt, A heisst ggturiert, falls:

(1) Ae A mmr (AM*E=>Me ),

() m,ﬁ\u “;’Quu“”'” 16t4m Ape b,
(3) ?4\.\ A/e\A. fAc A,
—_—9)
(4) N\ co(A) "€ A .
AeR .
Bemerkungen:
1) Sei b+ A S Pot(X), Ae A beschrankt, so exis-

-~
tiert eine kleinste saturierte Obermenge A , die sogenannte

saturierte Hiille.

2) Ist ¥ l.k.l.H.y, HGL(X,Y), so gilt: Tg(¥Y)= Tz (Y)
auf X (vgl. auch: (3) Chapt.IIT, § 3 exerc. 2a).

Lemma ;/.
Vor,: X # & Menge, A S Pot(X) erfillt (ALl) - (A3),
EePy(X,XK), E tremnt X .

Beh,: (1) A{\ﬂnE(A), 6 (E', E) beschrankt ,

2 Y B=E' .
Bawrcn 100

9) X 1linearer Raum, M ¢ X , co' (M) bezeichnet die abso-
_ lutkonvexe Hiille von M .

10) B A): =42fC(AVIAc L3, ~  ist im Folgenden
stets bez. € (E',E) auf E' zu verstehen.
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Beweis: (1) Nach Definition von @t gilt:

E .
L/‘\E “/‘\Al<e,w(x))(=|e(x)l . Da jedes e € B A -

beschrénktes Furktional ist, ist wup le(x)] < 0 ,
xXe
also %°CA) €(E',E)  beschrinkt.

(2) In (11 wird gezeigt: (x ) E'= AM 11)

eeR*i{0} Aed

und (% %) A co (E(A)) OCBHE) _ APO | pefinition 4

und Teil 1 des Lemmas ergeben dann die Behauptung.

Definition 5. X % & |Menge, A < Pot(X) erfillt
(A1) - (A3), E e Pyp(X,K), (E,Tg(K)) hat die Eigen-
~
schaft (B), falls jedes Element aus af(A) B(E',E) be-

schrankt ist.

Bemerkung. (E,T,(K)) hat insbesondere die Eigen-
schaft (B), wenn (E,Ta(K)) quasivollsténdig oder tonne-
liert ist, da dann jede & (E',E) beachrénkte Mernge
BC(E’,E) beschrankt ist (vgl.31, Chap.IV, § 3, Prop. 1
und Prop. 2).

Lemma 2.
Vore: X4 &, A sPot(X) erfillt (Al) - (A3),
EGP&(I,K) , E trennt X, (E, T,(K))

11) Af={ele «E, L leot a3, O bezeich-

ne die Absolutpolare.
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hat Eigenschaft (B), ¥ 1l.k.l.H., ¥Y” wird un-
ter B(Y", ¥’) betrachtet.

Beh.: (L, (E', ¥™) 12) T, () ist lokal-

konvex und hausdorffsch.

Beweis: Da (E,T,(K)) Eigenschaft (B) hat, gilt:

AN B (E',E) beschrankt. Deshalb ist
Be ekl P ?

T~ (Y”) 1lokalkonvex. Lemma 1(2) sichert die Haus-
el Q)

dorffeigenschaft.

Sei X%, RsPot(X) mit: A erfallt (Al) - (A3),
Y 1l.k.l.H., 8o ist nach Satz 1(4) @: £+ £ (fe
€eBg (X,Y)) eine Abbildung in L (E’,Y").Im Fol-
gender. wird diese Abbildung stets mit ¢  bezeichnet.

Wir zeigen nun:

Satz 2.

Yor,: X+ &, Asht(X) erfiillt (Al) - (A3),
EecFp(X,K), E tremnt X, (E, Ty (K))
hat Eigenschaft (B), ¥ 1l.k.l.H., Y” sei mit
pCY", YY" ausgestattet, se stetig,

Beh.: ¢ ist topologischer Homomorphismus 13) von

(B CX,Y), T,(¥)) dn (LyCE", Y™, To CY")).

- e - - -——

12) Lp (B, Y)imdulu: E'—s YY" linear und bez.
PCE,E) und B(Y",Y’) stetig} .
13) d.h. lineare injektive stetige Abbildung, ceren Inver-
se stetig is*
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Beweis: Dass ¢ 1linear und injektiv ist, folgt di-
rekt aus Definition 3. Unter Beriicksichtigung von Bemer-
kung 2 zu Definition 4 geniigt es, zu zeigen, dass ¢ ste-
tig und offen bez. T, (Y) auf Bg (X,Y) und

” 1) ' .
Tn'(ﬂ) y”) auf L, (E', Y") ist.

1) ¢ ist stetig:

. 14) . ¢ :
Sei W“E“), v vorgegeben nit Ve ®(0) , wobei
» 0 Nullumgebungsbasis von (B (Y”,Y’) ist. Da ee
nach Voraussetzung stetig ist, ist ee-1(V) Umgebung in
y . Es gilt:

PW, )= {£"1£ B (X,Y), £CA) 5 (V)3

;oY)

S 4u lu €L, (E,Y"), w(ef(AN s V3

s . . .
(vg atz 1(6)). Letzteres ist aber gerade w,es. ), v

2) @ ist offen:

Sei M (0) Nullumgebungsbasis aus Tonnen in Y. Da ge
lineare HomOomorphie auf ee(Y) ¢ YY" ist, - s ist ja
stets injektiv und offen und nach Voraussetzung stetig - ,
gibt es eine Nullumgebungsbasis %) (0) aus Tonnen in
Y", 50 dass WC(O) =42 V) IVe DCO)}  ist. Sei
Ae A ,U e W(O0) . Mit Hilfe des Auswahlaxioms er-

14) X% d, A s Pot (X)  erfillt (Al), (A2), ¥ 1.k.l.H.
mit Nullumgebungsbasis M(0), He Fp(X,Y), M(0:=

smAWpyWpy:miglg 6 H,gA)eVi, Ac A, Ve V3
ist Nullumgebungsbasis flir Tg(Y¥Y) auf H (vgl. L21
und €31 ).
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hélt man eine Umgebung Y e %) (0) mit e (V)=U . s 2gilt

dann:  @T(W ¢ V=g lagnIea By (X,Y), £7 oAV S T}
&y E ?

= gliem g «B.(X,Y) 0 (£CAN < V3

(vgl. Satz 1(6)). Da 2¢~T(V)=U ist und 2 (e (CAMs £V

ist, erhalten wir:
-1 2
G g ay,y) = £ 2 I€£'e B, (X,Y),2(A)s U3 = W,_,‘, ;

Also ist @ offen.

3. Der "Satz von der gleichmassigen Beschrénktheit":
Mit Hilfe von Satz 2 erhalt man:

Satz 3:

Vor.: X =% §, A s Pt (X) erfillt (A1) - (Ad/,
EcE, (x, K>, E trennt X, (E, T,(K))
hat Eigenschaft (B), ¥ 1l.k.l.H., se stetig bez.
der Topologie von Y wund B(Y",Y’) auf Y",
(E',B(E’,E)) quasivolisténdig oder tonne-
liert, M e B _(X,Y), @(M) punktweise
beschrankt.

Beh,: M ist bez. T, (Y)  beschréart.

Beweis: Betrachten wir Y unter B(Y" Y') ,so sind

die Voraussetzungen von Satz 2 erfillt. Deshalb ist ¢ ein

topologischer Homomorphismus von (BE x,Yy), Td (Y)) in
(L' (', Y™, T’:‘\‘,‘)(Y“)) . Es genligt deshalb zu zeigen,

dass @ (M) bez, Tf'\(‘"(Y") beschrénkt ist. Wenn
%
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(B, B(E',E)) quasivollsténdig oder tonneliert ist,ist
@ (M) nach Théoreme 1 bzw. 2 in Chap. III, § 3 von [3]
gleichméssig beschrénkt auf allen (B (E',E) beschrénkten
Mengen. Da (E, T, (K)) Eigenachaft (B) hat, ist

T:{‘\CA.) (y») grober als die Topologie der gleichméssi-

gen Konvergenz auf allen beschrénkten Mengen. Also ist

@ (M) bez. Tf‘\, y») beschrankt.
®=(A)

Bemer en.
(1) Nach Bemerkung zu Definition 5 erhalten wir als Spezial-

fall fir Eigenschaft (B): (E, T,(K)) tonneliert oder

quasivollstandig. Beides ist z.B. erfiillt, falls

(E, T,(K)) Fréchetraum ist. Im Fall (E, T, (K))

tonneliert, ist (E’, B(E’,E)) stets quasivollsténdig
(vgl.[31, Chap. IV, § 3, Prop. 3).

(2) Fir den Spezialfall " X reflexiver l.k.l.H.", A =
= {AVAs X, A beschrénkt ¥ , 9¢: X— ¥Y" stetig bez.
der Topologie von ¥ und (B (YY", ¥’) , erhalten wir das

in der Einleitung erwahnte Ergebnis des linearen Falles.

(3) Dass aus dem obigen Satz im Gegensatz zum linearen Fall
kein Satz vom "Banach-Steinhaus Typ" folgt, berﬁht darauf,
dass im nichtlinearen Fall nich di Xquivalenz von gleich-
méssiger Beschranktheit und Gleichstetigkeit besteht, die
im linearen Fall, wenn der Definitionsbereich tonneliert

ist, ja bekannt ist.

(4) " @(M) punktweise beschréinkt"” impliziert " M punkt-
weise beschrénkt". Dies zeigt Satz 1(6). Andererseits folgt
- 749 .



aus (x ) und (x x ) im Beweis von Lemma 1(2) und Satz 1(4),
dass " M Dbez. T,(Y) beachrénkt" " @ (M) punkt-

weise beschrénkt" ergibt.

Wir erschliessen aus Satz 3 den folgenden interessan-

ten Spezialfall:

Yor.: X,Y normierte Riume, A:={AlA X, A
beschrénkt, A+ 83, C, (X, Y):=4£f1f € Py (X,Y),
£ stetigd, MsCyo(X,Y),{£"1feM} punkt-

weise beschrénkt 15) .

Beh,: M ist lokalgleichmassig beschrénkt.

Beweig: Wir setzen E: = C (X, K) . Wie man leicht
T,(K)) ein
Fréchetraum und CA(I,Y) € B, (X,Y) . Die TA(Y)

zeigen kann (vgl.[41), ist C, (X, K)

,

Beschrénktheit von M ist gerade die lokalgleichméssige
Beschranktheit. Es genligt deshalb, die Voraussetzungen von
Satz 3 fir den vorliegenden Spezialfall zu realisieren.
(E, Tya(K)) ist als Fréchetraum tonneliert, hat also
die Eigenschaft (B) (Bemerkung 1 zu Satz 3). Daraus folgt
ausserdem, dass (E’', B(E’, E)) quasivollsténdig ist.
Da Y ein normierter Raum ist, ist e¢ Isometrie. Nach Be-
merkung zu Satz 1 ist @ (M) punktweise beschrankt, da
nach Voraussetzung die bez. P‘u (x,Kx) gebildeten Biad-

15) Man_vergleiche Bemerkung zu Satz 1. Jedenfalls kann £"
zunéchst bez. F, (X, K) gebildet, verstanden wer-
den.
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jungierten punktweise beschrankt sind. Dann ergibt Satz 3
die Behauptung, da " E trennt X " trivialerwise erfiillt

ist.

Bemerkungen.
(1) Bekanntlich ist jede gleichméssig stetige Abbildung

£: X —Y aus cﬂcx,w.

(2) Im Spezialfall X reflexiv, M &L(X,Y) erhalten

wir den in O. formulierten Satz.

(3) Der lineare Fall zeigt schon, dass die Voraussetzung

. @ (M) punktweise beschrénkt" nicht zu " M punktweise
beschrankt abgeschwacht werden kann, da dann die Vorauset-
zung X Banachraum durch X normierter Raum ersetzt wer-

den konnte.

(4) Analog zu Satz 4 kann man den folgenden Spezialfall von
Satz 3 zeigen:

Yor.: Z,Y normierte Raume, X & Z, X beschrankt,
A=4{X% ,Me C&(X,Y), ®(M) punktweise
beschrénkt.

Behe: M gleichméssig beschrankt.

4. Verallgemeinerun n Satz Ur endlichdimensionale
Bildréume.
Zum Abschluss wollen wir zeigen, dass im Spezialfall
dim (Y)< oo Satz 3 mit Hilfe des Satzes von lackey ver-

scharft werden kann. Da Y 1l.k.l.H. ist, kann o.B.d.A.
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Y=K" fir ein geeignetes m e N angenommen werden.

Satz 2.

Vors: X+ ¢ Menge, A sBPot(X) erfiilllt (Al) -
(43), E eFy(X,K), E tremt X ,.
M s B, (X, K™, oM) punktweise be-
schrankt.

Beh,: M ist bez. T&(Km') beschrénkt.

Beweis: Sei (f,,..., £f,) Koordinatendarstellung von
£ . Wir zeigen zuerst, dass die Biadjungierte £":E'—»
—> K™ eines Elements £ e BE(X,K'"') durch e’ +—>

—> (K£,,e"),...,{£y,e">) gegeben ist.
Nach Definition 3 ist £’: K™—= E die folgende Abbildung:

e, £, falls (91,...,9”‘)&&“ ist.

(@qr1e0y P ) »——-)452‘."“

Sei ( ves ) Koordinatendarstellung von £” , so ist
Yy ¥m. ’

nach Definition der Biad ungierten:

’ Y oo m
E&‘m @, <f,, e )=“§'£_m9%%<e ) fir alle (@,,...,Q,)€ K™ .

Also ist q@(e’)= (fi,e’7 fir 1£4 £ m .

_ Verwendung dieses Ergebnisses ergibt: @ (M) punkt-

weise beschrénkt, genau dann, wenn gilt:

/N /\ aup <€, ,e'>]l < 0 . Das bedeutet aber:
e6E’ f6itm feM 47

/N 4£. 1feM} 6(E,E’) beschrénkt. Also ist nach
14iem

dem Satz von Mackey (ftlfe.l.i fir 124 €é€m T.u(l[)
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beschrénkt. Da die Topologie auf K™ die von der Topolo-
gie auf K erzeugte Produkttopologie ist, folgt: M ist
bez. TA( K)"* beschrankt.

Bepgerkung.

Im Spezialfall m =41 ist E = B¢ (X, K ) . Dann erge-
ben die Uberlegungen des vorigen Beweises, dass " @ (M)
punktweise beschrénkt® und " M &(E,E') beschrénkt" &qui-
valente Aussagen sind. Satz 5 geht also im Spezialfall

m = 4 in den Satz von Mackey Uber.
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