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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

16,2 (1975) 

DIFFERENTIALGEOMETRIE DER ZWEIDIMENSIONALEN KUGEL- UND 

LINIENMANNIGFALTIGKEITEN IM DREIDIMENSIONALEN EUKLIDISCHEN 

RAUM - I 

Zdenfck VANÖURA, Praha 

Inhalt: Der vorgelegte zweitelige Artikel versucht Dif­
ferentialgeometrie der zweidimensionalen Kugel- und Linien­
mannigfaltigkeiten im dreidimensionalen euklidischen Raum 
unter Anwendung von drei in der vierdimensionalen Kugelman­
nigfaltigkeit konstruierten Tensoren zu entwickeln. 

Schlüsselwörter: Differentialgeometrie der Brennflachen 
von Kugel- und adjungierten Linienkongruenzen. 

AMS: 53A40, 53A25 Ref. 2.: 3.93.6 

Meine Abhandlung [11] versucht eine Konzeption, Möglich­

keiten und Methoden des Studiums der Differentialgeometrie 

der Brennflachen von Kugelkongruenzen und von adjungierten 

Linienkongruenzen im E-, unter Anwendung von drei Skalaren 

und einem Tensor auf speziell parametrisierten Kugelkongru­

enzen zu finden. 

Von meiner Abhandlung[11] ausgehend, habe ich mir fol­

gende Grundprobleme gestellt: Es sind Konzeption, Möglich­

keiten und Methoden des Studiums der Differentialgeometrie 

von Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im E-> unter Anwen­

dung von zweckmässig konstruierten Tensoren in der beliebig 

parametrisierten vierdimensionalen Kugelmannigfaltigkeit im 

E^ zu finden. 
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Der vorgelegte Artikel stellt einen zweckmassig abge­

kürzten Text von meiner in einer Handschrift sich befindli­

chen umfassenden gleich betitelten Abhandlung dar. Diese 

Abhandlung von erwähnten Grundproblemen sucht die massge­

benden, die zweidimensionalen Kugel- und Linienmannigfal­

tigkeiten im E-j betreffenden Grundprobleme zu lösen. Für 

einen Höhepunkt dieser Arbeit kann man das Theorem halten, 

dem zufolge die in der Arbeit entwickelte Differentialgeo­

metrie der Kugel- und Linienkongruenzen im E-, duch einen 

Skalar und zwei zweistufige Tensoren völlig beherrscht ist. 

Gewissermassen werden dadurch Umrisse meines gegenwar­

tigen Studiums der Differentialgeometrie von dreidimensio­

nalen bzw. vierdimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltig­

keiten im E-j skizziert. 

Die Arbeit wird in zwei Kapitel eingeteilt. Das Haupt­

thema des ersten Kapitels besteht in Konstruktionen solcher 

Tensoren auf der vierdimensionalen Kugelmannigfaltigkeit und 

auf ihren Untermannigfaltigkeiten unter Anwendung von denen 

diese Kugelmannigfaltigkeiten und adjungierte Linienmannig­

faltigkeiten untersucht werden können. 

Als n-dimensionale Kugelmannigfaltigkeit p im E-, 

(n -= 1,2,3,4) wollen wir eine solche Menge von Kugeln 

P* = P (1) V*P-<9L<ZI -*»» C<m.«<f,.»,«> 

bezeichnen, für welche im gewissen Gebiet il die Matrix 

p f Pj.,..., p n« 

w o 'ftm-̂ lt '••«: ^m) ^ "fr/m- reelle, stetig differenzierbare 

r*V f OjV* dfr* \ \ 
Funktionen vcm begehrten Ranget Pp *-M-T—

a-,..., ~-*-I ) die 

-220 -



homogenen hexasphärisehen normierten f-fv = A ) Koordinaten 

sind, den Rang n + 1 hat. Man bezeichnet auch p als Ka-

nalflache (sieh Untersuchungen vor dem Satz 2), p als Kugel­

kongruenz p als Kugelkomplex. {S als Kugelraum* 

Im Rahmen der Konstruktionen von oben erwähnten Tenso-

T9n werden bei beliebiger Kugelkongruenz p , welche immer 

im Kugelraum p durch Gleichungen ̂ ^„•••»-tO* c-̂ , c^9 Jkontt, 

dfti I ^ + 0 (Jt,Jv'« 3,4) ausgedruckt werden kann, ajif 

der Kugelmannigfaltigkeit p (n » 2,4) die Skalaren 

/ . - * AV IV , ff* tl N *>V .,/)_• 4 V . . , / I J \ 

(2) *, «. *, (*>,.,..., x^)=r ̂ C « ^ , . . . , ^ ) , C/H--2,*; 

und die quadratischen kovarianten Tensoren 
' * ' * ' ^^v • «V _?'_?' > ä_j" *\"-» . 

(3) T ^ " i C ^ T **'**' ?*" Wl5,,'5-ß7" tfџ éffУ fЛ> Џ эJГ a* * *"* '* 

C m , » 2 , 4 j i , i m 4 , . . . , 4 ) , 
•i 

konstruierte wo bei 

c L * . s 2 a _ t —_---> •• _*> • - V ' .» » 
<f** l d < a v č>_t* * 4 K ***' ' 

f i a * 0 ' fi_ -**»-• l^.**-*,« ,*-'- 4,-,3,*i <*-*,*>, 

$«>-*!._+*V?i*» <»--.*>. 
1* _ __>. *» ** m- *tw m, " t *v «b <* <* , m, '•v* 
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(6) ?.iar!JS;(B>-^25'a4Ä(B>-ÄMÄCAB), 

ist. 

Ea wird bewiesen . , dass auf dem Kugelraum immer die Pa­

rameter '/Û -- AJU^( Jk/ * 4,0.) } 'u,£ * cp C6 » 3, 40 bestehen. 

in denen die Gleichungen 

& v **f'** V V«*0«» V V* V'V* V**' v V Ä 

(7) - V V v V» ^ ( V % T * / V Y ^ ( V V V -

• V ^ , V - y ^ ^ ( V ^ , " V V v 4 , / * ' < ' a i 1 , J » w 

gelten, welche wir für den Ausgangapunkt des Anwendungsprin­

zips von Tensoren (2),(3) in dieser Arbeit halten können. 

Das zweite Kapitel aucht, formuliert, beweiat und rea­

lisiert eine Konzeption, Möglichkeiten und Methoden des Stu-

diuma der Differentialgeometrie der zweidimensionalen Kugel-

und Linienmannigfaltigkeiten im E-* , und zwar unter Anwen­

dung vom Skalar aus (2) und von ersten zwei Tensoren aus (3), 

d.h. unter Anwendung von Skalar und Tensoren 

^ - ^ 6 , ^ . = — • _ , 

%%* %*+ K Äa* d^in * 

in einem beliebig parametrisierten Kugelraum. 

Es geschieht so in drei Phasen: ,. 

Die erste Phase konzipiert und studiert, aus meiner Ab­

handlung [11] im Einzelnen ausgehend, Differentialgeometrie 

der Kugelkongruenzen und ihrer Brennflachen, der adjungierten 
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Linienkongruenzen und ihrer Brennflächen unter Anwendung von 

Skalar und Tensoren (8) im speziell parametrisierten Kugel­

raum. 

Die zweite Phase lost unter Anwendung von Skalar und Ten­

soren (8) das Problem des Überganges von speziellen zu belie­

bigen Parametern des Kugelraumes und dadurch ermöglicht sie, 

in der ersten Phase konzipierte Differentialgeometrie unter 

Anwendung von Skalar und Tensoren (8) im beliebig parametri­

sierten Kugelraum zu untersuchen. 

Die dritte Phase bringt eine notwendige und hinreichende 

Bedingung dafür, dass eine hyperbolische, reguläre, nichtzy­

lindrische Linienkongruenz einer gewissen Kugelkongruenz ad-

jungiert wurde, beschreibt die Konstruktion- einer solchen 

Kugelkongruenz und ermöglicht dadurch Differentialgeometrie 

solcher Linienkongruenzen unter Anwendung von Skalar und Ten­

soren (8) im beliebig parametrisierten Kugelraum zu untersu­

chen. 

Die Untersuchungen in der ersten Phase entwickelten sich 

in den speziellen, mit Rucksicht auf (7) immer existierenden 

Parametern u-p u2, u-,, u. des Kugelraumes, in denen 

% ** 
p ^ ^ ) a s * ^ i^af^» v v v ^ v ^ ' ^ ^ 8 ^ ' ^ 8 0 ^ ° > 

Die Parameter u-, , u~ sind also Krummungsparameter der Mit-

telpunktflache & der Kugelkongruenz p und mit Rucksicht 

auf (7) für den ersten bzw« zweiten Grundtensor a. .(u,,u2) 

bzw. D Ü ^ U I » U 2 ^ und für die Hauptkrummungen 
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A . . . 
(1 = 1,2) der Flache A> in Parametern (9) 

WV 
Љ * 

gilt« 

Konzeption, Inhalt und Methoden der ersten Phase lassen 

sich durch folgende Satze und Ideen ihrer Beweise charakteri­

sieren: 

Satz 1» Die Differentialgeometrie der Kugelkongruenzen 

und ihrer Brennflachen, der adjungierten Linienkongruenzen und 

ihrer Brennflachen, die in der Abhandlung [113 unter Anwendung 

4 4 
von Skalaren r , — - % — und Tensor cu- • in Krummungapa-

R- ' Äa * * 

rametern der Mittelpuhktflache & untersucht wurde, kann in 

Parametern (9) des Kugelraumes unter Anwendung von Skalar r 

und Tensoren T. . . T . . m T. . aus (8)-untersucht werden. 
* *$V* ** 

Beweis -ergibt sich aus [11] (Sätzen I bis VI) und aus den 

Betrachtungen, die Gleichungen (7) bis (10) enthalten. 

Weiter betrachten wir (sieh [11]) Brennflachen der Kugel-

und Linienkongruenzen mit nichtaingularen Punkten und avdt 

ihnen nur solche Kurven, deren Krümmung ungleich Null ia t . 

Die Bedingung a-j JÄ-J-J JJ - a j j j > 0 (sieh 10 , S. 317), 

die wir bei der Untersuchung der Kugeiicongruenzen stets berück­

sichtigt haben, hat in Krummungspararaetern der Mittelpunktflache 

A die Form 
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9 A> A/>* » *J> A 0 *J» > A 

«h^l-^l- VU"-^ V - ' i V »0, (T.. - 0, *- 4,1) . 
Aus dem Vorhergehenden ergibt sich folgende Ungleichheit 

OL » l\ - ̂  > 0 . Daraus und aus Theorie der quadratischen 

Formen und aus Ell (S. 253), t3] (S.2)bekommen wir für eine 

beliebige eindimensionale Untermannigfaltigkeit p(t) « 

* p(u (t), u (t)) der Kugelkongruenz p(u ,u ) folgende 

Formel 
• • * • 

dp dp „ . du? du? du? du? A 
• • * V ü. • p . ) —-rr— m CU . - ••• • J"' .>• ü • 

dt dt * *V dt dt ** dt dt 

Daraus folgt: 

Jede eindimensionale Untermannigfaltigkeit der untersuch­

ten Kugelkongruenzen hat eine Hüllfläche. Es ist (aus der Fla­

che ntheorie) die bekannte Kanalflache. 

In unseren Betrachtungen wird darum die Kanalfläche in 

der Kugelgeometrie als eine eindimensionale Kugelmannigfaltig­

keit aufgefasst, in der Flachentheorie als Hüllflache einer 

eindimensionalen Kugelmannigfaltigkeit* 

Satz 2. 1. Jede von Kugeln mit nicht konstantem Halbmes-
2 

ser r gebildete Kugelkongruenz p kann auf eine Weise als 
elnparametriges System der von Kugeln mit konstantem Halbmes-
ser r =- c gebildeten Kanalflachen p aufgefasst werden» 

*> * % 

h-te Brennflache f der Kugelkongruenz p erscheint dann 

als elnparametriges System der von h-ten Brennpunkten von Ku-

geln der Kanalflache p gebildeten Kurven cp . Die Kanal-

flache p berührt h-te Brennflache f längs der Kurve gp . 

- c * 
2. Durch jeden Punkt (u^-u-,) der h-ten Brennflache f 
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2 Jh> ßt> 

von Kugelkongruenz p geht gerade eine Kurve <p *- qp . 

Für Krümmung k-̂  und Windung IL der Kurve <p im Punkt 

( u ^ , ^ ) g i l t dann in Earametern u-pU^ aus (9) bei r ? > 0 

CID A, » c ^ p ^ a L ^ + J&-*>2 , 
/J /WV/fl- ' 

1 JK. 'Л-лг 

*v Jfe, A ;?*. 

• á ^ .^UA^^A^è^ + 

Л Л X ^ W • <$**ц.c.4>*H W - 1 ) * * V f * î W # W ^ H )f 

+ (И) Ä И - Æ ЛГ T j l ) ã . ( £ £ _ £ £ )] J + 
* * ** ÃгM,' лi %% л% OLЛ J * 

+ C 1 > * Лr d d oГ̂  V - * * * 1 * * - ' ) * 4 * • 

^V^т^VV&Чнl, 
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( i 3 ) ^ - < - ' i ) u V ^ 2 < ^ * c ( - d r + % ^ ^ ^ . ^ 1 0 ^ . 
л ( л , л Г s Ą ) 

І І 

4v, 
Jív $v £*. J&v. ski p b>> dcL* 

(14) * . * <i*«.N. c T ^ . c ^ - d i , ^ . <5<u-£ 
j 

Äv. 
^ * n l b j * j ř , J Л J - V Ћ * ^ ^ 

< 9 ^ 
(15) D \ Г . * c i ^ П d Г d Л , B Г » 

(16ì %* - c*vй - u V* +4*+ 

(17) f г з = Л Ä . T ^ V > 

i s t , und fT , $ " , JV^ , ^4 ,£ > J ^ ^ . d^rch [11] (Satz 1.8, 

Gleichungen (1 ,39) , (3 ,41) , (1 ,95) , (1 ,96)) und durch Gleichun­

gen (10) gegeben werden. 

Beweis« Der ers te Teilt des Satzes folgt aus der Defini­

t ion der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit (für n = 2 ,1 ) , 

aus der Definition der h-ten Brennfläche von Kugelkongruenz 

(sieh t i l i ) und aus t l l3 (Satz 3 .2) . 
*v 

Weiter beweist man, dass der Tangentenvektor fu der 

Kurve <f , mit der Gleichung r - c = 0 , in der Form 
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f«. - «-a ( Ä a V V i * - {"4> *a A»+c-r>*+< *<» 

geachrieben werden kann und daas für die Bogenlänge t der 
Jh 

Kurve y 

(-4) 
л л w 

g i l t . Daraus, aus t H l (Sätzen 3 .22, 3 .23 , Gleichungen (1,37) , 

(3,40) b is (3f50) wo in (3,46) , (3 ,47) ß $ statt ^ 3teht) 

und aus den Gleichungen (10),(13) bis (17) beweist man den 

zweiten Teil des Satzes. 

Satz 3 . Durch jeden Punkt (ui»11?) d e r h-ten Brennfla­
che r der von Kugeln mit nicht konstantem Halbmesser r ge­

il 2 
bildeten Kugelkongruenz p geht (in p ) gerade eine von Ku-

4 
geln mit konstantem Halbmesser gebildete Kanalflache p f wel-

*» M, 

che die h-te Brennflache f längs der Kurve cp berührt» 

Es sei (bei solcher Parametrisierung der Flache p in der die 

Einheitsvektoren der Flachennormalen von Flachen p f f iden-

tisch sind) £ =* + 1 bzw. % =* - 1 je nachdem, ob hier eine 
JH. <t 

positive Richtung der Kurve <p auf der Flache p in der 

Richtung bzw. Gegenrichtung des wachsenden Parameters der Kur-

ve 9 verlauft und *$, daa Vorzeichen des Ausdruckes dessen 

absoluter Betrag auf der rechten Seite der Gleichung (12) steht» 

Für die mittlere Krümmung H und das Gauszache: Krummungsmas» 
**» <\ , 
K der Kanalflache p g i l t dann im Punkt (u-^Ug) der Flache 
f bei Parametern u^, u^ aus (9) und r2 > 0 : 

1) im Fall (3 >> JC^ - Jbr -f 0 (d.h . im Fal l , wenn die 

Kugel (u^tu2^ d e r Kugelkongruenz p mit der Kurve cp im 

Punkt (u^»^) gerade 2 Punkt-Berührung hat) 
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(i8) n-c^ЛrUл^Лк^c^c^ţҖ^^k^ , 

C19) X - <£*V<- t ť 

.<»2£-(t£*-4*4 ; 

2) im Fall ß »JLA- Jlr - 0 (d.h . im Fal l , wenn die 
2 M* 

Kugel ^u itu2) <äer Kugelkongruenz p mit der Kurve y im 
Punkt (upU^) wenigatena 3 Punkt berühr ung hat) 

dv A L,* cht 

(20) x mxrUft&n-jtr'1) . 

Beweis. Aus [111 (Satz 3.2 und Gleichung (1,43)) und aua 
«^ [10] (Satz I) fo lgt , dass der Einheitsvektor N der Flachen-

4 <Av jfc, * Ä v . 

normalen von p die Form ,N =r -%*J€ C/fc - £ ) hat. Aus Cllj 

(Gleichungen (3 ,45), (3 ,46), wo ß » statt i> steht) und 

aus (13) b is (115) bekommt man für Haupt normal envektor n der 

Kurve <p & » < % £ * t « <*£f-D^f^/S y*T>C*-£ )) .Daraua und 
4K*V 

aus [11] .(Gleichungen (1,42),(1,102) bekommt man 

K **? Jb *>**>* *», <L& * * S e ^fttt-^ifr 
ooi> a> = tf. m, « rt *Jfcr\ <-*-'« -rr— « 0 4 . ^ - C*** ocr* /3,6-J* ). <i^ , 

"i ' ölt "* ^ ̂  

wo k̂  durch (11) im Satz 2 gegeben wird. Unter Anwendung von 

[101 (Beweia des Satzes I, Satz II), ferner wenn man berück-

aichtigt, daaa für Kanalflache r - c » 0 

øl^a, Jbң 
gilt und auf Grund der durch partielle Ab-
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leitung der Grundrelation unter hexaspherischen Koordinaten 

entstehenden Gleichung beweist man, dass die Kanalfläche 

Jt - c = 0 jede ihre eigene Kugel längs ihrer Hauptkreisli­

nie se berührt. Daraus ergibt sich 

V CO<> O m 1> , O)'*: 0 , Jk̂  s -It\ ̂  « 0 . 

Wenn wir aus vorhergehenden Gleichungen und aus ( 1 1 ) , ( 1 2 ) i n 

d ie Gleichung ( s i e h T63, Sätze ( 1 , 3 ) , ( 2 , 2 a ) , S. 300, 252) 

fcWJk.coöea-K « ( J ^ O C K > < U ) 1 + ( e o ^ * &Jk>n)
2 

a n s e t z e n , bekommen wir zwei Gleichungen für Unbekannten H , 
cftv 
K 

ß ^ Ä H - K « * 2 , 

und daraus, mit Rücksicht auf [11] (Sätze 3.25, 3.26, wo 
J » v ^ JK . 
ß i> statt *P steht), bekommen wir Behauptung des Satzes 
3. 

Satz 4. 1. Wenn für die von Kugeln mit konstantem Halb-
2 

messer gebildete Kugelkongruenz p in Parametern t-î û , aus 

(9) 

2 
gilt, d.h. die Mittelpunktflache der Kugelkongruenz p die 
Ebene oder die Kugelfläche ist, dann wird die jeder Kanalflä-

2 

che i n der Kongruenz p a d j u n g i e r t e g e r a d l i n i g i e F lache ab ­

w i c k e l b a r . 
2 . Wenn f ü r d i e von Kugeln mit konstantem Halbmesser ge-

2 
b i l d e t e Kugelkongruenz p i n Parametern Un,Up aus (9) 
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44 22 24 14 

gilt, dann gehen durch jede Kugel der Kugelkongruenz p in 
a 

p gerade zwei Kanalflachen, deren adjungierte geradlinige 

Piachen abwickelbar sind. Diese zwei Kanalflachen berühren 

die h-te Brennflache f der Kugelkongruenz p längs der 

Kurven ̂ f^^ mit Gleichungen du^^+i** 0 
i Jh. AL, 

( i « 1,2) , wo für UifUp (9) g i l t . Die Kurven 9 , w sind 
- Jh? 4 4 

Krummungslinien der Flache f im Punkt (up i ig ) • 

3 . Für Krümmung Jk>* und Bindung ^ 2 , 

der Kurve qp , ( i = 1,2) im Punkt ( u - , % ) der h - t e n 

Brennflache f der Kugelkongruenz p g i l t dann i n Parametern 

u l f u^ aus (9 ) 
C21I £ _K.4 r r r ^ - ^ V i * . -t. 

JfcÄ i 
+ * ! * * . 

( 2 4 J J L £-« r V V j*Rr**M^V,£ . + 

* % r". 
. JCÎ +M) A T443 CT^^^^^+C-^rA^u^.,^. 

Beweis. Behauptungen 1,2 des Satzes 4 ergeben sich aus 

[11] (Sätzen 3.5, 1.13, Definition 4.1, (1,43)), aus [6 3 (Satz-
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en (l f6) f(3 f6) f(l fl) f(2 fl),(3,2), S. 371, 3C6, 275, 279, 305) 

und aus (10). 

Weiter beweist man aus £11] ((1,37)) und aus [6 3 (Satz 

(l f3), S. 148), dass für die Bogenlänge t^ der Kurve 
JL ** 

& . A im Punkt (u 1 fUo) in Parametern u-,, u0 aus (9) 

jL^^,i*^ (m*4,2) 

gilt. Daraus, aus [113 (Sätzen 3.22, 3.23, Gleichungen (1,37), 

(3,40) bis (3,50), wo in (3,46), (3,47) (t $ statt £ 

steht) und aus (10),(14) beweist man Behauptung 3 des Satzes 

4. 

Satz 5, Durch jeden Punkt (ulfu2) der h-ten Brennflä-

che f der von Kugeln mit konstantem Halbmesser n, gebilde-
Ä l 

ten Kugelkongruenz p mit (22) gehen in p gerade zwei Ka-
nalflachen p . . vi = 1,2) f deren adjuhgierte geradli-

nige Flachen abwickelbar sind; dabei berührt die Kanalflache 
4 *** Jh, 
P L^A d i ® Brennflache f längs der Kurve q> ._,. , Es 

s e i (be i s o l c h e r Parametrisierung der Fläche p. . „ in der 

die Einhe i tsvektoren der Flachennormalen von ^lachen p . „ 

h, *> K 
f identisch sind) e ~ + 1 bzw. & -s - l je nachdem ob hier 

M* 
eine positive Richtung der Kurve a> . . auf der Flache 

•U ?..<!>•*• T 

4 

4,.#Ll>4,+'! • in der R i c h t u n ß b2^. Gegenrichtung des wachsen­

den Parameters der Kurve # g> verläuft, und * e . „ 

das Vorzeichen des mit ( . 4 ) * * * •€.<>«< multiplizierten Aua. 
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drucks dessen absoluter Betrag auf der rechten Seite der 

Gleichung (24) steht. Für die mittlere Krümmung H i^* 

*** 
und das Gauszsche Krümmungsmass , X \.A der Kanalflache 

4 , \ ~ '** 
. P .i+,f gilt dann im Punkt vu^,^/ der Flache f in 

Parametern \i^9 u2 aus (9}: 

1) im Fall ß * - * * - « ^ ^ 4 , 4* 0 (<-.h» im Fall, 

2 
wenn die Kugel (u-, fu^) der Kugelkongruenz p .mit der Kur­
ve <ß . v im Punkt (u-, ,tu) gerade 2 Punkt-Berührung 

-v-rc-D*«"' x * 

hat) 

«»V 

(25) . H . , . 

' -v-v -v-i .t+^-f)*"*"* * -fc-i -i+C-fy*** -i-*•£-*>** > 

<26iJ^-'^-%: V«*^. l-p»4. fc-**-' • 

2) im Fall ß $ V 1 - & £ ^ *> 0 (d.h . wenn die Ku-

gel (upii^) der Kugelkongruenz p mit der Kurve , %^^^ 

im Punkt (u^-Ug) wenigstens 3 Punkt-Berührung hat) 
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(27> X . „ - K^(ß $ H ... - AT* > • 
•WM)**'1 ' -WM)"*"1"1 

Beweis des Satzes 5 ist, unter Anwendung vom Satz 4 und 

von seinem Beweis, dem Beweis des Satzes 3 analog« 

Satz 6. Es sei h-te Brennflache g der adjtmgierten 

Linienkongruenz F F eine Flache, u^f u^ Parameter aus (9). 

Notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass durch einen 

Punkt (u-i tnJi der Flache g auf g zwei reelle verschiede-

ne bzw. identische Kurven gehen, mit in der Kongruenz F^F 

beigeordneten geradlinigen abwickelbaren Flachen, ist es dann 

dass 

<28> 4 - % Sa. > ° bzw* °i ~ % °-a " ° 
gilt, wo 

(29) - A^^V-iT* I (T* ¥ T^rf**C-*>*" 

4>"**«) 
*t ** 

ist. Gilt (28), so tritt (bei zweckmässiger Bezeichnung von 

Parametern aus (9)) gerade ein von folgenden Fallen ein: 

1« Bei Cp2 4- 0 haben erwähnte Kurven, weiter als Kur-

ven 9 bezeichnet, die Gleichungen 

(30) T^rc^M-c^eLc^-o^e^a1}*^* 

.. ** $* A' 
Für Krümmung Jfe^ und Windung Jk^ d e r Kurve 

im Punkt (u^,^) der h-ten Brennflache g g i l t dann 
0C 
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(31) MA m (Ђ** Þ 
* £ Ł * " 

( з г ì t ^ ^ í h f r ^ 
<** Ч ** * **• ' * ** * e ** «Ч * * « * * « « ' 

«6<Ч ** *» «,«_,*** І ^ І , i Ч j ^ * 1 . 

cc«6«, oce «e łÆł» j * * , ! * * . * * * . * *,, ^ , *, 

-.?.<• 
*-*»»* 

• í . ? , H ) %*• mo *!,#__ J % 

WO 

(33) P<|_.y^rsJ**-v* •c<k-%s»̂ fi--ř-*,<-_.>* , 
6 • 

(34) frmJgL 

'"*"* ç. $ v * _ м > ^ ^ ţ м ^ i j ţ ţ . í ř - «>, 

(35) 
•%* Av > v , Лh*. 

Лr « Лr., dЛ cŁ* . 
< 6 * * * * * * * * * * -

J__fr 

£<tt^ 

ч,. ******?** . . i Л _. „ * § 
d^Uj 

(37) 
K _ : Ł * - Í •** _v * * 
5*i - 4Г«Ł* TL_* <".. + £ т... • 

> - • •«-«ì* и *-*-_ V • _ 0 
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9ч$ - A Ä 4 т-u т-u + y.i » 

( 3 8 ) ?* = %?» t&^^м*.^ + 

(39 J ř n « v < << 4 <TL-^ w-^^+ř t̂-«* .̂vo*«>j+ 

4v _ **>^ j ^ t&A ., Jtvf 

oc 

-т. , M - , , . , ** fr p A* 

k> lk* *>*> &* d* 

inv = Anzahl von Inversionen in der Permutation J i J g J j 

(Jlf j 2 , j 3 • 1,2,3) ist, und TT, & . , jfr . r * , 

w , Jfc durch t i l i (Satz 5.15, Gleichungen (5,41),(5,48), 

(5,89),(5,33),(5,34),(5,46),(5,47)) und Gleichungen (10) ge­

geben werden. 

2. Bei CJH = c22
 = ° f c i 2 ^ ° haben erwähnte Kurven, 

wöiter als Kurven 0 bezeichnet, die Gleichungen 

A,fc-1)*+1 

(40> <t>">uc-o+*< * ° > * - M • 
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* ^ A TT 

der Kurve ^ur Krümmung M,^ und Bindung A ^ 
-U-*-*)**1 4..•1-^>*^", 

<*> , 4v 
9 im Punkt (u l f u 9 ) der h-ten Brennflache g g i l t 

•i-TM)*** 
dann 

(4i) iL .£,*. cc£*^*V&. , -u„. 4*-r**?Ai^ , 
Ue-4;*^ 

(42) jfe,„ 
oc 

*%i * * * ' J ^ M ^ + M ) * ^ * £4,i J 

I T T £ £*•<-«>*** i - M ^ %> , * i . 
• I II Ms* . 1 - , • T £ ( - 1 ) ^% • Q*j , ^.,4+4. />VJJ i +* 

I*. ****** fcttW * *» • ^ • f - ^ ^ ö ***$ 

JU &* l & e Af^ly *» *» \ 

* *4* *** 'i+Z**llu, * £*+M>*+i4, 

******* i^U^>**V&* + ' 

• % * * , ' JH. *«.««.'*-H»»I • 

Beweis. Durch Anwendung von t i l i (Sätzen 5.12, 5.4 und 

seinem Beweis, Gleichungen (5,33) , Sätzen 5.10, 5.13, 1.10, 

5.5, 5.17, 5.9, 5.13),161 (Satz (4 ,2 ) , S. 261) und Gleichungen 

(29),(10) beweist man: 

a) Beide Brennflachen der Kugelkongruenz ( J* ; il) adjun-

gier ten Linienkongruenz F F , wo /& = (s in u, cos u-,, 
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ain VL± s in u2> coa u-^), K » coa u^, —• <c u^ «< — t 

TT O-t u ? ^ — i sind Flachen und c22-¥ ° • 

b) h-te Brennflache der Kugelkongruenz (/b ;-t = konat) 

adjungierten Linienkongruenz F F , wo /b weder Kugel noch 

Ebene i s t und ^^Jh, ^JM»/ + * >*öt e i n e F 1 ac n e un(* c n s 

* c 2 2 = 0 , c1 2 * 0 . 

c) Keine Brennflache der adjungierten Linienkongruenz 

mit CJLJ * 0 ( i , j s 1,2) bildet eine Flache. 

Aus U l i (Definitionen 5.1 , 5.2, Behauptung IIa) im Beweis 

des Satzes 5 .4 ) , aus Behauptungen a) ,b) ,c) und aus (29) ergeben 

sich al le Behauptungen des Satzes 6, bis auf diejenigen, wel-
- Mr Mt 

che Krümmungen und Windungen von Kurven Kf , <$ betreffen. 

Man beweist, das» für den Tangentenvektor der Kurve 9P 

•ê *1 * t c ft * t e <* 

und für die Bogenlänge t der Kurve y 

g i l t . 

Weiter beweiat man, dass für die Bogenlänge t ^ de--* Kur~ 

*v ve ö> 

* ^ 4 <**4 ^ ^ ^ fr<V fr-4 ^""^Uft.«)*»* - A f 1 % ) 

g i l t . 
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Aus vorhergehenden Gleichungen, aus [11] (Satz 5.24» Gleichun-

gen (5,88) bis (5,93),wo in (5,92), (5,93) TT >*, statt h* • 
c£_ t£. a eC w 

steht) und aus Gleichungen (10),(33) bis (39) beweist man die 

Formeln (31) , (32) , (41) , (42) , und dadurch den Teil des Satze» 

6, welcher Krümmungen und Windungen von Kurven y , & 

behandelt. 

1 1 
Satz 7« E» sei. % t % 3 die in der adjungier-

ten Linienkongruenz der Kurve y C op 3 beigeord-

nete abwickelbar« Flache. Dann g i l t : Gerade eine von den Kur-

ven <y ( t « ± < O C g> ( i » 1,2)3 i s t die Beruhrungakur-

ve der Plache ^ £ ^ 3 auf der h-ten Brennflache g 

der adjungierten Linienkongruenz. Im Pall cf2 " c n c22 > ^ 

(d.h. im Pall der hyperbolischen Linienkongruenz) i s t es die­

jenige von den Kurven <j> C 9 3 längs deren in 

Parametern aus (9) 

(44) [ ( T J I + ^ T „ ) &• .* - 0 3 

nicht g i l t . Im Pall c£2 " c n c 2 2 * ° (d.h . im Fall der pa­

rabolischen Linienkongruenz) i s t es die Kurve <y m <f längs 

deren in Parametern aus (9) (43) und 
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U5) £"<%*&** f*+c.D*^ ? w ^ < - ° 

gi l t . 

Dann gilt für die Flache £ L tj, J . welche die 
*e ^.fc-o4^ 

Brennflache g längs der Kurve gp H 9 J berührt: 

Es sei bei solcher Parametrisierung der Flache «̂  L <j, ] 

in welcher Einheitsvektoren der Flachennormalen von Flachen 

4 r 1 *» ^ r & 
i *- 4/ J , g identisch sind, 1> L e ] = +• 4 bzw. 
** - I S W " * ** - * ^ ) - ^ 

- 1 je nachdem, ob hier eine positive Richtung der Kurve 

Jh, Jh, 4 <\ 

ii L cf 2 auf der Flache ^ C ^ ] in der Rich­
te ifM3*" ut igc-rt*** 
tung bzw. Gegenrichtung des wachsenden Parameters der Kurve 

&> . M> .• + *» - „. ̂ v 
9 L 9 ] verlauft, und *e L * E ] das Vorzei­
g e ^3?C-<n'l*'t ** i?(-<1)U/l 

chen des Ausdruckes dessen absoluter Betrag auf der rechten 

Seite der Gleichung (32) IT (42)] steht. Für die mittlere 
c*v dh 

Krümmung H C H m 1 der abwickelbaren Flache 
°°f- -v^C-^)4*1 

6 L 9, 3 gilt dann im Punkt ^uitup^ d e r Brennfla-
<£ -l^C^)'4'^ 

che g in Parametern u^f Uj. aus (9) Im Fall o,p " 

- c u c 2 2 > 0 

e # v * v J»v * " * ' l f > ' ^ ' h „ ^ f ,2 %*-1 
(46) H = A- t -Cä CoAfte^'ITJtr Jte:1). c t ' v +*6 * » a . r A* , 
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. <* . . * . «& ̂  • x-«í*tMt' *-1"1' * c*" v . ^v . i .Af !*/ «ó.* oc** «í**** 

Bewei3. Der erste Teil des Satzes 7, der die Gleichun­

gen (43) bis (45) enthalt, wird durch Anwendung von £113 

(Satz 5.25), Gleichungen (lO),(34)f ferner durch Anwendung 
. . J v . l v JK 

davon, was von der Bogenlänge t C i« 1 der Kurve ä? 

t ^ 3 der Beweis des Satzes 6 angibt, aus (29), aua 

der Definition einer Striktionalinie einer abwickelbaren 

Fläche, aus fll] (Definition 5.1), [23 (S. 30 bis 32), [6 3 

(Satz 5,9), S. 319), aus dem Teil der Behauptung des Satzes 

6, der die Gleichungen (30),(33),(40) betrifft, aus der Be­

hauptung c) im Beweis des Satzes 6, aus [5 3 (I, Satz (3,2), 

S. 113), Satz 6 und aua [2] (S. 30 bia 32) bekommen. 

Der Beweia dea zweiten Teilea des Sat«ea 7, der die 

Gleichungen (46),(47) enthalt, ist, unter Anwendung von dem 

Satz 6 und seinem Beweis, von [113(Satz 5.24, Gleichungen 

(5,92), wo TT Af• • statt %• • steht), von Gleichun-

gen (34) bis (36), von der bewiesenen Behauptung im ersten 
2 

Teil dea Satzea 7, von der Vorauaaetzung cv2 - c n c 2 2 ^ ® 
und von fr 4*0 C J . . 4 - 0 3 (C23, S. 30 bia 32), dem 

«t «** 

Beweia der Behauptungen l ) , 2 ) dea Satzea 3 bzw. 5 analog. 

Die von Kugeln mit konatantem Halbmeaser gebildeten Ka­

nalflachen aus den Sätzen 2 bia 5 bzw. die geradlinigen 
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abwickelbaren Flachen aus den Satzen 6 bia 7 wollen wir als 

die charakter is t i schen Flachen der Kugelkongruenz bzw. der 

9d,1^nKJLerten Lin^^nkgn^ruen,^ bezeichnen. 
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