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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

16,2 (1975)

DIFFERENTIALGEOMETRIE DER ZWEIDIMENSIONALEN KUGEL- UND
LINIENMANNIGFALTIGKEITEN IM DREIDIMENSIONALEN EUKLIDISCHEN
RAUM - I

Zden&k VANCURA, Praha

Inhalt: Der vorgelegte zweitelige Artikel versucht Dif-
ferentialgeometrie der zweidimensionalen Kugel- und Linien-
mannigfaltigkeiten im dreidimensionalen euklidischen Raum
unter Anwendung von drei in der vierdimensionalen Kugelman-
nigfaltigkeit konstruierten Tensoren zu entwickeln.

Schlisselworter: Differentialgeometrie der Brennflachen
von Kugel- und adjungierten Linienkongruenzen.

ANS: 53A40, 53A25 Ref. Z.: 3.93.6

Meine Abhandlung [11) versucht eine Konzeption, Méglich-
keiten und Methoden des Studiums der Differentialgeometrie
der Brennfléchen von Kugelkongruenzen und von adjungierten
Linienkongruenzen im E3 unter Anwendung von drei Skalaren
und einem Tensor auf speziell parametrisierten Kugelkongru-
enzen zu finden.

Von meiner Abhandlunglll] ausgehend, habe ich mir fol-
gende Grundprobleme gestellt: Es sind Konzeption, Moglich-
keiten und Methoden des Studiums der Differentialgeometrie
von Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im E3 unter Anwen-
dung von zweckmassig konstruierten Tensoren in der beliebig
parametrisierten vierdimensionalen Kugelmannigfaltigkeit im
E3 zu finden.
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Der vorgelegte Artikel stellt einen zweckmissig abge-
kirzten Text von meiner in einer Handschrift sich befindli-
chen umfassenden gleich betitelten Abhandlung dar. Diese
Abhandlung von erwahnten Grundproblemen sucht die massge-
benden, die zweidimensionalen Kugel- und Linienmannigfal-
tigkeiten im E3 betreffenden Grundprobleme zu l6sen. Fur
einen Hohepunkt dieser Arbeit kann man das Theorem halten,
dem zufolge die in der Arbeit entwickelte Differentialgeo-
metrie der Kugel- und Linienkongruenzen im E3 duch einen
Skalar und zwei zweistufige Tensoren vollig beherrscht ist.

Gewissermassen werden dadurch Umrisse meines gegenwar-
tigen Studiums der Differentialgeometrie von dreidimensio-
nalen bzw. vierdimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltig-
keiten im E3 skizziert.

Die Arbeit wird in zwei Kapitel eingeteilt. Das Haupt-
thema des ersten Kapitels besteht in Konstruktionen solcher
Tensoren auf der vierdimensionalen Kugelmannigfaltigkeit und
auf ihren Untermannigfaltigkeiten unter Anwendung von denen
diese Kugelmanﬁigfaltigkeiten und adjungierte Linienmannig-
faltigkeiten untersucht werden konnen.

Als n-dimensionale Kugelmannigfaltigkeit T im_ E,
(n =1,2,3,4) wollen wir eine solche Menge von kugeln

(1) B B R (g o) (m w4y, 6)

mn
bezeichnen, fiir welche im gewissen Gebiet Sl die Matrix
n m W
HP » Prieeey pn“
wo 'f"{m (4"4\:4, ceey 2’«,,)( Z»‘m reelle, stetig differenzierbare

oFy . a‘k‘) ) die
Oumy ' Bu,

Funktionen vcm begehrten Range, fa =(
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homogenen hexasphérischen normierten (:r'pvs = 1) Koordinaten
sind, den Rang n + 1 hat. Man bezeichnet auch % als Ka-
nalflache (sieh Untersuchungen vor dem Satz 2), 1’)‘ als Kugel-

kongruenz % als Kggelkomglex,g als Kugelraum.
Im Rahmen cer Konstruktionen von oben erwahnten Tenso-
. < s 2 .
ren werden bei beliebiger Kugelkongruenz p , welche immer

im Kugelraum 3 durch Gleichungen %(“‘4:""“’4)‘ Che» %,w,
9% .

dat ' a? ‘ % 0 (%e,® =3 4) ausgedriickt werden kann, guf
“n

der Kugelmennigfaltigkeit 3 (n = 2,4) die Skalgren

@) X om Ry Moy) = B gy i)y (= 2,4)
und die quadratischen kovarianten Tensoren
. ~Mm
m« 3/’: af'é' m~ as m 8 33
(3) T = Tam T A A, Ti" “12 ™ ‘T’)a
“4 Qit, Ouy ¢ 9 O, ouy
1-}2 ol z 2‘ m
‘5’42<$i’.h*)’ ?*5'-—6-_&7'-5-@' ?‘.“' cH ,
(m=2,4; 4,3 =1,...,4) ,
konstruiert, wo bei
2
e 2 a»ﬂq, a%“
o=, =2d.:.\ KLC3
'y .
g =20 |28i, 0ds 89, 20 |
9 ¢ én.w au«‘w A h'
w
g’“* 0 , 31’. = pgm %42 R (h:4,2; Ne 4,2,3,‘0-’0&- 2,4') N
~ ~vyg My wmw m mmw mw m w,
(5) QCA)'E‘,'*;«.“' Yoy~ 41y Endat boy Faa G- by d%
P m,
'3'(3)'3' %4‘-»%“, (m=2,4),
L mm N m ”
t(AB)-an“d-"-EZda‘ P ‘fﬂa ”411+4ﬂn qﬂ%ﬂ 4@3 qqa )
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m v 4w "
Behy, By fy), §= B, -4, L),
(6) g 4 " _4 m 1 nw m E %
18 - (AB)
E< 2 dn B (2, Je(B) - oy K (AD),
il m v m N
- =2,4)
-aé"t‘,’%csng,ﬂ{:uu), Lo ABY)) , (m =2,
ist

Es wird bewiesen, dass auf dem Kugelraum immer die Pa-

rameter g = a, (R =4,2), ‘w, = @, (£=3,4) bestehen,

in denen die Gleichungen

X b

»’m&)ﬂ‘*c' iy e )= n g, = cy), T, L (4 >='1; (g, 4ey=0,) =
% "A" do

”(”7'&)‘ ‘4 *, Y= )’T‘a(%' =c£

A A
(7)=T.‘('

aT Cu.*_,uuc) 41" (a‘,utacg)-T..(uwufc) Rel2;2=3,4)

s 09
gelten, welche wir fir den Ausgangspunkt des Anwendungsprin-
zips von Tensoren (2),(3) in dieser Arbeit halten konnen.

Das zwpite Kapitel sucht, formuliert, beweist und rea-
lisiert eine Konzeption, Moglichkeiten und Methoden des Stu-
diums der Differentialgeqmetrih der zweidimensionalen Kugel-
und Linienmannigfaltigkeiten im E3 , und zwar unter Anwen-
dung vom Skalar aus (2) und von ersten zwei Tensoren aus (3),

d.h. unter Anwendung von Skalar und Tensoren

(8) d«,o é% h
= . (.,.=423 4‘)
%?44 ?%’22 ( Ouy au.,-)" “a=h%9

in einem beliebig parametrisierten Kugelraum.
Es goschieht 80 in drei Phasen: e
Die erste Phase konzipiert und studiert, aJs meiner Ab-
handlung [11] im Einzelnen ausgehend, Differentialgeometrie

der Kugelkongruenzen und ihrer Brennflachen, der adjungierten
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Linienkongruenzen und ihrer Brennflachen unter Anwendung von
Skalar und Tensoren (8) im speziell parametrisierten Kugel-
raum. k

Die zweite Phase 10st unter Anwendung von Skalar und Ten-
soren (8) das Problem des Uberganges von speziellen zu belie-
bigen Parametern des Kugelraumes und dadurch ermdglicht sie,
in der ersten Phase konzipierte Differentialgeometrie unter
Anwendung von Skalar und Tensoren (8) im beliebig parametri-
sierten Kugelraum zu untersuchen.

Die dritte Phase bringt eine notwendige und hinreichende
Bedingung daflir, dass eine hyperbolische, regulaére, nichtzy-
lindrische Linienkongruenz einer gewissen Kugelkongruenz ad-
Jjungiert wurde, beschreibt die Konstruktion. einer solchen
Kugelkongruenz und ermoglicht dadurch Differentialgeometrie
solcher Linienkongruenzen unter Anwendung von Skalar und Ten-
soren (8) im beliebig parametrisierten Kugelraum zu untersu-
chen.

Die Untersuchungen in der ersten Phase entwickelten sich

in den speziellen, mit Rlcksicht auf (7) immer existierenden

Parametern Uy, Uy, Uz, Uy des Kugelraumes, in denen

P (u,u,) = p (u4,ua_,u3= Cqyhhy= e, 'I:’Q(u4,u.2,u3= Cqrt=c,)=0,

(9)

dn d»

Tg (i Alrg, Agm €5, M= ) -%'Ie;‘:a(u,',ua,u,s eg i, =e,) =0
gilt.

Die Parameter up, U, 8ind also Krimmungsparameter der Mit-

telpunktfldche A der Kugelkongruenz % und mit Rucksicht

auf (7) fiir den ersten bzw. zweiten Grundtensor aij(ul,uz)

bzw. bij(ul’uz) und flir die Hauptkrimmungen
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€1 = 1,2) der Flache in Parametern (9)
Ry Gty 45) ’ ache 4

o
w‘-é(w,,,u )= T, (uq, oy, Mogm Oy, 4, -C“),%é(lﬁ,&b‘)x
(10) =-‘I‘- s Mgy Abgm Cg, 4r"°‘lr) s

4 34 (Ma.,#g a=Cq,My=Cy) , (4,3=1,2)
R“-' (“1, 402) “_f:‘-v («-4, Mg, Mgz 03,“~= C’)
gil o
Konzeption, Inhalt und Methoden der ersten Phase lassen

sich durch folgende Satze und Ideen ihrer Beweise charakteri-
sieren:
o
Satz 1. Die Differentialgeometrie der Kugelkongruenzen
und ihrer Brennfl'a'chen, der adjungierten Linienkongruenzen und

ihrer Brennflachen, die in der Abhandlung [11]) unter Anwendung

von Skalaren r , —4— ,-1- und Tensor ey in Krummungspe--
. R, 'R, S g

remetern der Mittelpubktflache 4 untersucht wurde, kann in
Parametern (9) des Kugelraumes unter Anwendung von Skalar

A dn da
und Tensoren T. ., T .. = T, . aus (8)-untersucht werden.
4-? ? q q’ 9 - “~g

Bewels ergibt sich aus [11] (Satzen I bis VI) und aus den
Betrachtungen, die Gleichungen (7) bis (10) enthalten.

Weiter betrachten wir (sieh [11)) Brennflachen der Kugel-
und Linienkongruenzen mit nichtsingularen Punkten und auf
ihnen nur solche Kurven, deren Krummung ungleich Null ist.

Die Bedingung a; 8y 1y - 85 >0 (sien 10 , S. 317),
die wir bei der Untersuchurg der Kugelkongruenzen stets beruck-

sichtigt haben, hat in Krimmungsparametern der Mittelpunktflache
A die Form
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2 Sa_ 248 bb
% % r %p= MTm.“ '° T 2%”) >0, (T, >0, +=1,2)

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich folgende Ungleichheit

W)
0y, = T«—)o: > 0 . Daraus und aus Theorie der quadratischen

Formen und aus [1] (S. 253), [3] (S.2) bekommen wir fur eine
beliebige eindimensionale Untermannigfaltigkeit p(t) =

= p(uI(t), ot I(t)) der Kugelkongruenz p(uI,uII) folgende
Formel ‘ . . . . l
dp. dp du® du? du”® du?

atat SR B Gt~ % dt ar T 0

Daraus folgt:

Jede eindimensionale Untermannigfaltigkeit dér untersuch-
ten Kﬁgelkongruenzen hat eine Hullflache. Es ist (aus der Fla-
chentheorie) die bekannte Kanalflache.

In unseren Betrachtungen wird darum die Kanalflache in
der Kugelgeometrie als eine eindimensionale Kugelmannigfaltig-
keit aufgefasst, in der Flachentheorie als Hiullflache einer
eindimensionalen Kugelmannigfaltigkeit.

Satz 2. 1. Jede von Kugeln mit nichtkonstantem Halbmes-
ser r gebildete Kugelkongruenz % kann auf eine Weise als
einparametriges System der von Kugeln mit'konstantem Halbmes~-

ser r = ¢ gebildeten Kanalflachen' aufgefasst werden.

goa

2
z p erscheint dann

=]

- M
h-te Brennflache f der Kugelkongrue
als einparametriges System der von h-ten Brennpunkten von Ku-
- LY
geln der Kanalflache p gebildeten Kurven ga o Die Kanal~-

. y
flache p beruhrt h-te Brennflache f lange der Kurve ;?.
[-3

2. Durch jeden Punkt (uy,u,) der h-ten Brennfldche f
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2
von Kugelkongruenz p geht gerade eine Kurve ;" = é‘:" .

- " LY t nc
Fur Krummung ky und ¥indung > der Kurve @ im Punkt

(ul,uz) gilt dann in Parametern u,,u, aus (9) bei r;> 0

W n W n
(11) Ry = (D™DE L+ &)

o 4 g» Wl D s e g 04

2 mm

b h &b
£

o C Mmem (-4t £M+<-4)"‘*"3" £fu3 fqurﬁ*‘mﬂ-nmw) +

LSNP »% S n, b, b

Wi 4 K W)
+CD RSy, A B ID Al Y

9/& b Ry A e g b
12) + § Fnt B A0t (B dm TR Bt d))

[6™nx T3 ry &
‘LOp i m mnu-c-a)"“"f: ey~ £, f a0 I caynea It

Y o ogrd, 1 Hh i
+(-1) "‘(4'659% Tmb)a ‘(qufza'fmfmn} +

F o, Ay, Mr‘»a
+(=1 "'4'6'1°L“°L‘°Y¢ﬂ 44-( P ARPTSVIY S

2 2 1 0 1 &
AT g, - T3 53]

wo
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~ m+m v -11
(13) &% = 13 r 1, &d‘"’r( A iyt Byt P md 2 s
(x m1 =41) ,
LA TR V') o ad+
4 2 3 2 B
ah) b= gy didE, IS g e gy, A ol
‘ S o S, Sv o W, A, &
as) D PR lide, dele, pR o 22T -
‘e v £ Suy
»
(16) £, = Lany T} - o)y + 0

v R Rs 4 PN, Y W 1
T W e TRt i A LI IR o

2 g Y
Q7 £ =nn, T, T >
n Ad_4 » *
w AT U= g2 W YT, T g T - (kg )yt ),
» &
ist, und ?!”,v , 1%, 33_,? , :g:,;é_ durch [11] (Satz 1.8,

Gleichungen (1,39),(3,41),(1,95),(1,96)) und durch Gleichun-
gen (10) gegeben werden.

Beweis. Der erste Teilt des Satzes folgt aus der Defini-
tion der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit (fir n = 2,1),
aus der Definition der h-ten Brennflache von Kugelkongruenz
(sieh [111) und aus(1l]) (satz 3.2).

Weiter beweist man, dass der Tangentenvektor ?;l der

Kurve c?' , mit der Gleichung r - ¢ =0 , in der Form



h 'S M ] 2
-1 mad g
fu“- X, (x,afq- "'453) = (-1) Ny R itqymed £n

geschrieben werden kann und dass fur die Bogenlange }b der

Kurve 'g’a’
e  dug Aad A STy ]
Ya SR L <£L1.£%)‘x.1»%d'*’, W AED

gilt. Daraus, aus [111(Satzen 3.22, 3.23, Gleichungen (1,37),
S S

(3,40) bis (3,50) wo in (3,46),(3,47) R 9 statt ¥ stent)

und aus den Gleichungen (10),(13) bis (17) beweist man den

zwelten Teil des Satzes.

Satz 3. Durch jeden Punkt (u;,u,) der h-ten Brennfla-
che ? der von Kugeln mit nichtkonstantem Halbmesser r ge-
bildeten Kugelkongruenz 3' geht (in % ) gerade eine von Ku~
geln mit konstantem Halbmesser gebildete Kanalflache ; s wel-
che die h-te Brennflache ? langs der Kurve c?' beruhrt.
Es sei (bei solcher Parametrisierung der Flache ?) in der die
Einheitsvektoren der Fl'écher’l’r:ormalen von Flachen S 5 ? iden-

h
tisch sind) € =+ 1 bzw. © = -1 Jje nachdem, ob hier eine

positive Richtung der i(urve 5" auf der Flache B in der
Richtung bzw. Gegenrichtung des wachsenden Parameters der Kur=-
ve g,v verl'éuftlund *é.’ das Vorzeichen des Ausdruckes dessen
absoluter Betrag auf der rechten Seite der Gleichung (12) steht.
Fur die mittlere Krummung ?iv und das Gauszsche Krummungsmass
'f(’v der Kanalflgche g gilt dann im Punkt (u;,u,) der Flache
? bei Parametern u,, u, aus (9) und r,> 0 :

2. M
1) im Fall B »x "% 4 0 (d.h. im Fall, wenn die
I3
Kugel (ul,uz) der Kugelkongruenz p mit der Kurve é" im
Punkt (u;,u,) gerade 2 Punkt-Beruhrung hat)
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b '3 L3 vy Ay,
(18) H w (AL 8714 2% B2 1% (ane cn LA d%*ER 1Y |

L PR Y
(19) X = (B¥x" &)

Jv Mg, L ¥ hiv b A,
- Bl R TR Cane con ﬂkh;’)&-dﬂ-r "’;1’3;

oy » 2
2) imFall @ ¥a'- % = 0  (d.h. im Fall, wenn die
Kugel (ul,uz) der Kugelkongruenz fi mit der Kurve 9"’,“ im

Punkt (uj,u,) wenigstens 3 Punktberihrung hat)

g hg
(20) X =xg¥a-" .

Beweis. Aus [11](Satz 3.2 und Gleichung (1,43)) und aus
[10] (Satz I) folgt, dass der Einheitsvektor ﬁr der Flachen-
normalen von ?: die Form ﬁv— {;101(4: £) hat. Aus [11]
(Gleichungen (3,45),(3,46), wo (5 v statt f,» steht) und

- Y
aus (13) bis (15) bekommt man fur Hauptnormalenvektor n der

»
Kurve q FoA h{: ftt = ;4(3* +ﬂ»)(-%'(/a f)) Daraus und

aus [ll],(Gleichungen (1,42),(1,102) bekommt man
& oty b

v h h ‘V‘h”"_'f d @
mw=N-m=ﬂ£rh4, =zr=w. (mmﬁ bl
M
wo kq durch (11) im Satz 2 gegeben wird. Unter Anwendung von
{101 (Beweis des Satzes I, Satz II), ferner wenn man beruck-

sichtigt, dass fir Kanalflache r - ¢ =0

d/ld-z L2}

du(b,, Na

gilt und auf Grund der durch partielle Ab-
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leitung der Grundrelation unter hexaspherischen Koordinaten
entstehenden Gleichung beweist man, dass die Kanalflache

L - c =0 Jjede ihre eigene Kugel langs ihrer Hauptkreisli-
nie s beruhrt. Daraus ergibt sich

® 2 e
m%:&, W= 0,)&;‘—_-;;'1, k2= 0 .

Wenn wir aus vorhergehenden Gleichungen und aus (11),(12) in
die Gleichung (sieh [6], Satze (1,3),(2,2a), S. 300, 252)
e‘Hh_,’mw-K. = (h‘,mw)ﬂ (Ew'+ *i-:/bg_)z

3
ansetzen, bekommen wir zwei Gleichungen fur Unbekannten H ,

K
v K N v S . S
FE-X =224 1% (oo con f LI, d¥e ¥y 1%,
iy 4 S
B AR -K=n? ,

und daraus, mit Rucksicht auf [11] (Satze 3.25, 3.26, wo

M An 2

ﬂ » statt » steht), bekommen wir Behauptung des Satzes
3.

Satz 4. 1. Wenn fur die von Kugeln mit konstantem Halb-

2
messer gebildete Kugelkongruenz p in Parametern u;,u, aus
(9)

s AA das Ao
(21) e T =0
gilt, d.h. die Mittelpunktflache der Kugelkongruenz 3 die
Ebene oder die Kugelflache ist, dann wird die jeder Kanalfla-
che in der Kongruenz 3 adjungierte geradlinigie Flache ab-

wickelbar.

2. Wenn fur die von Kugeln mit konstantem Halbmesser ge-

2
bildete Kugelkongruenz p in Parametern u;,u, aus (9)

=230 -



da AN A ARA

(22) 'I:M 'r”- Taa T« * 0

&1lt, dann gehen durch jede Kugel der Kugelkongruenz ;’)' in
g gerade zwei Kanalflachen, deren adjungierte geradlinige
Flachen abwickelbar sind. Diese zwei Kanslflachen berthren
die h-te Brennflache ? der Kugelkongruenz ;’a' langs der

Kurven mit Gleichungen d.u“(_ﬂ;..,,: 0 :

;.?;"-i{ot
(1 =1,2), wo fiir uwy,u, (9) gilt. Die Kurven g, é" sind

. P 1
Krummungslinien der Flache f 4im Punkt (“1'“2) .

A g
3. Fir Krimmu und Windu S
nmang e loqyied RAPRIS
M
der Kurve (1 =1,2) im Punkt (u;,u,) der h-ten

P AR
- »
Brennflache f der Kugelkongruenz ;’5 gilt dann in Parametern

u;, 02, aus (9}

(23} 1 &+ (1) . )
i (:.:)13*4 = %l t (I‘:«i- ) et et
h, 4
2
* '614. ] ]
(243 & Mg BB AA 2 Mei i
-1 . (Y av(-1 2 b .
™ %l ( ’I;‘.& .1;4-(-1)""4%(-1)“*"') ¢ I:«L ) Lt hentet
4 .
a2 1-
+85 1 .

LX) {, don
UG O T TS bty mbent G100 T ging g pginnl

PP e, A M ey i1 h A arv+
. A+ L 1 rw(d) _ b
M»E'< 44 2&"' IR =31 (L) iy Jl .

Beweis. Behauptungen 1,2 des Satzes 4 ergeben sich aus
(11] (satzen 3.5, 1.13, Definition 4.1, (1,43)), aus [6] (Satz-
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en (1,6),(3,6),(1,1),(2,1),(3,2), S. 371, 306, 275, 279, 305)
und sus (10).
Weiter beweist man aus [11] ((1,37)) und aus [61 (Satz

(1,3), S. 148), dass fir die Bogenlange ti der Kurve
o

&9;“),“4 im Punkt (u;,u,) in Parametern u;, u, aus (9)
AR
. R 2,. b, ™ :
dwi gF, daa_ Tidy, Do (med, )

adti et s 37
gilt. Daraus, aus [11] (Satzen 3.22, 3.23, Gleichungen (1,37),
Av
(3,40) bis (3,50), wo in (3,46), (3,47) A ¥  statt ¥
steht) und sus (10),(14) beweist man Behauptung 3 des Satzes

4.

Satz 5. Durch jeden Punkt (u;,u,) der h-ten Brennfla-
Y
che f der von Kugeln mit konstantem Halbmesser x gebilde-
2 .
ten Kugelkongruenz p mit (22) gehen in % gerade zwei Ka-

- 1
nalflachen p (1 = 1,2), deren adjuhgierte geradli-

Leen i

nige Flachen abwickelbar sind; dabei beriuhrt die Kanalflache

1 - A
. die Brennflache f 1langs der Kurve .
A ne 1o Gt

Es

sei (bei solcher Peramétrisierung der Flache . in der

1
iaBiyist
die Einheitsvektoren der Flachennormslen von T1%chen 3 "

A4 (=Y
h h

S
t identisch sind) € =+ 1 bzw. € =-1 Jje nachdem ob hier

eine positive Richtung der Kurve c? auf der Flache
. As tq

)-'v+1
q

1k ,4#a. 1in der Richtung bzw. Gegenrichtung des wachsen-

& EX

den Parameters der Kurve aeZgyied verlauft, und *€

Ayhed 4 e

Aal=1y*+1

das Vorzeichen des mit (- multiplizierten Aus-
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drucks dessen absoluter Betrag auf der rechten Seite der

- - h
Gleichung (24) steht. Fur die mittlere Krummung , H ..,
: Letntt
o hoig
und das Gauszsche Krummungsmass JC'“;"M der Kanalflache
Aats

- E3
4P 4i+4 &1Lt dann im Punkt (uj,u,) der Flache f in

Parametern 0y, u, aus (9):

» A
1) imFall Y- L, + 0 (d.h. im Fall,

2
wenn die Kugel <(u,,u,) der Kugelkongruenz p mit der Kur-
1'%

Y -
ve —&:‘9(-1)‘.'"4 im Punkt (u;,u,)} gerade 2 Punkt-Beruhrung

hat)

h
(25) CH .. =

A r g o
= (BFT - Gt By 4t E2 B -
<

4 -y

+C

Ay b o 1 &
B_q h-3 % 2
« (axe con B a,‘.'_.',o;.v,‘ '4+&1""*‘)‘i C7Py +at?(4)“’" ﬁ%_,;&-m] 3 )

LRIy WL . W T SN £
M RES A Sl A

t -1 . " L %E . L 122,
AT . (aecos BT, Jog s ) A Eare ¥ PO o 8

=0 (d.h. wenn die Ku-

h
i+ ?:4)4«4"’

Ao y

2) imFall B FA-1- 821 B

v 4

gel (ul,uz) der Kugelkongruenz % mit der Kurve

im Punkt (ul,u2) wenigstens 3 Punkt-Beruhrung hat)
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Ay vl s {i

Bewels des Satzes 5 ist, unter Anwendung vom Satz 4 und

von seinem Beweis, dem Beweis des Satzes 3 analog.

Satz 6. Es aei h-te Brennflache Z‘ der adjungierten
Linienkongruenz 1" # eine Flache, u), u2 Parameter aus (9).
Notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass durch einen
Punkt (ul,uz,) der Flache g auf éy zwel reelle verschiede-
ne bzw., identische Kurven gehen, mit in der Kongruenz F P

beigeordneten geradlinigen abwickelbaren Flachen, ist es dann

dass
2 2
(28) S = %4 %am > 0 bzw. Cp - Gy Sy = 0
gilt, wo
C;é =
(29) Y 4 24 " A da AN

2 . ™
o (=AY d-nv 'I:‘“ T““.”w““_ e ('I;% T. T-1 gmHen +

L LI X WP OC I 2]
+ 'I: %44 Li % ?

ist. Gilt (28), so tritt (bei zweckmassiger Bezeichnung von

Parametern aus (9)) gerade ein von folgenden Fallen ein:

1. Bei c,,% O haben erwahnte Kurven, weiter als Kur-

ven @ bezeichnet, die Gleichungen
%e
1 1
a 2 2
(30) Flaycy) - grele~c c ]l du, +

4
+(-getdu, =0, yuagn(-cy), e=td .
- - S n '
Fur Krummung Svy und Windung v, der Kurve Z
“¢ ” ¢
im Punkt (“1’“2) der h-ten Brennflache g gilt dann
oC
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'Y
(31) R
<

AN

M. I R PR Y . h
(32) S0, = (T IV, 4 B0 T D (B e VL2 2, ) -
°‘; s % % wp  lw e g wgt g kg oy ML
M P7 VS N W
-kd.“'(lb"' au"' Dd,‘r“ )34 (-1 .
e“t g ocg *Esh ) 3‘"4 3""'3 00"'! L
"'a ‘."4 "'1

‘t v 4 - g .
g2) a:%ﬁ TN N AT

"?;3‘ "x £ ‘fs ¥ l

wo

-1

(33) ® = 7(-75, Ti- e, 4 eEcﬂ—cﬁcmlif:f’z’('ﬂn’* )

‘h' d'M‘
(34 d° . S
<g = a!‘
3
4 Y
=170, 0, 03 TP, comtt Corvgnrt Bnal (0, 8,= 1)
H » . M "~ éd ™
(35) Bek, dvdd, df « S |
€, Wi ay x < Suy
M h‘v M. 0 Mo M. N a'ﬁ"‘
(36) D®=IiVd*d¥rd}d?, DY = Z2— |
% &V @ Xg T wg <g dug
. » . iﬁk_“! A *‘tb
(37) z‘;‘- - d%’ d; ¥ ( ‘.“&4- Q.(‘r T"v&) +
r&(—ﬂ)’“ “4-§ b .
1+(—4>5** <~ VLI ety T 1,2,
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h hoasd > L5
(38) m. = T
?c"? &, T“_ Lq, ¢ Thecatitgopher T
. M dn '
¥ camtecomi) = Gaeomt Ty g nad G102, 20

(39) ‘T‘ﬁ‘ L A o
* "div “" T,m(- Pt tgarhert W Lo o e nhedlr

o
LY aa
” n
+ '&" L R«c—nm‘h«.«)’w tw T me-nhpeenmed) By =
h 3 &
IR VLTI S X WPIUEOL I ¥ % ANPIN Wop g

PR
+ t[( Th«-(-nhﬂhw-q)hﬂ + "" T&ﬂ-«)‘*ﬁhﬂ-n‘lﬂw .

L

M
Thh«-ﬂhﬂ rx:t.,)m‘v 133, G=4,2, Meiy ="*’[ ('5,.(.1)&*"4‘«.1;&«1
»» :fa da  Ln

C-M"‘ﬁvd-ﬁ‘“") Tﬁ» - Th.&.« Ayt T&a enhergd

inv = Anzahl von Inver8ionen in der Permutation 31:12,13

(3113p0dn = 1,2,3) st, und W 2% b, Ta
1192943 L) ) 45 ' =iy ) xtd

R

v, & durch [111 (Satz 5.15, Gleichungen (5,41),(5,48),

(5,89),(5,33),(5,34),(5,46),(5,47)) und Gleichungen (10) ge-

geben werden.

2, Bel ¢); =c¢,, =0, ¢;,% O haben erwahnte Kurven,

welter als Kurven ? bezeichnet, die Gleichungen
A Vet
(40) du‘-‘“ 4).‘,*4 = 0 9 ‘L = 4, 2 .
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LS
Tir Krimmung Ap1 und ¥indung Mo der Kurve
‘e . i+
4«+¢ 1) a4+ -1 "
h L
9 im Punkt (ul,uZ) der h-ten Brennflache g gilt
2 s
Ly enie :
dann
: w, 1
o _q Hirent*ia b . . 241
(41) ﬂv,, = a3 L(rsy ) LTYRRICIIP IR . 4% 1+,
ﬂ-+(-4)“*‘
™ .
(42) &, =
* <
Aq(a)*et
R p(Taeentvip b PP 2 T T
=l Piecnt ettt T i
PSR .{1-45133(-“ 9’*1 9’**‘-4’"‘1 (TPR
I s - TR
<Y L X4 &% '4 (g PR L T
M W M 1 P Y A ) as1
- el . A1) 441 _
E{g‘i&( E-\-"\» )i-+ ‘g-&"‘. 1:4»‘" ¢ £4+ (-4)'\'6‘1'

ot %12
- &r - ,“4'“-'** "

. el Ayt T 3
3’1%‘2", o© 1 < *( 1)‘“. ? ‘11 ‘

Beweis. Durch Anwendung von [11) (Satzen 5.12, 5.4 und
seinem Beweis, Gleichungen (5,33), satzen 5.10, 5.13, 1l.10,
5¢5y 5.17, 5.9, 5.13),061 (Satz (4,2), S, 261) und Gleichungen
(29),(10) beweist man:

a) Beide Brennfléchen der Xugelkongruenz (4s;an) adjun-

12
gierten Linienkongruenz FIF , Wo s = (sin u, cos u,,

~237 =




sin u) sin u,, cos vj), X% = cos uy, %
0

0< u,< .1{-_ y sind Flachen und c¢,, %

b) h-te Brennflache der Kugelkongruenz (4 ;%= konst)

12
adjungierten Linienkongruenz F F , wo A weder Kugel noch

1‘-&

Ebene ist und -‘-’— (TM Tas) # 0 ,ist eine Flache und ¢y =
ar Y

=c22=0,e12*00

¢) Keine Brennflache der adjungierten Linienkongruenz
mit ey = 0 (4,3 = 1,2) bildet eine Flache.

Aus [11) (Definitionen 5.1, 5.2, Behauptung IIa) im Beweis
des Satzes 5.4), sus Behauptungen a),b),c) und aus (29) ergeben

sich alle Behauptungen des Satzes 6, bis suf diejenigen, wel-

che Krimmungen und Windungen von Kurven 3’ , é" betreffen.

Cs LGyt
Man beweist, dass fir den Tangentenvektor der Kurve 2

M 1 e L L amil A A
( - ) = (=1)
9’&," fn 2:. 2’4 g‘l ?"1 ‘:2 Q:M(-«)"‘"M ?"0»

- - r 3
und fur die Bogenlange - & der Kurve é"
g
day 41, By 1; 16'1" ¢ -1 2 49
=17 (G, %. £a® y (g =
at %g 1 & 6 &
gilto
- - M
Weiter beweist man, dass fur die Bogenlange i‘-' der Kur-
ve
&0(61)‘“’4
2 m
du, g oy Moy AT e
-——“‘-==ng J;""‘Tﬁ“;a; =D =0 (mo=4,2)
d' . [ dt-l ot «° a ?
®v ¥4 &
gilt.
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Aus vorhergehenden Gleichungen, aus [11] (Satz 5.24, Gleichun-

h& &
gen (5,88) bis (5,93),wo in (5,92),(5,93)3145 statt £'31:

steht) und aus CGleichungen (10),(33) bis (39) beweist man die
Formeln (31),(32),(41),(42), und dadurch den Teil des Satzes

6, welcher Krummungen und Windungen von Kurven é“,

iSenvHe
behandelt.
Satz 7. Es sei ;; C & J die in der adjungier-
g a.f-‘c-n:" "
ten Linienkongruenz der Kurve P (¢ J beigeord-

“ &f(_4)'€+“
nete abwickelbare Flache. Dann gilt: Gerade eine von den Kur-

ven ? (e=NC 'g‘a' (1 =1,2)] ist die Berihrungskur-
“s . S PR .

ve der Flache ;’ L % ] auf der h-ten Brennflache g
% ifen et «<

der adjungierten Linienkongruenz. Im Fall °§2 =€) G > ]
(d.h. im Fall der hyperbolischen Linienkongruenz) ist es die-

Jenige von den Kurven ? C év | langs deren in
i R RN

Parametern aus (9)

An sy da T 7 S ) .
(43) <T¢‘L&+'ftl4)§‘:+ Ei"""""“% sO, ‘984,2 9
AL péds »-;
(44) (T, +w T 0a, " =01

nicht gilt. Im Fall ¢, - c;;¢5, = O (d.h. im Fall der pa-

rabolischen Linienkongruenz) ist es die Kurve év = é" langs
< <
1 %eq

deren in Parametern aus (9) (43) und
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. » b
YT . ' . —
(45) °:, d; ’g'é Q:«'.-»c-ﬂ“" f;}«-c«nvw =0
gilt.
- o 1 1
Dann gilt fur die Flache q [ g, J, welche die
N % L F et
Brennflache g 1langs der Kurve é:" L ?;" ] beruhrt:
« i R I PR L
. 1
Es sei bei solcher Parametrisierung der Flache 19, C 9 ]

C2 LaFeayied

in welcher Einheitsvektoren der Flachennormalen von Flachen

1 1 Y h W
q [ g J, & identisch sind, € [E 1= +1 bzwe
g L¥-niv % *g LPenver

= 1 Je nachdem, ob hier eine positive Richtung der Kurve

A - 1
g [ c?v 1 auf der Flache g [
&, . OC 1 o o ¢

g A4 -1V e 4iFenvrT

tung bzw. Gegenrichtung des wachsenden Parameters der Kurve

a 1  in der Rich-

& v . P A
9 [ o ] verlauft, und *¢ [ *g | 1 das Vorzei-
Ke 4P qyiea “e  AF-nv!

chen des Ausdruckes dessen absoluter Betrag auf der rechten

Seite der Gleichung (32) [(42)] steht. Flur die mittlere
[

v
Krimmung H ( H 1 der abwickelbaren Flache

®g %t

1 4 w
g ann im uy,u er Brennfla-
9, L aq 1 gilt denn im Punkt (uy,u,) der Brennfl
% AN env
r 2
che g in Parametern u;, u, aus (9) im Fall ¢J, -

- ¢3¢2>0

Roi¥
ARY

S W b
(46) H= &r + [ € (are cod
xg % %
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H N SN SN
(47} 2afyttr xTY ey
4
E3 IR R N e &
+LT  (aeenT oy L L0 Gty e T4 0T
S PN Areniet L St < e

Beweis. Der erste Teil des Satzes 7, der die Gleichun-
gen (43) bis (45) enthalt, wird duech Anwendung von [111
(Satz 5.25), Gleichungen (10),(34), ferner durch Anwendung

“ v o
davon, was von der Bogenlange t [ t. 1 der Kurve ¢
o o

*e
v \
[ 9 ] der Beweis des Satzes 6 angibt, aus (29), aus
A 4%y v+a

der Definition einer Striktionslinie einer abwickelbaren
Flache, aus [11] (Definition 5.1), [21 (S, 30 bis 32), [6]
(satz 5,9), S. 319), sus dem Teil der Behauptung des Satzes
6, der die Gleichungen (30),(33),(40) betrifft, aus der Be-
hauptung c) im Beweis des Satzes 6, aus [51 (I, Satz (3,2),
S. 113}, Satz 6 und aus [2] (S. 30 bis 32) bekommen.

Der Beweis des zweiten Teiles des Satges 7, der die
Gleichungen (46),(47) enthalt, ist, unter Anwendung von dem
Satz 6 und seinem Beweis, von [11](Satz 5.24, Gleichungen

W
(5,92), wo Lr ‘3%% statt g«'«én steht), von Gleichun-

gen (34) bis (36), von der bewiesenen Behauptung im ersten

Teil des Satzes 7, von der Voraussefzung ciz = €1:C > (o}
Y .

und von & 4 0 [ 2;' - 0J ([2], s. 30 bis 32), dem
%e vV

Beweis der Behauptungen 1),2) des Satzes 3 bzw. 5 analog.

Die von Kugeln mit konstantem Halbmesser gebildeten Ka-
nalflachen aus den Satzen 2 bis 5 bzw. die geradlinigen
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abwickelbaren Flachen aus den Satzen 6 bis 7 wollen wir als

die chapakteristischen Flachen der Kugelkongruenz bzw, der
adjungierten Linjenkongruenz bezeichnen.

(1]

[2]

(3

(4]

(5

(6]

(n

(8]

(91

{10}

(113
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