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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

16,2 (1975)

EINE BEMERKUNG UBER AUSGEZEICHNETE KONGRUENZRELATIONEN LER
BRANDTSCHEN GRUPPOIDEN

Josef KIOUDA, Praha

Abstract: Das Hauptziel dieser Arbeit ist solche Bedin-
gungen fur eine Kongruenzrelation R von einem Brandtschen
Gruppoid @ abzuleiten, dass R ausgezeichnete ist, d.h.

¢‘,/]i ist auch ein Brandtsches Gruppoid.

Sghlﬁssglwﬁrter: Ausgezeichnete Kongruenzrelation von
einem Brandtschen Gruppoid.

AMS: 20105 Ref. Z.: 2.722.9

Die vorliegende Arbeit ist aus dem Wunsch heraus ent-—
standen, die Ebenen von Ostrom ([41) und die Translations-
ebenen in einen Zusammenhang zu bringen. In [3) sind die Be-
griffe Partition und Kongruenz eines Brandtschen Gruppoids
eingefiihrt (siehe auch André {1), S. 163) und hier wird ge-
zelgt, dass sich jede affine Ebene durch ein Brandtsches
Gruppoid mit einer Kongruenz darstellen lasst. vie vorbe-
zeichnete Untersuchung fuhrt zur Frage: welche Bedingungen
sind hinreichend und notwendig dafur, dass eine Kongruenzre-
lation R von einem Brandtschen Gruppoid © ausgezeichnet

ist? (d.h. d;/3( ist auch ein Brandtsches Gruppoid). Das

Haupt ziel dieser Arbeit soll es sein, solche Bedingungen un-
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ter Berucksichtigung der geometrischen Interpretation abzu-
leiten.

G = (sﬁ,, +¢ ) 1ist eine partielle Struktur, wenn
SG eine nichtleere Menge und ‘& eine partielle Operation
ist. Ist G eine partielle Struktur, so sei D(G ) die
Menge aller (x,y) e st , fur die das Element x .q 7 exis-
tiert. Fir die partielle Struktur & und (x,y) e D(@& )
werden wir statt x T4 einfacher x . y oder nur xy
schreiben.

® sei eine partielle Struktur. Ein Element e € Sg
heisst ein Einselement von & , wenn gilt:
(1} (x,e) € D(®) = x.e@ = x

(11} (e,x) 6 DG)=—P e.x = x

Die Menge, die aus allen Einselementen G besteht, bezeich—
nen wir mit I(®) .

Eine partielle Struktur heisst ein Ehremannschea Grup—
poid (kurz E-Gruppoid), wenn folgende Bedingungen erfillt
sind: .

(1) sind x, y, z € Sg und existiert eines der Elemente
x(y z) , (x y)z , so existiert auch das andere, und es gilt
x(y z) = (x y)z .

(11) Ist xe€Sg , dann existieren die Einselemente « (x) ,
B(x)e I(G) so0, dass (e« (x),x), (x,p(x)) € (G) gilt.
(111) Ist x€ Sg , dann existiert e Sg 80, dass
(x1,x) e D(G) und x 1. x=pf(x) .

Ein Gruppoid @ ist ein Brandtsches Gruppoid (kurz B-
Gruppoid), wenn folgende Bedingung erfullt ist:

Va,beIl®) IxesSg «(x) =a, B(x)=b.
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Sei @ ein E-Gruppoid, Mc Sg , (M, g ) ein E-
Gruppoid, dann heisst H = (M, ‘& )} ein Teilunutergrup-
poid des E-Gruppoids @& . Wwenn M ein Teiluntergruppoid
& ist und I(H ) = I(®&) , sagen wir, dass H ein Unter-
gruppoid & ist.

Definition l. Es sei @ ein B-Gruppoid, R eine Xqui-
valenzrelation in S‘G . Dann heisst R eine Kongruenzrela=-
tion von @ , wenn sie die folgenden Eigenschaften h;at:

(1) Vx,y,u, vesSg

xRu, yRv, (x,y), (u,v) e (®) = x yRuv
(2) VYV x,ye S xRy== (x) Ree(y), B(x)RpA(y)

Wir bezeichnen mit [x] die Menge {yly € Sg » YRx .
Ist R eine Kongruenzrelation von dem B-Gruppoid & , de-
finieren wir [xJ) o [ y] genau dann, wenn es u, ve Sg gibt,
so dass [x)=[u) , [yl =0v] und (u,v) € D{®) . Fir
(x,y) € D(G) legen wir [xlelyl=10[x .g y] fest. Es sei
M: ={[x)|xe Sg} . (M, o) heisst Faktorstruktur von &

nach R (in Zeichnen &/R ) .
G /g 1st im allgemeinen kein E-Gruppoid. (siene [21,
S. 76).

Definition 2. Eine Kongruenzrelation R eines B-Grup-
polds & heisst eine susgezeichnete Kongruenzrelation vom

& , wenn die Faktorstruktur G/R ein E-Gruppoid ist.

Bemerkung. Ist @& ein B-Gruppoid, R eine susgezeich-~
nete Kongruenzrelation von @ , so ist offenbar & /R auch

ein B-Gruppoid.
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Definition 3. Eine Kongruenzrelation R eines B-Grup-
polds & , die der Bedingung

(3) V(ap) e (B)IAR 3 xeSg e«lx)=a,
B{x) =b , xRa
genlgt, heisst eine vollstandige Kongruenzrelation von @& .

In [2] (Satz 5, S. 219) ist folgender Satz bewiesen:
Satz: Eine volIstandige Kongruenzrelation eines B—Gruppoids

& 1ist eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von @& .

Defipition 4. Eine translatione Kongruenzrelation von
einem B-Gruppold & ist eine Kongruenzrelation R des: B-
Gruppoids @& , die noch folgende Bedingungen erfullt:

(4) Ist ee I(G), x € Sg , eRx(x) , 50 existiert y € Sg,
8o dass yRx , w(y) =e .«

(5) Ist xe Sg 1 © & I(®), xRe , so ist x e I(G) .

(6) Ist x, ye Sg , xRy , o (x) = #(x) , damn e (y) =
= A (y) ist.
Definition 5. Eine regulare Kongruenzrelation von einem

Gruppoid @ ist eine ausgezeichnete Kongruenzrelation voh

& , die Bedingung (5) erfullt.

In (2] (Satz 4, S. 218) ist folgender Satz bewiesen:
Satz: Eine Kongruenzrelation R eines B-Gruppoids & ist
eine ausgézeichnete Kongruenzrelation von @& , wenn (4) gilt.

Folgerung: Eine translatione Kongruenzrelation eines B~
Gruppolds @& ist eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von
o .
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Es seien @ und H partielle Strukturen und
@ : Sg—> Sy eine Abbildung. Dann heisst @ ein Homo-
morphismus von & imn M , wenn fur jedes (x,y) € D(®)
(p(x), 9(y)) ¢ DIH) und ¢ (x) ‘M @ (y) = ¢lx © y) .

Sind @ und H partielle Strukturen, so heisst eine
eineindeutige homomorphe Abbildung ¢ von Sg auf Sy ,
fUr die zusatzlich auch q_q ein Homomorphismus von M auf
€& 1ist, ein Isomorphismus von & auf H . .

Be ung: Ein Homomorphismus von einem B-Gruppoid
& auf ein B-Gruppoid H , der eine eineindeutige Abbild-

ung ist, ist ein Isomorphismus.

Satz l. Es sel R eine ausgezeichnete Kongruenzrela-
tion von einem B~Gruppoid & . Dann gibt es eine vollstan-
dige Kongruenzrelation Rl von dem B-Gruppoid @ und eine
regulare Kongruenzrelation R, von dem B-Gruppoid G/RI ’

so dass T"/R zZu (G»/Rl)'/R2 isomorph ist.

Beweig: Es sei H: ={x|x R«(x), x€Sg ¥ . Wir
zeigen, dass H : = (H, ‘q‘,len D(G)) ein Untergruppoid
des B-Gruppoids @& 1ist, Es sei x, ye H, (x,y) e D(®) ,
dann x Ret(x) == B (x) RB(oc(x)) = cc(x) == x RB(x) .
Wegen y Rw(y) , xy RA(x) oc(y) = B (x) , ist xy Reclx) =
o (xy) ==xy € H .

1]

Ist xeH, sodst x T Rlec(x))™} = oc(x) RB(x) =
‘-(x—l) _-—-_%x-l € H.

Ist ee I(®) , s0o ist eRe = w(e)=— e « H . Folg~
1ich I(H ) =I(G) . H ist sogar ein invariantes Unter-
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gruppoid von @ , denmn Y x e Sg x L Hx: =

=4{x " hx| h e H,x(h) = B(h) = x(x)3 € H.

Fir jede x, y € S@ definieren wir x R; ¥ genau
dann, wenn es gibt u, ve H, so dass (u,x) , (x,v) e D(®)
und y =ux v . Dann ist Rl eine vollstandige Kongruenz—
relation von dem B-Gruppoid & .

Wir bezeichnen fir jedes x € Sg [x],:=
={ylyR x,5€ Sg? und fir jede [x)y, [y} e SWR1

definieren wir [x]l R, [y]1 genau dann, wenn x R y ist.
Man kann sich leicht uberzeugen, dass R2 eine Kongruenzre=

lation ist. Es sei nun fur jedes x € Se
[xly: =1Lyl | [yl Ry [x]; ,[y) e SG»/Rl} .
[x]:=4{y|yRx, ye Sqg?. Die abbildung
: 8 —>3 die durch die Vorschrift
¥ P /7R, G/R °

:g[x]z =[x] gegeben ist, ist ein Isomorphismus. Somit ist
R, eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von ®/R;, und der
B-Gruppoid ( G/Rl)/Rz, ist isomorph zu dem B-Gruppoid
G/n .

Wir missen noch zeigen, dass R, eine regulare Kon—

gruenzrelation ist. Also sel [x]; & SG/Rl ’ [y]l €
€ I(G/Rl) > [x]l R2 [y]l « Dann ist [y]l = [da(y).le =
= [yl [y)) = [oo(y}]; . Weiter ist [x1; Ry [w (y)];=

=3 x Rae(y) = e(x) Rotlee(y)) =) oc(x) Recly) =
=> Xx Rot(x)==) x € H . Wegen ot(x) =a(x). % 1,

w(x)e H, x'e H, ist [x)) = [«(x)]; e I(G/Rl) .
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Definition 6. Ein Isomorphismus von einem B-Gruppoid
& auf das B-CGruppoid @ heisst ein Automorphismus von & .
Eine Translation ¢ von einem B-Cruppoid & ist ein Auto-
morphismus von @ mit folgender Eigenschaft: gibt es x €

€Sg mit g(x) =x , so ist @ eine identische Abbildung.

Bemerkung: Alle Translationen von einem B-Gruppoid bil-

den im allgemeinen keine Gruppe.

Satz 2. Es sei T eine Gruppe der Translationen (hin-

sichtlich der Produktbildung) von einem B-Gruppoid & . Fur
jede x,ye€ Sg sel x R(T) y genau dann, wenn @ € Sy
existiert, so dass y = @(x) . Dann ist R(T) eine trans-
latione Kongruenzrelation von ® .

Beweig: Weil T eine Gruppe ist, muss R(T) eine
Zquivalenzrelation sein. Wir zeigen nun, dass R(T) eine
Kongruenzrelation von ® ist. BEs sei x, y, u, v € Sg ,
(x,5)y, (u,v) € D(®) , x R(T) u, y RCT) v . vann gibt es
%, ¥ € S, 80 dass u= @(x), v = y(y) . Wegen
(x,y) € D(®) , ist B (x) = ly) =@ (A (x))
und wegen (@(x), y(y)) € D(®) , ist R{gpx))
Aver R (@x)) = g(R(x)), «xly(y)) = y(xl(y)) ==
= @ (B(x) = ¥le(y) = ¥ g () = «ly) =
= 3(x) ===}1r'4<y =id. =D @= ¥ , demn qr“’q; ist eine

Translation.

i

Plocly))

[}

ooy (y)).

"

L]

Wir haben @ (x.y) = @ (x). @(y) = @(X).y(y) = vev =
= xy R(T') uv . Wegen oglet(x)) = £lg(x)) = () ,
@ (B(x)) = Blegx)) = R(u) , ist & (x) R(T)elu) ,
B (x) R(T I B .

Wir wollen noch zeigen, dass R(T ) eine translatione
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Kongruenzrelation ist. (Siehe Definition 4.) Es sei e €
cI(G) , xeSg , e R(T)e(x) . Dann gibt es @ € S »
so dass ¢ f(oc(x)) = e . Legen wir y: = @(x) fest. Dann
xRT)y, «ly) =clax)) = ¢(x(x)) = .

Es sel x€Sg , e €eI(®) , xR(T) e . Dann gibt
es @& Sp , sodass e = @ (x) . Hieraus folgt
P(x(x)) = t(@p(x)) = tle) = e = ¢@x) = P(x(x))=
== x=x(x)=—> xe I(G) .

Es sei x, yeSg , x R(T) y . Dann gibt es @ € ST’
so dass y = @(x) . «(y) = B(y) ist genau dann wenn
x(p(x)) =B(gx)) &= @ (e(x)) = (B X)) & e (x) =
= B(x) .

Definition 7. Ein B-Gruppoid @ heisst einfach, wenn
folgende Bedingung erfillt ist: Ist fir x, y€ Sg oc(x) =
= oly) , B(x) = (y) , s0 it x =y,

FUr eine nichtleere Menge M werden wir ein B-Gruppoid
B (M) euf folgende Weise einfihren. B (M): = (M°, . ) ,
wobei fir jede (a,b), (c,d) € M ((a,b),(c,d)) €
€ D(B (M)) genau dann sei, wenn b = ¢ ist, und dann de-
finieren wir (a,b).(b,d) = (a,d) . Es ist offenbar, dass
B (M) ein einfaches B-Gruppoid ist.

Wir fuhren nun noch neue Zeichen ein. Fur B-Gruppoid
@& und e € I(®) definieren wir
Ple):={x|xeSg , x(x) =e¥, T(e): ={t|tesSg ,
x(t) = B(t) =e3 .

Satz 3. Ist @ ein B-Gruppoid, so gibt es ein einfa-
ches B-Gruppoid H und eine Gruppe T der Translationen
von H , so dass die B-Gruppoide H/R(T) , @ isomorph
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gind.

Beweis: Legen wir H =B (P(e)) fest. Fur t e T(e)
und  (x,y) & PP(e) sei T(x,y): = (tx, ty) und sei T: =
:=4{T|teT)} , T :=1(T,0) (o - die Operation der
Produktbildung). Dann ist T eine Gruppe der Translationen
von H . Es sei fur jedes (x,y) e Pz(e) [x,y): =
: =4 (u,v) ] (u,v) € P2(e) , (u,v) R(T) (x,y)% und fir je-
des [x,yle€ Sy p(p) @Lx,v]= xly . Dann ist leicht

zu sehen, dass ¢ ein Isomorphismus von H /R(T) auf

G ist.

Lemmg. Es sei $ eine Gruppe der Translationen von
einem einfachen B-Gruppoid ®@ und T eine Gruppe der Trans-
lationen von einem einfachen B-Gruppoid H . Sind die B-
Gruppoide G"/R(.S) , H /x(g) isomorph, so sind auch

die B-Gruppoide ® ,H und aie Gruppen 8§ , T isomorph.
Beweis: Es gilt @& & B (I(G)) . Es sei fir jede

x,y e I(G) [x,y): =4(u,v)|u, veIll®),

(u,v) R(8) (x,y)% . Dann fir a @ I(G) sind

& ,P (Pla,al) isomorphund §& , (T La,al, ’G/RlT[a,af

sind isomorphe Gruppen, denn die Abbildung (x,y) >
> (la,xl,Cla,y]) von ® auf B(PlLa,al) und die
Abbildung t > Ca, tal von & auf T([a,a) ) die Iso-

morphen sind.

Lemmg. Es sei & ein einfaches B-Gruppoid und sei R
eine translatione Kongruenzrelation von ® . Dann gibt es

eine Gruppe T der Translationen von & , so dass R =
=R(T) .
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Beweis: Weil @ ein einfaches B-Gruppoid ist, muss
& isomorph zu B (I(G)) sein. For jedes (x,y) e 12(6)
seli [x,y): =4(u,v) | u, v e I{(®), (u,v) Rlx,y)¥ . Weil R
eine translatione Kongruenzrelation ist, ist fur a € I(&)
P(La,n]) =4fa,x]1 | xe€ I(®) .

Wir wollen jetzt zeigen, dass ([a,x1, [a,y]) >
—> (x,y} von B (PLa,al) in B (I(G)) eine Abbil-
dung ist. Es sei [a,x1=(a,ul. Dann [a,x1[x,ul =
=fa,ul =La,x] und folglich [x,ul = [x,ad ([a,x1lx,ul )=
=[x,a] La,x]1 = [x,x] = (x,u) R (x,x) . Folglich ist nach
(5} x=u.

Es ist offenbar, dass ([a,x),la,y1) > (x,y) eine
eineindeutige Abbildung ist und also B (P(La,a2l)) ist
isomoroh zu dem B (I(G)) .

Wir bezeichnen fir jedes t € T([a,al) und jedes
(Cayx)l,Ca,y1) € P(La,al) x P(La,al)

,.{( La,x3 ,Ca,yd) = (t Ca,x), t [a,y]) .

T :=({T)t&«T([a,al])},o) ist die Gruppe der
Translationen von dem B (P([ a,al}) .

Wir zeigen jetzt, dass R = R(T) . Es sei
(Ca,x1,La,y3) R (La,ul,Ca,v]) . bann (x,y) R (u,v) =
= [x,y] =Cu,v] . Daraus folgt [x,alla,yl=
= [u,a) (a,v] =,> fa,u)(x,al =C[a,vlly,al. Aber
Ca,ul [x,é] €T(Ca,a)) und [a,ullx,ad ([a,x1,Ca,yl) =
=(la,ul,[a,v]) und wir haben R S R(T) . Es sei
(Cayx1,CLa,y1) R(T') (La,ul ,La,v])) . Dann gibt es
teT(la,al) , so dass [a,u) = tla,x), [a,v)l =tCa,yl.
Also t =la,ullx,a)= La,v)ly,al=>[x,a)la,y]=
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= [u,a] [a,v] = (x,y) R(u,v) =>
= ({a,x),Ca,yd) R ((aul,La,v]) .

Satz 4. Ist R eine translatione Kongruenzrelation
von dem B-Gruppoid © , so gibt es eine Gruppe T* der Trans-
lationen von & , so dass R(T) =R .

Beweis: Es gibt ein einfaches B-Gruppoid M und eine
Gruppe T,‘ der Translationen von H , so dass H /R( T,)

zu dem @& isomorph ist. Wir bezeihnen mit R;: = R(T, ),
[x);: =iylye Sy » YR x % . Wir definieren fir jede
X, y€Sy x Ry y genau dann, wenn Cxl; ROy); dst.

Es ist leicht festzustellen, dass R2~ eine translatione
Kongruenzrelation von H ist. Nach dem Lemma gibt es eine
Gruppe T, der Translationen von H , so dass R, =

Wir zeigen, dass T, eine invariante Untergruppe von
T, 1ist. Es sei t)€ sT“ y tr€ s-l-2 , e I(H) . Damn
gibt es x € Sy , sodass o ix) =ty(e) , A(x) = tytyle) .
¥egen x R, t;l(x) , ist [x)) R [t;l(x)] 1 » Weil R trans-
latione ist und [ew(x)); = [@(x)]; , bekommen wir

-1 - -1 -1 =
Loe (£5,7(x))]y) =[R (t,7(x)N]; = e j1=(t; (ec(x)3); =

=gl -1 -1
=067 (A1) =0t t1t,(e)); == t 7t 6, ¢ s.,.q .
Fir t € Sy definieren wir [t] ([x]}) =C[tx); . Die
2 .
Abbildung [t1 ist eine Translation von M /Rl y wobei fur

-1
t S i L = d we t S .
s, teSy st [s8)=C(t] genau dann, wenn st "e T,
Wir legen T : = T, /T,, fest und wir zeigen, dass R =

=R(T) 1ist. Bs sei [xl]; R[y]l . Dann xR, y und es
gibt ein Element t, e STZ y 8o dass
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¥ = tp(x) =[y]; = [tyx]) = [t,] ([ x])) =
= [x]; R(T) [y]; . Essei [ul; R(T) [v]} . Dann gibt
es [t]1 € T, /T1 y so dass [vl) =1[t] ([u])) =

=) [V]l = [tu]l: u R2 v -———)[u]l R [v]l .

Setz 5. Eine Kongruenzrelation R von einem B-Gruppoid
@ 1ist regular genau dann, wenn es ein einfaches B-Gruppoid
]]-[2 , ein Teiluntergruppoid H,] von ]l-:[2 , eine Gruppe ']I‘2
der Translationen von ]{2 und eine Untergruppe T, von T,
gibt, so dass
(1) H, 1ist ein B-Gruppoid
(i1} Vte S-m‘ t(SM4)S S]L1
(111) V (x,y) e D{ Hy) 3t e ST, (t(x),t(y)) e DT,
(iv) H, /R(T., y ist isomorph zu G
(v} bezeichnen wir [x]y: ={y|lye SH" y ¥ ROT )x}
Vxe S]l'l., y dann fiir jede [x); , [¥]; € S-H1 /RCT, ) ist
(x]; R[yl; genau dann, wenn x R(T,) y 1ist.

Beweis: I. [s sei R eine regulare Kongruenzrelation.
Fir jedes x € Sg bezeichnen wir [xJ: ={y|y e Sg,y R x}
und dur ein ausgewshltes Element e e I(G) My: o=
=4lx1|w(x) =e}, M,: =4lxJ| fec (x)] =[el},
Sp: =4lal]| = (s) =RB(s) =e},
Syt =4ls] |Ceo (831 =L@ (5)) =[el}.

Legen wir H,= B (M), Hy =B (M) fest. Fur je=-
des [sl€ S, und ([x],[yl)e SB(MZ) definieren wir

[s3 ([x), (y1) = ([s1lx], [s1ly] ) . Donn ist
Ty : = ({m|[33652},°) eine Gruppe der Translationen

- 288 -



von B-Gruppoid M, und T, : = ({[sl|(sle S33 ,¢) eine
Untergruppe der Gruppe T‘l . Es 1st offenbar, dass
(1} M, ein B-Gruppoid ist

(11)  V t e Sq, tiSy,) € Sy,

Es sei ([x),Lyl), ([yl, [21)€ Sl-lz . Sann .sind die Ele-

mente [y 11lzl, [x 1Ly, ([x10y1) (LytIl2])
definiert und also gibt es u, ve Sg , so dassg [ul=
= [x-l] tyl [ v] = [y-l] {z) und das Element u.v ist de-
finiert. Weiter existiert s e Sg , 8o dass oc(a) = e,
B (a) = «(u) . Legen wir b: = au , ¢: = bv fest. Danm
«(e) =oclb) = la) =e, u=altb, v=>brlec,
Ix Nyl =Ce 001, (y 02l = (b 1le) = la)[x}] =
=) ty~h) , [6 [y 711 = (e (z1) . Weiter gilt rir
[t1:=(ad{x11:[t)es,, [€1(x],lyl) = ([al, [bD),
ft31(ly3,021) =([bl,Lec)) . Damit ist gezeigt, dass
(i1i) gilt. )

Fir jedes ([x],[yl)e Sy, definieren wir
[x,y)y: =4 €lul,lv]) | ([ul,lv]) € Sy, »
(Cu1,lv]) R(Ty) ([x1,[y1)} und @Ix,yl): = x-ly « Ist
[x1=Cul fir [x),lule ¥ , dann [xlud=(x"1I[u] =
=(AwW] = x L uRA(W => xlue I(G) => x =u . Ist
(x,y]; =Lu,vl; , dann gibt es ein Element [sl & S; , so

dess u =8x , v=sy und also ub =x1sley =x1y.

Demnach ist ¢ eine Abbildung. Ganz ahnlich wie in dem Be-
weis des Satzes 3 kann man zeigen, dass ¢ ein Isomorphis-

mus von H, /Re T,) auf @ ist und H, /R(T.,) isomorph

zu & ist.
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Fir [x1,0{yl ,lul, Cv]e M, isg [x,yl; RCu,v]; genau
dann, wenn x 1y Ru™ly ist. Das gilt genau dann, wenn
Ix Nyl = e vI=> [ultxh) = tvI Ly . Fir
(t1: =Cullx 2] ist denn [t]e s, (€1 ([x3,lyD) =
= (Cul,Cv]) .

II. Bs gelte umgekehrt (i) = (v). Dann definieren wir
[x]; Rlyl); gensu dann, wenn x R(T, )y ist. Man kann sich

Uberzeugen, dass R eine regulare Kongruenzrelation von
H"/R(Tq) ist.

Beispiel: Es sei M: =4{1,2,3,4,5%¥, G : =B (M) und
eine Xquivalenzrelation R sei durch folgende Aquivalenzklas-
sen gegeben:

{€1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)3; 4(1,2),(2,1),(4,5),(5,4)¢;
£(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)3; 4¢2,3),(3,5),(5,2),(1,4)¢;
4(1,5),(5,1),(3,4),(4,3)}; 1(4,1),(5,3),(3,2),(2,5)%.

Dann ist G/R eine Gruppe und R ist eine regglﬁre Kon-
gruenzrelation, die keine translatione Xongruenzrelation ist.

Defipitjon 8. Ist ¢ ein Homomorphismus von einem B-
Gruppoid @ in ein B-Gruppoid H und x R(g)y :
te=> 9(x) = p(y) V x,y e S und ist R(@) eine aus-
gezeichnete (bzw. vollstandige, regulare, translestione) Kon-
gruenzrelation, so hennen wir @ einen ausgezeichneten
(bzw. vollstandigen, regularen, translationen) Hcmomorphismus.

Aus den Satzen 1 und 5 folgt sofort

Eolgerung: Es seli @ ein Homomorphismus von einem B-
Gruppoid & in einem B-Gruppoid H . @ 1ist ein ausgezeich-
neter Homomorphismus gensu dann, wenn es ein B-Gruppoid X ,
einfache B-Gruppoide K 1 Ha , ein vollstEndiger Homomor-
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phismus € , ein regularer Homomorphismus ® > ein injekti-

ver Homomorphismus L , translatione Homomorphismen %, Ta

gibt, so dass das Diagramm

_® oH

’ X
o
N H

_—
1 2

G
L

_ kommutativ ist.
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(21
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[4]
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