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<X)MMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

16,2 (1975) 

EINE BEMERKUNG ÜBER AUSGEZEICHNETE KONGRUENZRELATIONEN DER 

BRANDTS CHEN GRUPPOIDEIT 

Josef KLOUDA, Praha 

Abstract: Das Hauptziel dieser Arbeit ist solche Bedin
gungen für eine Kongruenzrelation R von einem Brandtschen 
Gruppoid (SF abzuleiten, dass R ausgezeichnete ist, d.h. 

&/-o ist auch ein Brandtsches Gruppoid. 

Schlüsselwörter: Ausgezeichnete Kongruenzrelation von 
einem Brandtsehen Gruppoid. 

AMS: 20L05 Ref. 2.: 2.722.9 

Die vorliegende Arbeit ist aus dem Wunsch heraus ent

standen, die Ebenen von Ostrom (L4l) und die Translations

ebenen in einen Zusammenhang zu bringen. In [31 sind die Be

griffe Partition und Kongruenz eines Brandtschen Gruppoids 

eingeführt (siehe auch Andre* tl], S. 163) und hier wird ge

zeigt, dass sich jede affine Ebene durch ein Brandtsches 

Gruppoid mit einer Kongruenz darstellen lasst. Die vorbe

zeichnete Untersuchung führt zur Frage: welche Bedingungen 

sind hinreichend und notwendig dafür, dass eine Kongruenzre

lation R von einem Brandtschen Gruppoid <& ausgezeichnet 

ist? (d.h. <& /«£ ist auch ein Brandtsches Gruppoid). Das 

Hauptziel dieser Arbeit soll es sein, solche Bedingungen un-
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ter Berücksichtigung der geometrischen Interpretation abzu

leiten. 

& - (Sft* , • *» ) ist eine partielle Struktur, wenn 

S^ eine nicht leere Menge und • -, eine partielle Operation 

ist. Ist G* eine partielle Struktur, so sei D( & ) die 

Menge aller (x,y) c Ŝ . , für die das Element x .^ y exis

tiert. Für die partielle Struktur CP und (x,y) c D( Gr ) 

werden wir statt x •-* y einfacher x • y oder nur xy 

schreiben. 

4* sei eine partielle Struktur. Ein Element e e §** 

heisst ein Einselement von S» , wenn gilt: 

(i) (x,e) € D(©>) •===> x.e * x 

(ii) (e,x) * D«&)==> e.x =* x 

Die Menge, die aus al len Einselementen G besteht, bezeich

nen wir mit l($r) • 

Eine partiel le Struktur heisst ein Ehremannsche& Grup— 

proid (kurz E-Gruppoid)f wenn folgende Bedingungen erfül l t 

sind: 

( i ) Sind x, y, z e Sg> und exist iert eines der Elemente 

x(y z) , (x y)z , so exist iert auch das andere, und es g i l t 

x(y z) s (x y)z • 

( i i ) Ist x c $ £ , dann existieren die Einselemente eC (x) , 

f j ( x ) c l ( © ) ' so, dass (oc(x) fx) f (x f ß (x)) c D(GO g i l t , 

( i i i ) Ist x € S ^ , dann exist iert x~ c S<^ so , dass 

(x^jx ) € D(©) und x"1 . x » (S (x) . 

Ein Gruppoid & i s t ein Brandtsches Gruppoid (kurz B-

Gruppoid)f wenn folgende Bedingung erfüllt i s t : 

V a, b e K<&) 3 x e S e efr (x> » a" , /S (x) -*- b . 
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Sei <S ein E-Gruppoid, Mc S ^ , (M, . ^ ) e in E-

Gruppoid, dann he iss t H - (M, • ^ ) e in Teilunutergrup-

poid des E-Gruppoids <& • Wenn Jtt e in Teiluntergruppoid 

(& i s t und I( H ) - l(<&) , sagen wir, dassH ein ün te r -

gruppoid <& i s t . 

Definition 1. Es s e i CP ein B-Gruppoid, R eine Squi-

valenzrelat ion in S*r • Dann he iss t R eine Kongruenzrela

t ion von <GP , wenn s ie die folgenden Eigenschaften h a t : 

(1) V x, y, u, \r € S ^ 

x R u, y R v , (x ,y ) , (u,v) e D(<&) sam£ x y R u v 

(2) Vx,ye$& x R y ==» oo(x) R <J6(y), ß(x)R/Uy> 

7/ir bezeichnen mit Cx] die Menge 4 y | y c S^ , yRx J • 

I s t R eine Kongruenzrelation von dem B-Gruppoid <& f de 

f in ieren wir C x ] © C y ] genau dann, wenn es uf v e r g i b t , 

so dass C x ] = - [ u 3 f C y ] - C v ] und (u fv) € D(4») # Für 

(x fy) c D(Gr) legen wir C x 3 * C y ] - tx • ^ y ] f e s t . Es s e i 

Mr = 4 £ x 3 | x c S<^J • (Mf o ) heiS9t Faktoratruktur von (& 

nach R ( in Zeichnen 4 » / R ) • 

Ä / R i a t im allgemeinen kein E-Gruppoid. (Siehe C2 3, 

S. 76). 

Definition 2. Eine Kongruenzrelation R eines B-Grup-

polds <& heiss t eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von 

<& f wenn die Paktorstruktur 4-*/^ e in E-Gruppoid i s t . 

Bemerkung. I s t <& ein B-Gruppoid, R eine ausgezeich

nete Kongruenzrelation von <& f so i s t offenbar <& / R auch 

ein B-Gruppoid. 
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Definition ß. Eine Kongruenzrelation R eines B-Grup-

poids G , die der Bedingung 

(3) V (a,b) e I2( © ) n R 3 x s S ̂  oc (x) = a , 

ß (x) s= b , xRa 

genügt, heiss t eine vollständige Kongruenzrelation von <& • 

In 121 (Satz 5, S. 219) i s t folgender Satz bewiesen: 

Satz: Eine vollständige Kongruenzrelation eines B-Gruppoids 

& i s t eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von & . 

Definition 4. Eine t rans la t ione Kongruenzrelation von 

einem B-Gruppoid G i s t eine Kongruenzrelation R des^ B-

Gruppoids <& , die noch folgende Bedingungen e r f ü l l t : 

(4) I s t e e I(<&), x e S ^ , eRoc(x) , so e x i s t i e r t y € S^ , 

so dass yRx , oo(y) Ä e • 

(5) I s t x e S ^ , e s I(<B>), xRe , so i s t x c 1(4*) . 

(6) I s t x, y 6 S ^ , xRy , oc> (x) = ß (x) , dann oo(y) * 

» (J'(y) i s t . 

Definition 5. Eine reguläre Kongruenzrelation von einem 

Gruppoid <& i s t eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von 

<& , die Bedingung (5) e r f ü l l t . 

In 121 (Satz 4, S. 218) i s t folgender Satz bewiesen: 

Satz : Eine Kongruenzrelation R eines B-Gruppoids & i s t 

eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von <& , wenn (4) g i l t . 

Fjßlßejaajg: Eine t rans la t ione Kongruenzrelation eines B-

Gruppoid» CF i s t eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von 

<& . 
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Es se ien <& und H p a r t i e l l e Strukturen und 

<$ : S ^ ^*%t e i n e Abbildung. Dann h e i s s t y e i n Homo

morphismus von Cr i n H , wenn für j edes ( x , y ) € D(G) 

Cop(x), g»(y)) €. D(H) und <ap (x) . ^ gp (y) = 9> (x . ^ y) . 

Sind Cir und H p a r t i e l l e Strukturen, so h e i s s t e ine 

e ine indeut ige homomorphe Abbildung cp von S<^ auf Sj£ , 

für die z u s a t z l i c h auch y e i n Homomorphismus von M auf 

C? i s t , e i n Isomorphismus von Cr auf H » 

Bemerkung: Ein Homomorphismus von einem B-Gruppoid 

Cr auf e i n B-Gruppoid H , der eine e ine indeut ige Abbild

ung i s t , i s t e i n Isomorphismus. 

Satz 1 . Es s e i R eine ausgezeichnete Kongruenzrela*-

t i o n von einem B-Gruppoid Cr • Dann g ibt e s e ine v o l l s t ä n 

dige Kongruenzrelation R-, von dem B-Gruppoid Cr und e ine 

reguläre Kongruenzrelation R2 von dem B-Gruppoid ^ / ^ t 

so dass <B> / R zu ( &/% ) / » isomorph i s t . 

Beweis: Es s e i H: = -Jx | x R oo(x), x € S ^ 1 . Wir 

z e i g e n , dass H : = (H, • ~i JJ2 j)(fö\) e i n Untergruppeid 

des B-Gruppoids <& i s t , Es s e i x , y € H , ( x , y ) B D ( Ö ) , 

dann x R cfc(x) -===> ß (x) R ß (<# ( x ) ) == oc (x) ===.> x R /3 (x) • 

Wegen y R o c ( y ) , xy R/J (x) oo(y) - ß (x) , i s t x y R o c ( x ) = 

« oo (xy) > xy e H • 

I s t x e H , so i s t x"1 R (oo(x))~ : i =- oc(x) R # ( x ) = 

a öttx""1) - ^ x " 1 € H . 

I s t e s I(<&) , so i s t e R e =- o c ( e ) = = > e « H . Folg

l i c h I ( H ) - l ( G ) • H i s t sogar e i n invar iantes Unter-
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gruppoid von 4» , denn V x e S ^ x~ Hx: = 

«ix^hxl h e H, oc(h) * £( n) * oc(x)J £ H . 

Für jede x, y € S ^ definieren wir x R-̂  y genau 

dann, wenn es gibt u, v e H , so dass (u,x) , ( x . v ) e D ( S ) 

und y » u x v • Dann ist Rn eine vollständige Kongruenz

relation von dem B-Gruppoid d» • 

Wir bezeichnen für jedes x e S ^ Cx], :=-: 

s 4y I y R;r x, y G 3 ^ ? und für jede Cx] x, C y ^ € S^--, 

definieren wir C x]^ IU C y L genau dann, wenn x R y ist. 

Man kann sich leicht überzeugen, dass R^ eine Kongruenzre

lation ist. Es sei nun für jedes x € S ^ 

Cx]2: ̂ Cy^lCy^ R^x^ . t y ^ e S ^ } , 

Cx] : = 4 y | y R x , y € S ^ ? . Die Abbildung 

^ : S(G»/R1)/R2 ** S WR ' d i e d u r c h d i e Vorschrift 

<yCxX> ~ £-«1 gegeben i s t , i s t e in Isomorphismus. Somit i s t 

Rp eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von (fo/R^ und der 

B-Gruppoid ( <& /K^)/^ i s t isomorph zu dem B-Gruppoid 

w t t . 
Wir müssen noch zeigen, dass R2 eine reguläre Kon-

gruenzrelation i s t . Also s e i C x]^ 6 ^ S / R * t y l i 6 

€ I(<&/H ) , Cx]x Rg Cy]x . Dann i s t Cy]-, » Cco tyhy^ » 

= C o C ( y ) ] 1 t y . \ = H o ^ y ) ^ . Weiter i s t C x ^ R2 Cec (y)]•£-=-> 

-»—fr x Roc(y) ==> oc(x) R oc(oc(y)) = - > oc(x) Roc(y) =====> 

-—x x Roc(x)s==>x « H • Wegen oc(x) ~a t (x ) . x. x" , 

oc(x) e H , x*"1« H , i s t Cx], =* Coc(x)31 c K ^ / R ) • 
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D e f i n i t i o n 6 . Sin Isomorphismus von einem B-Gruppoid 

& auf das B-Gruppoid <& h e i s s t e i n Automorphismus von <Eb • 

Eine T r a n s l a t i o n gp von einem B-Gruppoid C* i s t e i n Auto

morphismus von C* mit fo lgender E i g e n s c h a f t : g i b t e s x € 

€ S ^ mit o / (x) = x , so i s t <jp e ine i d e n t i s c h e Abbildung. 

Bemerkung: Alle T r a n s l a t i o n e n von einem B-Gruppoid b i l 

den im a l lgemeinen keine Gruppe. 

Sa tz 2 . Es s e i T e ine Gruppe de r T r a n s l a t i o n e n ( h i n 

s i c h t l i c h der Produktb i ldüng) von einem B-Gruppoid CF . Für 

jede x , y € S ^ s e i x H(T ) y genau dann, wenn <y e S--, 

e x i s t i e r t , so dass y = g> (x) • Dann i s t i H T ) e ine t r a n s -

l a t i o n e Kongruenzre la t ion von €* . 

Beweis: Weil T e ine Gruppe i s t , muss R ( T ) e ine 

S q u i v a l e n z r e l a t i o n s e i n . Wir ze igen nun, dass R ( T ) e ine 

Kongruenzre la t ion von <B> i s t . Es s e i x , y , u , v € S ^ , 

( x , y ) , (u ,v ) € D(&) , x R ( T ) u , y R ( T ) v . jjann g i b t e s 

( j , f 6 S„p , so dass u = <f(x)f v = y ( y ) . Wegen 

( x , y ) e D(€») , i s t ß(x) = oc(y) =====> q> (ß(x)) = g»(oc(y)) 

und wegen ( <f(x), y ( y ) ) c ü( &) , i s t ß(y>(x)) = c c ( i | r ( y ) ) -

Aber ß ( < y ( x ) ) = c p ( ( 3 ( x ) ) , c c ( y ( y ) ) - y ( o e ( y ) ) — "> 

fr <ap ( £ . ( x ) ) = ^ ( o c ( y ) ) =======> y--"1 <y ( £ ( x ) ) = oc(y) = 

Ä £ ( x ) > y " <y = i d . > <y= *jr , denn y " <j> i s t e ine 

T r a n s l a t i o n . 

Wir haben cp ( x . y ) = gp(x).<jp(y) - gp(x).*jr(y) = u .v s=s> 

= £ > xy R ( T ) uv . Wegen <y(oO(x>) ~ oC(<y(x)) = o&(u) t 

c p ( ( S ( x ) ) = ß(<f(x)) =- ß ( u ) , i s t ÖC (x) R ( T ) o c ( u ) , 

ß (x) R ( T ) ß ( u ) . 

Wir wollen noch z e i g e n , dass R ( T ) eine t r a n s l a t i o n e 
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Kongruenzre la t ion i s t . (Siehe D e f i n i t i o n 4 . ) Es s e i e e 

c 1(4*) , x e S ^ , e R ( T ) o c ( x ) . Dann g i b t es 9 € S ^ , 

so dass ^ ( o c ( x ) ) = e • Legen wir y : = <$(x) f e s t . Dann 

x R ( T ) y , oc(y) = oc(<y(x)) = <y(oc(x)) = e . 

Es s e i x c S ^ , e c 1(4*) , x R ( T > e . Dann g i b t 

e s ^ p e S«, , so dass e = gp(x) . Hieraus f o l g t 

y ( o c ( x ) ) = o c ( y ( x ) ) = oc(e) = e -=====> öp(x) = 9 ( o c ( x ) ) ssq> 

==-=> x = o c ( x ) = > x e 1(4*) . 

Es s e i x , y € S ^ , x R(T ) y . Dann g i b t es <f e S-m , 

so dass y = <p(x) . oc(y) = ß (y) i s t genau dann wenn 

OC ( <p(x)) = ß (Cf(x)) <===£ <? (O0(x)) » <f(ß (x ) ) <=> OC (X) = 

= ß(x) . 

D e f i n i t i o n 7 . Ein B-Gruppoid 4* h e i s s t e i n f a c h , wenn 

folgende Bedingung e r f ü l l t i s t : I s t fü r x , y € S ^ oC (x) = 
a oc(y) , ß(x) a ß ( y ) , so i s t x = y . 

Für e ine n i c h t l e e r e Menge M werden wir e i n B-Gruppoid 

B (M) auf folgende Weise e i n f ü h r e n . B (M): = (M2, . ) , 

wobei fü r jede ( a , b ) , ( c , d ) € W ( ( a , b ) , ( c , d ) ) e 

€ D ( B (M)) genau dann s e i , wenn b -* c i s t , und dann d e 

f i n i e r e n wir ( a , b ) . ( b , d ) = ( a , d ) • Es i s t o f fenbar , d a s s 

B (M) e i n e in faches B-Gruppoid i s t . 

Wir führen nun noch neue Zeichen e i n . Für B-Gruppoid 

4* und , e € 1(4*) d e f i n i e r e n wir 

F ( e ) : = 4 x i x e S < & , cc(x) = - e l , T ( e ) : » ( t | t « S ^ , 

oC ( t ) = ß(t) = e } . 

Sa tz 3 . I s t 4* e i n B-Gruppoid, so g ib t es e i n e i n f a 

ches B-Gruppoid H und e ine Gruppe T der T r a n s l a t i o n e n 

von H , so dass die B-Gruppoide JH /K(«w*) » ® isomorph 
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s i n d . 

Beweis: Legen wir H =-B ( P ( e ) ) f e s t . Für t e T(e) 

und (x ,y ) 6 P ^ e ) s e i T ( x , y ) : =- ( t x f t y ) und s e i T: » 

: = i t | t e T ( e ) } , T : « (T'f o ) ( o - d ie Opera t ion der 

P r o d u k t b i l d u n g ) . Dann i s t T e ine Gruppe der T r a n s l a t i o n e n 

von H . Es s e i für j e d e s (x ,y ) e r (e) C x f y ] : » 

: =« ( (u f v) I (u f v) € P e ( e ) , (u ,v ) H ( T ) ( x , y H und für j e 

des C x , y ] € s j j / R ( T p ) <?--Xfy3 = x - 1 y . Bann i s t l e i c h t 

zu sehen , dass ^p e i n Isomorphismus von M /RCTT ) auf 

<& i s t . 

Lemmja. Es s e i Ä e ine Gruppe der T r a n s l a t i o n e n von 

einem einfachen B-Gruppoid Cb und T e ine Gruppe de r T r a n s 

l a t i o n e n von einem e infachen B-Gruppoid M • Sind d ie B-

Gruppoide ® * . / R ( S ) , H / R C J P \ isomorph, so s i n d auch 

d i e B-Gruppoide 1» f H und d i e Gruppen S , T isomorph. 

Beweis: Es g i l t 4» « B ( l ( & ) ) . Ee s e i fü r j ede 

x f y e I(G>) t x , y . 3 : =*<(u fv) | u , v e 1(0») , 

(u ,v ) R ( $ ) (x ,y ) } . Dann für a c I ( G ) s ind 

(Er t B CP C a f a ] ) isomorph und $ , (T L a f a 3 , • • ^ / R | T [ a d 

s i n d isomorphe Gruppen, denn d i e Abbildung (x ,y ) \—y 

I—> ( C a f x 3 , C a f y ] ) von €r auf B (P C af a 3 ) und d ie 

Abbildung t )—»Ca , t a l von $ auf T ( C a , a ] ) d ie I s o 

morphen s i n d . 

Lemma. Es s e i G e i n e in faches B-Gruppoid und s e i R 

e ine t r a n s l a t i o n e Kongruenzre la t ion von <& • Dann g i b t e s 

e ine Gruppe T der T r a n s l a t i o n e n von <& , so dass R » 

» R ( T ) . 
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Bgweia: Weil G e i n e in faches B-Gruppoid i s t , muss 

G isomorph zu B (KG)*) s e i n . Fnr j edes ( x , y ) e I ( G ) 

s e i C x , y ) : = -4 (u ,v ) | u , v € l (<&) , (u ,v ) R ( x , y ) ? . Weil R 

e ine t r a n s l a t i o n e Kongruenzre la t ion i s t , i s t für a € l ( G ) 

P ( C a , a ] ) = i C a f x ] l x € K G ) 

Wir wol len j e t z t z e igen , dass ( Ca ,x ] , C a , y ) ) I—«* 

I—* (x ,y ) von B ( P C a , a l ) i n B ( K G ) ) e ine Abbi l 

dung i s t . Es s e i C a , x ) = -Ca ,u ) . Dann C a f x ) C x , u ) = -

= C a , u l ~ C a f x ] und f o l g l i c h C x f u ) = C x , a ) ( C a , x l C x , u ] ) = 

=- C x , a ) C a , x ] » C x f x ) ==-> (x f u) R (x f x) . P o l g l i c h i s t nach 

(5) x =- u . 

Es i s t o f fenbar , das» ( C a ,x ] f C a , y ] ) l — > (x ,y ) e ine 

e i n e i n d e u t i g e Abbildung i s t und a l s o B (P( L a f a ) ) ) i s t 

isomorph zu dem B ( K G ) ) • 

V/ir bezeichnen fü r j e d e s t c T( C a f a ) ) und j edes 

( C a f x ) f C a f y ] ) c P( C a f a ) ) x P( C a ,a ) ) 

T ( C a f x l f C a f y ) ) ~ ( t Ca ,x ) , t [ a , y ) ) . 

T : = K T | t « T( C a , a ] ) } , o ) i s t d i e Gruppe der 

T r a n s l a t i o n e n von dem B ( P ( C a , a ) ) ) * 

Wir ze igen j e t z t , dass* R * R ( T ) • Es s e i 

C C a , x ] , £: a , y ) ) R ( C a f u ] f C a,v ) ) . Dann (x ,y ) R (u f v) =£ 

«=-# C x f y ) = * C u f v ) . Daraus f o l g t C x f a ) C a f y ] -

-s C u f a ) Ca f v] -aa=^ C a , u ) C x f a ] - Ca ,v ) C y f a ) . Aber 

C a , u ) C x , a ] € T( C a , a ) ) und C a , u ] C x , a ) ( [ a f x ) , C a , y 1 ) 

» ( C a , u ] , Ca fv ] ) und wir haben R S R ( T ) . Es s e i 

C Ca f x ) f C a f y ) ) R(T ) ( C a , u ) , C a»v] ) . Dann g i b t e a 

t CT( C a , a ) ) f so dass C a , u ) = t C a , x ) , Ca,v) = t C a , y ) . 

Also t = C a , u ) C x , a ) = - C a f v ) C y , a ) ==> C x , a ) C a , y ) » 
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=- CufaJ Ca,v3 = > (x fy) R(u,v) ===£. 

= = ^ ( C a , x J f C a f y J ) R ( C a f u J , C a f v J ) . 

Satz 4. Ist R eine translatione Kongruenzrelation 

von dem B-Gruppoid CP , so gibt es eine Gruppe T der Trans

lationen von 4» f so dass; R(T) = R . 

Beweis: Es gibt ein einfaches B-Gruppoid II und eine 

Gruppe TT,* der Translationen von H , so dass H/R(«jn j 

zu dem €r isomorph i s t . Wir bezeihnen mit R-̂ : » R( T^ ) , 

CxJ-̂ : =My| y « S-g, , y R, x } . Wir definieren für jede 

x f y « Sju x R^ y genau dann, wenn CxJ-̂  R CyJA i s t . 

Es i s t leicht festzuste l len, dass R2 eine translatione 

Kongruenzrelation von H i s t . Nach dem Lemma gibt es eine 

Gruppe T^ der Translationen von H - so dass Rg s 

» R( T a ) . 

Wir zeigen, dass T^ eine invariante Untergruppe von 

T 2 i s t . Es s e i t1e S y , t 2 « Sy , e c I ( H ) • 2ann 

gibt e» x c S | | , sodass oc(x) « t^Ce) , ß (x) ** t j t ^ e ) . 

Wegen x R? t2
X(x) , i s t C xJx R C t ^ x ) ! x . Weil R trans

latione i s t und Coc(x)J1 » t/5 (x)Jj^ , bekommen wir 

C«( t" 1 (x )JJ 1 = C / S ( t ^ 1 ( x ) ) J 1 = » C e 1 l » C t ; 1 ( o c ( x ) J 3 1 * 

a Ct21(/i(x))J1 «CtJ1 t1t2(e)J1«=> t ^ t ^ * S T • 

Pur t € S» definieren wir [ t j (CxJjJ «CtxJ 1 • Pie 

Abbildung C t J ist eine Translation von JH /R f wobei für 

sf t € Si^ ist C s J « CtJ genau dann, wenn st"* « S«p • 

Wir legen T • a T^ /»v fest und wir zeigen, dass R Ä 

-* R(T) ist. Es sei [ x ^ R Cy^ . .Dann x R2 y und es 

gibt ein Element t2 c S^ , so dass 
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y » t2(x) =>Cy3i s tV^i = C t 2 ^ ( t*3i> ===-> 
: > [ x ^ R( J ) Iy3x • Es s e i [ u ^ R(T ) [ v ^ . Dann gibt 

es [ t ] c T 2 Ar t so das» Cv^ =* [ t ] ( [u]-^) .====> 

===> [v]-, » [ tu3 1 ==> u R2 v ==>[u3 1 R lvlx . 

Satz g« Eine Kongruenzrelation R von einem B-Gruppoid 

fo i s t regulär genau dann, wenn es ein einfaches B-Gruppoid 

J { a , e in Teiluntergruppoid H^j von H« » eine Gruppe T« 

der Translationen von J i 9 und eine Untergruppe TT,, von Xj 

g ib t , so dass 

( i ) H 1 i s t ein B-Gruppoid 

( i i ) V t e S ? i t ( S W i ) £ S ^ 

( i i i ) V ( x , y ) c D ( H 2 ) 3 t € S j ( t ( x ) , t ( y ) ) c D( 3B,,) 

Civ) H/j /Hj«ir j i s t isomorph zu $p 

(v) bezeichnen wir [ x ] ^ ; - iy | y € SJJ , y R(T^)x} 

V x 6 S j | , dann für jede [ x ] x , [ y ] ^ 6 S j j / R ( j ) i s t 

[x]-^ R Cy3^ genau dann, wenn x R( T^ ) y i s t . 

Beweis: I . Es s e i R eine reguläre Kongruenzrelation. 

Für jedes x e S ^ bezeichnen wir 1x3 : ~*ty | y € S~ ,y R x}-

und dür ein ausgewähltes Element e c I(<&) M :̂ =* 

M [ x l l * ( x ) = e J , B^: « U x 3 I toC (x)3 =- CelJ , 

S 1 : «-CCS3 | <*, (s) - /$ (s) =- e i , 

S ? : * i C s 3 l C* (s)3 « C ß (s)3 * Ce3J . 

Legen wir H4 s B Cl^) , H^ =- B (M2) f e s t . Pur j e 

des Cs] € S^ und (Cx3, Cy3 ) € $ • ^M j definieren wir 

[ s l (Cx3, Cy3 ) » ( Cs3Cx3, Cs3Cy3 ) . Dann i s t 

1*2 s Ä HCs3 | [ s ] € S2J, o ) eine Gruppe der Translationen 
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von B-Gruppoid M2 und X- : = C4 C a ] | Ca) 6 S1J , o ) eine 

Untergruppe der Gruppe T^ . Es i s t offenbar, dasa 

Ci) Ht ein B-Gruppoid i s t 

( i i ) V t € S T i tCSj^JS s M ^ 

Es se i C Cx] , C y ] ) f C Cy], [ z ] ) € SJJ . Sann sind die Ele

mente [ y " 1 J [ 2 ] , [ x - 1 J [ y ] , C [ x " 1 J [ y J ) ( C y"1] [ z j ) 

definiert und. also gibt es u, v c S ^ , so dasa [ u ] * 
Ä [ x ] C y ] C v ] «C y ) C z ] und das Element u.v i s t de

f in i er t . Weiter ex i s t i er t a e S ^ , so dasa oo(a) = e , 

ß (a) =- oc(u) • Legen wir b: = au , c: - bv f e s t . Dann 

06 (c) = oo(b) - oc(a) - e , u « a~ b , v ~ b~ c , 

C x ^ C y ] * C a ^ H b ] , Cy"1) C zl =* Cb"1] Ce] =4 Ca] Cx"1] =* 

* [bl Cy"1] » Cb] Cy*"1] * [ c H z " 1 ) . Weiter g i l t für 

Ct] : » Ca] Cx"1] : CtJ 6 S2 , f t l CCx] , [ y ] ) * C Ca), Cb)), 

f t l ( Cy] , C z l ) * ( Cb ] , Ce ] ) . Damit i s t gezeigt , dasa 

Ciii) g i l t . 

Für jedes i [ x ] , [ y ] ) c SJJ definieren wir 

Cx^).,: -*4CCu),Cv]) | C[u],Cv]) e SJJ^ , 

C[u],[v]) HCT,,) C[x),[yl)? und ö p ^ y l , : » x ^ y . Ist 

[ x ] = - [ u ] für [ x ] , [ u ) 6 Mx , dann Tx^u) * [x""1) [ u) » 

« C(5Cu)) = > x"1 u R/3Cu) ==> x ^ u e ICG) ===> x = u • Ist 

[xjyJ^ - Cu,v)^ , dann gibt es ein Element Cs3 * S t , so 

dass u * sx , v a sy und also uv =- x~ s" s y » x y * 

Demnach i s t cp eine Abbildung. Ganz ahnlich wie in dem Be

weis des Satzes 3 kann man zeigen, dass y ein Isomorphis

mus von H4 / R ( ijp v auf $9 i s t und H^/RCIT« ) isomorph 

zu <& ist* 
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Für tx3,Cyl ,Cu3, CvJc M-̂  tat tx9yl^ R C u , ^ genau 

dann, wenn x~ y R u~ v i s t . Das g i l t genau dann, wenn 

[x"13Cy3 * tu"1! [v3===> Cu3 Cx"^ •» Cv3 Cy'h . Für 

Ct3: =-Cu3Cx"1J i s t dann [ t ] € S2 f t l (rx3,ty3) « 

* (Cu3,Cv3) . 

I I . Sa gelte umgekehrt ( i ) - (v) . Dann definieren wir 

[x]^ R ty^i genau dann, wenn x R(T^ )y i s t . Man kann sich 

überzeugen, dass R eine reguläre Kongruenzrelation von 

tt^RdV,) i s t # 

Beispiel: Es aei KT: «-f 1,2,3,4,5 J , © : =- B 0 0 und 

eine Äquivalenzrelation R se i durch folgende Xquivalenzklas-

sen gegeben: 

4 ( 1 , 1 ) , ( 2 , 2 ) , ( 3 , 3 ) , ( 4 , 4 ) , ( 5 , 5 ) h 4 (1 ,2 ) , ( 2 ,1 ) , ( 4 ,5 ) , ( 5 ,4 )? ; 

4 (1 ,3 ) , (3 ,1 ) , (2 ,4 ) , (4 ,2 )J ; 4 ( 2 f 3 ) , ( 3 , 5 ) , ( 5 , 2 ) , ( l , 4 ) J ; 

4 ( 1 , 5 ) , ( 5 , 1 ) , ( 3 , 4 ) , ( 4 , 3 ) 1 ; 4(4,1),(5,3),(3,2),(2,5)?. 

Dann i s t © / R eine Gruppe und R is t eine reguläre Kon

gruenzrelation, die keine translatione Kongruenzrelation i s t . 

Definition B. Ist <p ein Homomorphismus von einem B-

Gruppoid © in ein B-Gruppoid H und x R(qp)y : 

: < = £ y (x) « gp(y) V x,y € S ^ und i s t R(y ) eine aus

gezeichnete (bzw. vollständ ige, reguläre, translatione) Kon

gruenzrelation, so nennen wir <p einen ausgezeichneten 

(bzw. vollständigen, regulären, translationen) Homomorphismus. 

Aus den Sätzen 1 und 5 folgt sofort 

Folgerung: Es s e i g? ein Homomorphismus von einem B-

Gruppoid & in einem B-Gruppoid H • 9 i s t ein ausgezeich

neter Homomorphismus genau dann, wenn es ein B-Gruppoid X > 

einfache B-Gruppoide K^ , W« , ein vollständiger Homomor-

- 290 -



phismus tf , ein regularer Homomorphismus & , ein in j e kt i-

ver Homomorphismus L , translatione Homomorphismen fy , tra 

gibt, so dass das Dlagramm 

kommutativ i s t . 
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