
Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

Antonín Kučera
Об aлгopифмичecкoй неапрoкcимируемocти тoчных верхних гpaниц
кoнcтруктивных пceвдoceчeний

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, Vol. 18 (1977), No. 3, 445--453

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/105790

Terms of use:
© Charles University in Prague, Faculty of Mathematics and Physics, 1977

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/105790
http://project.dml.cz


CЮNMENTATION.BS MATHEMATICAE ÜNIVERSITATIS CAROLINAE 

18t3 (1977) 

OB AJIГOPИФШЧECKOЙ Hfi.ШIP01CCИffiîPУEШ)CTИ TöЧHЫX BEPXHЙX 

ГPAHИЦ KOHCTPУKTИBHЫX ПCEBДQCEЧEHИЙ 

A. KУЧEPA C A.KÜÖERA), Пpaгa 

Содержание: В настоящей заметке рассматриваются неко-
торне свойства псевдосечений (по существу нижних дедекиндо-
внх сечений), связанные с вопросами алгорифмической аппро
ксимируемости их точннх верхних границ. Приведено необходи
мое и достаточное условие существования алгорифма, оценива
ющего снизу расстояние псевдосечения от любого рекурсивно 
перечислимого множества рациональных чисел в его дополнении. 

Ключевые слова: Частично рекурсивная функция, рекурсив
но перечислимое множество, псевдосечение, субкреативность, 
алгорифм нижней оценки расстояния, эффективная неаппроксимм-
руемость. 

АМЗ: 02Е99, 02Ж25 Ве;Г. 2.: 2.644.2 

Э. Шпекер построил возрастающую ограниченную алгорифми-

ческую последовательность рациональннх чисел (РЧ), не сходя

щуюся ни к какому конструктивному действительному числу 

(КДЧ). И.Д. Заславский усилил этот результат, построив вов-

растающую ограниченную алгоритмическую последовательность РЧ, 

для которой существует алгорифм, которнй по всякому КДЧ явля

ющемуся верхней границей ©той последовательности вндает мень

шее КДЧ, также являющееся верхней границей этой последова

тельности. Вопрос о верхних границах алгоритмических после

довательностей КДЧ равносильно сведен Цейтиннм в Г 51 к вопро

су о верхних границах псевдосечений, х показано, что иеобхо-
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димым и достаточным условием существования понижающего ал

горифма для собственного псевдосечения является его сильная 

неразрешимость. Заметим, что псевдосечение - это по сущест

ву нижнее дедекиндово сечение, и понижающий алгорифм для 

псевдосечения М - алгорифм перерабатывающий всякое КДЧ, 

являющееся верхней границей М , в меньшее КДЧ, также явля

ющееся верхней границей М • 

В настоящей статье рассматриваются условия, при которых 

для собственного псевдосечения возможно алгорифмически пони

жать не только любое КДЧ, являющееся его верхней границей, 

но даже алгорифмически оценивать снизу расстояние между псев

досечением и любым рекурсивно перечислимым (р.п.) множеством 

РЧ в его дополнении. 

В дальнейшем мы пользуемся основными определениями ш 

обозначениями из 113,[21,131. Все формулы и утверждения мм 

понимаем в соответствии с правилами конструктивного понима

ния математических суждений. 

В статье используется аппарат частично рекурсивных функ

ций (ЧРФ). В то же время в статье используются беэ дополни

тельных пояснений некоторые понятия и результаты, введенные 

и доказанные при помощи других аппаратов, равнообъемность ко

торых аппарату ЧРФ общеизвестна (например аппарат нормальных 

алгорифмов, V-перечислимых множеств). 

Множество всех натуральных чисел (НЧ) мы будем обозна

чать посредством N , множество всех РЧ - 0» • Вуквк -г., ф 9 

&., Л , /т, , /п, /(V, <̂  служат переменными для НЧ, буквы си, & , 

с , * , /ц. переменными для РЧ. Мы будем пользоваться некоторой 

стандартной нумерацией всех ЧРФ одной переменной < ^ (порож

даемой надлежащей ЧРФ двух переменных) и соответствующей ей 
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нумерацией всех р.п. множеств НЧ М ^ • Через Ъ^. мы будем 

обозначать конечное множество, каноническим индексом которо

го является М> (С31). 

Мы алгорифмически перенумеруем все РЧ, причем каждому 

N 
РЧ си будет соответствовать НЧ Г. аО , и каждому НЧ т, -

О, 

РЧ [ <тгЛ . Таким образом, имеется естественное соответст

вие множеств РЧ и множеств НЧ. Ввиду этого мы будем без даль

нейших пояснений пользоваться некоторыми понятиями, которке 

обычно относятся к множествам НЧ, но при помощи введенной 

нумерации бе8 труда переносятся на множества РЧ. Для любого 

множества НЧ А мы будем обозначать посредством ГАЗ мно

жество РЧ -I си | 1сиГ б А ? , т.е. {а I Зт,(т, е А & 1пь1®ж<хЦ. 

Сначала мы заново сформулируем понятие субкреативного 

множества из 163. 

Определение. Р.п. множество НЧ А мы назовем субкреатив-

ным, если существует общерекурсивная функция (ОРФ) € такая, 

что 

Ш % л Ъ н м Ф (Я-А) л Щш ) . 

Замечание 1. Легко доказать, что р.п. множество НЧ А 

субкреативно тогда и только тогда, когда существует ЧРФ у 

такая, что 

ШУ^ъ А - 0э!у(АЛ&В
< > С | (

,
)
Ф А и \ ) * 

Замечание 2. Согласно результатам М.И. Кановича ([61, 

171), всякое субкреативное множество является сильно нераз

решимым (С51), но с другой стороны существуют сильно нераз

решимые множества, не являющиеся субкреативными. Существова

ние субкреативных множеств очевидно (примером служат креатив

ные множества). 
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Мы будем рассматривать понятие субкреативности в связи с 

псевдосечениями. Мы сформулируем заново понятие пеевдосече-

ния из С 51 . 

Определение. 1) Р .п . множество РЧ А мы назовем псевдо

сечением, если А ш «С.х I Зл^ (<у,е А & ,х < ц,) $ . 

2) Псевдосечение А мы назовем собственным,если сущест

вуют РЧ си , Лу такие, что а е А & Яг ф А . 

Замечание 3. Если не ограничиться рамками КДЧ, и ввес

ти в рассмотрение тоже псевдочисла ( [ 2 3 ) , то по всякому соб

ственному псевдосечению легко построить псевдочисло, являю

щееся его "точной верхней границей". 

Приведем для субкреативных псевдосечений характеристику, 

которая: сильнее существования понижающего алгорифма. 

Определение. 1) Пусть М - собственное псевдосечение, 

у - ЧРФ. Мы обозначим А ф Л ^ М ) , если 

а X Мтп( I у (<гъ) & (Уть & пгь з (цг (ть)) , 

б) Ул(!^(т,)=>ау(т,п\ 2"'П'фМ)&(С^^)Да- Г\1А)) . 

2) Собственное псевдосечение -М мы назовем эффективно 

неаппроксимируемым, если существует ЧРФ ^ такая, что 

(1) УШ^(у^,.М)э ! ^ ( & ) & ч / 9 & 4 ( ^ ) } > -

Обозначение. Посредством о д ^ мы обозначим ОРФ двух 

переменных такую, что для любых НЧ ̂  , <̂  

Таким обраэом, р*п. множество РЧ С^щь* (̂ ,,о) 2 - "сдвиг" 

р.п. множества РЧ О У ^ З на число С^З** 

Определение. ЧРФ со мы назовем алгорифмом нижней оцен

ки расстояния для собственного псевдосечения М , если 
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Теорема 1. Для любого собственного псевдосечения М 

следующие условия попарно эквивалентны: 

1) псевдосечение М субкреативно, 

2) псевдосечение М обладает алгорифмом нижней оценки р а с 

стояния, 

3) псевдосечение М эффективно неаппроксимируемо. 

Доказательство. Пусть М - собственное псевдосечение» 

1) Мы допустим, что М - субкреативно. Тогда можно постро

ить ОРФ эе.* , 9̂ 2, такие, что для всякого НЧ Ж> , если 

С%]*лМ=»0,то С ^ ^ з Ч ^ и В ^ , й 

где Вл -^ -Со, \38г(Яг е ПМ/̂ 3 & О/ 2? Л^Н , и, следовательно, 

п З а Х а б 1-Аесло 3 ** ** € 13м^М1% & *•>* & 

Мы построим ОРФ со такую, что 

а) С о> иъ,)"\ равно наименьшему положительному РЧ, содер

жащемуся в множестве \ 1х- <&1\<ц> € С1̂ » с^>3 & х < * С - & Л с Л > ) 3 ? , 

если такое число существует, 
/Л 

б) СсаСЯОЗ в 0 ,• в противном случае. 

Ввиду сказанного видно, что ОРФ о> - алгорифм нижней оценки 

расстояния для Ж * 

2) Пусть со - алгорифм нижней оценки расстояния для Л1 . Мы 

построим ОРФ <%. такую, что для всякого НЧ 4ь/ 
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Тогда выполнено УМ кф. (9^,-М ) з С Щ.Сь) "* А
 ^

 = & ̂  * 

Далее, легко доказать, что 

^^(^),я>
] а
-

М + 0 )
-

Мы построим ЧРФ 71 такую, что 

Тогда, очевидно % - ЧРФ, требуемая в определении эффектив

ной неаппроксимируемости для М . 

3) Пусть 71 - ЧРФ, для которой (1). Зафиксируем РЧ со , Лг 

такие, что О/ е М & & ф М . Построим ОРФ *&/ такую, что 

для любых НЧ Ж/ , лг I <у^
СЛ
^) ("* > -= -3^ (щ €

 ^А*,-
1 & 

Л^-2"*
И
бМ),

 19нам(*) = С1ЪоюСт'и*-*'*еМ)
 * 

Тогда выполнено УАХ С К/
%
 1 ^ М - 0 э А

1
г(9>

Л
,

(
^>,М )) . 

Нетрудно доказать, что 

УА^с^
Г Л а )

Лм4 0&сг̂ --""
,
'
э
 ***.««./'»'+<» • 

Мы построим ЧРФ ос такую, что для любого НЧ Ль 

! ос (ЛО ж ! ^ (!*,(&)) ,и если { ос ( Л * ) , то &->«<*,)} 

содержит именно приведенные РЧ а + ^ * 2. (#*ж 0,..» , ^ ) } 

где Ф ^? %(М,(ЯА,)), ^ 0 ^ (Ц^^СЛУ- си ^ ггь* 2Г^) . 

Тогда выполнено 

Ш( I % Э а п М - 0 э ! ос (*> 8, С ^ с ^ З * * М и П ^ З * ) , 

и, следовательно, псевдосечение М субкреативно. 

Теорема доказана. 

В С51 показано, что существуют два собственных сильно 

неразрешимых ппевдосечения, сумма которых не является сильно 
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неразрешимой. С другой стороны, на основании предыдущей тео

ремы, можно доказать следующее утверждение. 

Следствие. Сумма субкреативного псевдосечения и любого 

собственного псевдосечения является субкреативным псевдосе

чением. 

В работе [5] рассматривается вычислимый оператор, по

зволяющий перевести всякое р.п. множество НЧ А в псевдосе

чение 

^ ( А ) = 4 а IЗЖ (^ е А & « , - ^ . 

В [51 показано, что для любого р.п. множества НЧ А псевдо

сечение О0-(А) сильно неразрешимо в то*, и только том случае, 

если множество А сильно неразрешимо. Оказывается, что анало

гичное утверждение верно и для свойства субкреативности. 

Теорема 2. Для любого р.п. множества НЧ А множество 

1&(А) субкреативно в том и только том случае, если множест

во А субкреативно. 

Доказательство. 1) Пусть А - субкреативное множество НЧ. 

Мы построим ОРФ о.- такую, что для всякого НЧ к/ 

\см,)= <™ 1 3 ^ с1и,Е А& -т- ф Ъп, &3а (а, е СИ^ГА а. < 2 + 

Легко видеть (см. лемму 4 §4 иэ [53), что 

Ш С ^ Э ^ г . 00. (А) - 0 =>\оЬ) гч А= 0 ) . 

Нетрудно проверить, что 

ЯЫМсфСЪ,*.)!** О(>(А^Ф0&ГгЗ - -Г^О,.-.,*,} & 

с А и ^
Л )

) . 

Ввиду сказанного и субкреативности А ясно, что псевдосечение 

00- С А) обладает алгорифмом нижней оценки расстояния и, ввиду 

теоремы 1, является субкреативным. 

2) Пусть для р.п. множества НЧ А псевдосечение З^-СА) суб-
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креативно. Мы построим ОРФ Яь такую, что для всякого НЧ А 

™*с*)-
в
- <* 13«, ̂

Л
 е Ч * * * - -Л^'Л)

 * ' 
Тогда выполнено

 1 

УАСИ^г, А = 0 э 0 1 ^ ^ 3*л ^ Ш - 0 > . 

Легко доказать, что ^ 0 

\ » * 1 « 0 , . . . , / п , $ 9 А и * * , * И*,} - 2 . " э С ^ с а д 3 л 

п ^ С А > * # } • 

Применив к псевдосечению Щ. ( А ) теорему 1, мы получим 

алгорифм нижней оценки расстояния для Щ> ( А ) . Исходя* о«г 

этого алгорифма, легко получить (см. замечание 1) ОРФ, тре

буемую определением субкреативности для множества А . 

Теорема доказана. 

На основании теоремы 2 § 4 из [ 5 1 , замечания 2 и пре

дыдущей теоремы получаем следующее следствие. 

Следствие. 1) Существует субкреативное псевдосечение. 

2) Существует сильно неразрешимое псевдосечение, которое 

не является субкреативным. 
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