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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

19,1 (1978)

EIN ELRMENTARER ZUGANG ZUR LERAY~-SCHAUDER-THEORIE

S. HAHN, Dresden

Abstract: In this note we shall give a simple proof
of results of the Leray-Schauder-theory for set-valued com-
pact fields in linear togological spaces, The conception
of non-singular fields (T.W. Ma (17)) is in many cases un~-
necessary.

SchlfisselwSrter: Kompakte Vektorfelder, Homotopieer-
weiterungssfitze, mengenwertige Abbildungen, Abbildungsgrad.

AMS: 4TH10 Ref. Z.: 7.978.53

Einleitung: A, Granas (s. s. B, [2]) begrtindete ftr
kompakte Vektorfelder in Banach-R#iumen einen vom Abbildungs-
grad freien Zugang zu vielen Ergebnissen der von J. Leray
und J. Schauder 1934 geschaffenen Theorie nichtlinearer
Operatorenglleichungen in unendlichdimensionalen normierten
Réiumen., Wichtigstes Hilfsmittel bei Granas ist ein Homoto-
pieerweiterungssatz, der auf dem grundlegenden Erweiterungs-
satz von J. Dugundji [1] basiert. Da dieser Erweiterungssatsz
nur fUr metrisierbare lokalkonvexe RHume anwendbar ist,
scheiterte die vollstfindige Ubertragung der Granas-Theorie
auf allgemeine topologische Vektorr&ume zunfichst. Zwar konn-
te V. Klee [14] einen Homotopieerweiterungssatz ftir allge-
meine topologische Vektorrflume und entsprechende Folgerun=-
gen beweisen, jedoch musste er dabei zusBtzliche Vorausset-

zungen fir den Definitionsbereich fordern. Die volle tiber-
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tregung der Granas-Ergebnisse ftr (nicht notwendig metri-
sierbare) lokalkonvexe Riume ermdglichte erstmals T.W. Ma
171, indu er statt unwesentliche (siehe Granas) sogenann-
te nicht-singulfire ("non-singular") kompakte (sogar mengen-
wertige) Vektorfelder untersucht. Mit Hilfe des verwandten
Begriffs der approximationsunwesentlichen Vektorfelder konn-
te der Autor den Granas-Zugang auf allgemeine topologische
Vektorrfume Gibertragen ([5],[6]), ohne - wie bei Klee - zu-
s8tzliche l'ord:orungen and den Definitionsbereich der be-
trachteten Abbildung zu stellen. Dadurch konnte auf die re-
lativ aufwendigen Vorarbeiten zur Untersuchung der Eigen-
schaften dieser speziellen Definitionsbereiche bei Klee
(11] verzichtet werden.

Der Nachteil der Homotopieerweiterungss&tze in [6],
[17] besteht darin, dass ihre Verwendung uniibersichtlicher
ist, als das bei Granas der Fall war.

Wir wollen in dieser Note zeigen, dass in vielen F&1-
len sowohl die Methoden aus [61,[17] als auch die Hilfs-
mittel bei Granas unndtig kompliziert sind, denn der Erwei-
terungssats von Dugundji wird in diesen wichtigen F#llen
nicht bendtigt (auch nicht fr endlichdimensionale normier-
te Rtume).

Wir schréinken uns in dieser Arbeit auf kompakte Vek-
torfelder ein. Die mit unseren Mitteln bewiesenen Aussagen
der Leray-Schauder- Theorie wurden in den letzten Jahren
auch auf umfangreiche Klassen nichtkompakter Abbildungen
durch Abbildungsgrad {ibertragen. Siehe dazu z. B. [18],
[23]) - [26].Dabei werden jedoch speziellere Riume verwendet.
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1, Bezeichnungen. Alle topologischen Ritume seien in
unserer Arbeit separiert und alle topologischen Vektorr#ume
(im folgenden mit tVR abgekfirzt) reell und separiert. Ist
A eine Teilmenge eines topologischen Raumes, so bezeichnen
wir mit A die Abschliessung, mit int A das Innere und mit

J A den Rand von A.

Sei Z eine Teilmenge eines tVR. & (Z) bezeichne stets
das System aller nichtleeren konvexen und kompakten (beslig-
lich der induzierten Topologie von Z) Teilmengen von Z. Sei
weiterhin X ein topologiacher Raun..Eine(;;;E;;;;ftigéa Aﬁ-
bildung F: X —> & (Z) heisst nach oben halbstetig auf X,
wenn fr jedes a¢ X folgendes gilt. Zu jeder offenen Teil-
menge W von Z mit F(a)S W existiert eine Umgebung V von a,
so dass F(V)S W erfullt ist.

Eine nach oben halbstetige Abbildung F: X — R.(2)
heisst kompakt, wenn F(X) relativ kompakt in Z ist. Die kom-
pakte Abbildung F: X—> R (Z) heisst finit, wenn F(X) in ei-
nem endlichdimensionalen (linearen) Teilraum von E enthalten
ist.

Es sei Y eine Teilmenge eines tVR E. Eine Abbildung
f£: Y —> R (E) heisst kompaktes (finites) Vektorfeld, wenn
die durch F(x) = x - £(x) (xe¢ Y) erkllrte Abbildung F: Y—>
—> R(E) kompakt (finit) ist. Wir nennen F dann die zum
Vektorfeld f gehdrige kompakte Abbildung. Die Abbildung
F: Y—> R (2) heisse gleichm¥ssig finit approximierbar in
Z, wenn es zu jeder Nullumgebung V aus E eine finite Abbil-
dung Fy: Y —> R (Z) gibt, so dass Fy(x)sF(x) + V (xeX)
gilt. Bekanntlich ist jede kompakte Abbildung F: Y—> R (Z)

gleichm#ssig finit approximierbar in Z, sofern Z eine abge-
< X
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schlossene, konvexe Teilmenge eines lokalkonvexen Raumes
ist (s. s. B, [4]). Beseichnet F: Y—> B eine (punktwerti-
ged kompakte Abbildung, so ist nach Klee [14) F genau damn
gleichmlssig finit approximierbar (in E), wenn E ein soge-
nannter sullissiger tVR ist. So sind alle lokalkonvexen Ru-
me sulllssig. Die nicht lokalkonvexen tRV S(0,1), IP(0,1)
(0ecp<l), 2P (0< P=<1) stellen neben anderen tVR Beispie-
10. fUr sullissige tVR dar. Biaimr ist moch nicht geklért,
ob alle tVR sul8issig sind.

BEs a’eion X, Y, Z Teilmengen des tVR E mit XSYSZSE.
Wir beseichnen mit CA (Y, R(Z)) die Klasse aller kompakten
Vektorfelder £: Y—» R(R), ftr die die zugehdrige kompak-
te Abbildung F: Y —> &, (Z) gleichmissig finit in Z appro-
ximierbar ist. Ein kompaktes Vektorfeld f£: Y — R (BE) heis-
se auf X nullstellenfrei, wenn oé £(X) gilt., Das Symbol CA°
(Y, ®(2),X) bedeute die Klasse aller auf X mllstellenfrei-
en Vektorfelder aus CA (Y, RA(2)).

Zwei Abbildungen f, g8e CA, (Y, R(Z),X) heissen homotop
in CA, (Y, R(2),X), wenn es eine kompakte, in Z gleichmlis-
sig finit approximierbare Abbildung H: ¥ x [0,1] —> R (2)
gibt, 8o dass die Besiehungen x ~ H(x,0) = £(x) (x¢Y), x ~
- H(x,1) = g(x) (xeY), x¢H(x,t) (xeX, t € LO,1]) gel-
ten. Die durch h(x,t) = x - H(x,t) (ie Y, t « [0,1) ) er-
klérte Abbildung h: Yx (0,11 —> R (E) heisst denn Homo-
topie swischen f und g in CA, (Y, R(2),X).

2, Ein Homotopieerweiterungssats. Der folgende ele-
mentare Homotopieerweiterungssatz ist vielen Anwendungen

geeignet angepasst.
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Sats 1: Es seien E ein tVR, Z eine abgeschlossene
Teilmenge von B, Y eine Teilmenge von Z und X eine abge-
schlossene Teilmenge wvon Y. Die kompakten Vektorfelder
feCA, (Y, 8(2),Y), g€ CA, (Y, #(Z),X) seien homotop in
CA, (Y,&(2),X). Dann hat g, = g | X eine Erweiterung &, ¢
€ CA, (Y, R(2),Y). Perner sind g, und £ in CAj (Y, R(2),Y)
homotop.

Beweis: Nach Voraussetsung existiert eine kompakte,
in Z gleichmlissig finit approximierbare Abbildung H,: X x
% [0,11—> R(Z) mit y ~ Hy(y,0) = £(y) (yeY), y -

- Hy(y,k) = g(y) (ye Y) wnd x¢H (x,t) (xeX, t « [0,1]),
Man erkennt leicht, dass die Menge

Y, *fy6Y: ycH(y,s) far oin ¢« [0,1]}

eine kompakte Teilmenge von Y ist. Weil E e¢in vollstéindig
regullirer topologischer Raum ist und XNY, = P gilt, exis-
tiert eine stetige Abbildung A : Y — [ 0,1] mit A(x) =
=0 (x¢Y) umd A(x)w 1 (xeX). Sei

H(y,t) = By(y,A(y)t) (yeY, t € (0,11).

Mit Ho ist offenbar auch H in Z gleichmlissig finit approxi-
mierbar und kompakt. Fermer gilt y - H(y,0) =y - H (y,0) =
= f(y) (yeY) unda x - H(x,1) = x - H (x,A(x)) = x -

- B (x,1) = g(x) (x¢X). Somit ist die durch Z(y) =y -

- H(y,1) (y€ Y) erklirte Abbildung EeCA (Y, R(Z)) eine Er-
weiterung von g, = g | X. Es gilt schliesslich y§ H(y,t)
(yeY, t « (0,1] ). Anderenfalls wire ftir ein s « [0,1]
und ein y e Y die Besiehung y ¢ By (yys8,) erftllt, was zu
Yo ¥y Aly,) =0, also oe f(y,) fuhrt. Dies widerspricht
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der vorausgesetzten Nullstellenfreiheit von f auf Y. Somit
ist speziell F«CA, (Y, #(2Z),Y) und §, £ sind homotop in
CA, (Y, k(2),Y).

Wir erinnern an folgende im wesentlichen bekannte Aus-

sage.,

Hilfssatz 1: Es seien E ein tVR, Z eine abgeschlosse-
ne, konvexe Teilmenge von E sowie X und Y abgeschlossene
Teilmengen von Z mit XS Y. Weiter seien fe CA, (Y, R(Z),X)
und V eine sternfdrmige Nullumgebung aus E mit £(X)NV = ¢,
Dann ist jedes g€ CA (Y, R(2)) mit g(x)c £(x) + V (xeX)
auf X nullstellenfrei und zu f in CA, (¥, ®(Z),X) homotop.

Folgerung 1: Es seien E ein tVR, Z eine abgeschlossene,
konvexe Teilmenge von E sowie X, Y abgeschlossene Teilmengen
von Z mit X€Y. Die Vektorfelder fe CA, (Y, R(2),Y),
geCA (Y, B(Z),X) seien homotop in CA, (Y, R(Z),X). Ist g
finit, so existiert ein endlichdimensionaler Teilraum E, von
E mit Xﬂko# @ derart, dass g, = g ] XNE, eine Erweiterung
g,€CAy (YNE,, R(ZNE,), YNE,) hat.

Beweis: Wegen o¢ £(Y) existiert eine sternfSrmige Null-

umgebung V aus E mit £(Y)NV = @, Nach Voraussetzung gibt es
ein finites Vektorfeld fye CA, (Y, R(2),Y) nit fy(y) s £(y) +
+ V (yeY). Aus Hilfssatz 1 und der Voraussetzung folgt,
dass f, und g in CA, (Y, ®(Z),X) homotop sind. Weil fy und
g finit sind, existiert ein endlichdimensionaler Teilraum
E, von E mit XNE + ¥, so dass £ = fv\ INE, und g, =
=g|YNE, in C, (YNE,, R(ZNE,), XNE ) homotop sind

(s. [161, Th. 4.2, [3] Hilfssatz). Weil f  auf YNE, null-
stellen frei ist, folgt die Behauptung aus Satz 1.

4
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Wir kSnnen nun mit Sats 1 die meisten Ergebnisse aus
[2),061,{14],(17] beweisen. Wir beschréinken uns in dieser
Note auf einige Beispiele. Da die kompakten punktwertigen
Abbildungen F: Y—> B in zulXssigen tVR E in der Klasse
CA (Y, R(E)) enthalten sind, umfassen die Ergebnisse dieser
Arbeit die entsprechenden Resultaten aus [2],{61,0141,(17] .

Wir bemerken, dass unser Zugang auch ftir den Fall lo-
kalkonvexer metrisierbarer REume elementarer als in [ 2] ist,
da wir an keiner Stelle den Erweiterungssatz von Dugundji

bendtigen.

3. Der verallgemeinerte Antipodensatz von Borsuk. Grund-

lage f{ir alle Ergebnisse dieser Note ist die folgende bekann-

te Antipodenaussage ffir endlichdimensionale REume.

Antipodensatz: Es seien E ein endlichdimensionaler tVR,
W eine offene, symmetrische Nullumgebung aus E und £: W —
—> R (E) ein kompaktes Vektorfeld mit f£(x) = - £(-x) (xeW).
Dann l8sst sich £ | 3 W nicht zu einem auf ¥ nullstellenfrei-
en kompakten Vektorfeld £: W —> R (E) erweitern.

Wir folgern nun elementar den verallgemeinerten Antipo-

densatz ftr tVR.

Satz 2: Es seien E ein tVR, W eine offene, symmetrische
Nullumgebung aus E sowie £ e CA, (2W,R(E), 2W). Es gelte
£,(x)N AL (-x) =& (xedW, A6l0,1]1). Dann hat £, keine
Erweiterung fe CA, (W, ®(E),W),

Beweis: Angenommen, f: W —» R(E) wlre doch eine sol-
che Erweiterung von f,. Sei g(x) = %— [£(x) - £(-x)]) (xeW),

Dann ist ge CA, (W, R(E), W), Es existiert also eine stern-
« -

e .
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foraige Nullumgebung V mit g(dW)NV = @, Sei ¥, eine
sternfiranige, symmetrische Nullumgebung aus E mit vV, ¢ V€
€ V. Es gibt ein finites Vektorfeld g, < CA, (W, R(E),W)
mit gy (x)& £(x) + V; (x €¥). Wir setsen 8y(x) = %lgl(x) -
- g(x)) (xeW), g, ist finit und man erkemnt leicht die
Besiehung g, (x) € g(x) + V (x¢ 3 W), Nach Hilfssatz 1 sind
8, und g homotop in CA, (W, R(E), W), Sei

h(x,t) = .f.ﬁ).l_".:'{_ﬁ.‘él (xeW, t « [0,1] ). Aus den Voraus-

setzungen folgt sofort, dass h eine Homotopie zwischen f
und g in CA, (¥, R(E), 3 VW) liefert. Insgesamt sind also f
und g, in CA, (W, W(E), 3¥) homotop. £ ist auf ¥ nullstel-
lenfrei. Daher existiert nach Folgerung 1 ein endlichdimen-
sionaler Teilraum Bo, so dass g, | @ WNE, eine Erweiterung
aus CA, (7HE°, R(Eo), inxo) hat., Dies widerspricht dem An-
tipodensatz, denn g, war auf ¥NE, ungerade.

Satz 2 wurde fUr punktwertige kompakte Vektorfelder
in {111mit Abbildungsgrad und in (6] ohne Abbildungsgrad,
Jjedoch aufwendiger als hier bewiesen. Flir mengenwertige kom-
pakte Vektorfelder in lokalkonvexen Rfumen und den Spezial-
fall, dass W eine konvexe Nullumgebung ist, erhielt Ma [17]
ebenfalls relativ aufwendig dieses Ergebnis ohne Abbildungs-
grad, wihrend Petryshyn und Fitzpatrick (18] Satz 2 (ftr
lokalkonvexe Rfume) mit Abbildungsgrad bewiesen. Wir bemer-
ken, dass im Unterschied zu [11],(171,[18] unsere Abbildung
in Satz 2 nur auf 9 ¥ (wie auch in [6]) und nicht auf W
definiert ist. In (nicht metrisierbaren, lokalkonvexen)
tVR ist dies i.a. eine etwas schwiichere Voraussetzung als
in [11]1,017),(18].
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4. Der Sats von Borsuk-Ulam. Eine Teilmenge M eines
linearen Raumes E heisst radial beschr#nkt, wenn der Durch-

schnitt von M mit jeder Geraden durch den Nullpunkt von E
in einer Strecke enthalten ist. Ein tVR heisst lokal redi-
al beschréinkt, wenn er eine radial beschréinkte Nullumge-
bung besitzt. Alle lokal beschrinkten tVR sind offenbar
lokal radial beschriinkt, Der lokalkonvexe metrisierbare
Raum der auf [0,1] beliebig oft differenzierbaren Funktio-
nen ist ein Beispiel fUr einen lokal radial beschriinkten
tVR, der nicht lokal beschrénkt ist (s. (151,[191 ).

Satg 3: Es seien E ein lokal radial beschr&nkter tVR,
W eine offene, symmetrische und radial beschrfnkte Nullum-
gebung aus E sowie f¢ CA (W, R(E)). Weiter sei L ein linea-
rer Teilraum von E mit £(9W)sL, 3W4¢ L. Dann existiert
ein x ¢ AW mit £(x )N £(-x,)+ 4.

Beweis: Angenommen, es wlre fir alle xec 3 W stets
£(xo) N £(-x;) = . Denn ist durch g(x) = 3 [£(x) - £(-x)]
(x€W) ein Element aus CA, (W, R(E),dW) erkllirt. Offenbar
gilt auch g(3W)< L und daher existiert ein z e 3 W/L mit
Azoég( W) (A 20), Weil g(W) radial beschriinkt ist,
gibt es ein k >0, so dass k. z & g(W) gilt. Sei h(x,t) =
= g(x) - tk 3z, (xeW, t € 10,11 ), Dann ist o¢h(oW =
»[0,11), Wir setzen g;(x) = g(x) - k.2, (xeW). g; hat
auf W keine Nullstelle und ist zu g in CA, (W, R(E),aW)
homotop. Nach Satz 1 hat g, = g|3 W eine Erweiterung Eo e
€ CA, (W, R(E),W). Weil g, ungerade ist, widerspricht das
Satz 2,
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Ftir punktwertige Vektorfelder bewiesen wir (aufwendi-
ger) Satz 3 in [6]. Dort forderten wir allerdings nur, dass
f auf 3V definiert ist. Fir konvexe Nullumgebungen in lo-
kalkonvexen RHumen wurde Satz 3 iit ebenfalls grisserem Auf-
wand von Ma [ 17] bewiesen. Verallgemeinerungen in normier-
ten Riumen findet man in {10],(18] .

5. Der Gebietsinvarianzsatz. Sei B ein tVR, Y ein to-

pologischer Raum sowie V eine symmetrische Fullumgebung aus
E. Wir nennen die Abbildung f: Y —> K. (Y) eine V-Abbildung,
wenn aus £(x))Nf(x,))4 @ (x),x,€Y) stets x; ~ x, ¢ 8V folgt.

Satz 4: Es seien E ein tVR, W eine offene, sternfirmi-
ge, symmetrische Nullumgebung aus E und f& CA (W, R(E)) eine
W-Abbildung. Dann gilt f(o) € int £(VW).

Beweis: Wir setzen f,(x) = £(x) - f(o) (xeW), g (x) =
= 2(3) - (-3 (xe™ wa hix,t) = 2057 - 2(- 755
(xeW, t € 10,11 ). BEs gilt og¢h (3W > [0,1]), weil £ eine
W-Abbildung ist. Dsher sind £, und g, in CA, (W, R(E), 3W)
homotop, Es existiert eine sternffrmige, symmetrische Null-
umgebung V aus E mit £, (3W)NV = ¢, Sei veV und y e £(o)
beliebig sowie y = v + y, und £y (x) = £(x) -y (xeW). Damn
eind nach Hilfssatz 1 f  und ty und damit auch ty und‘ 8,
in CA, (W, R(E),3 W) homotop. Hitte £y in W keine Nullstel-
le, 80 wiirde nach Satz 1 ftr g | 3 ¥ eine Erweiterung §'° e
€ CA, (W, R(E),¥) existieren. Dies wire ein Widerspruch zu
Satz 2, demn 8, ist ungerade. Somit gibt es ein x,e W mit
yef(x,)SLI(W), also v + y & (W), Weil veV, y, € £(o) be-
liebig war, gilt V + f£(o)€ £(W). Daraus folgt die Behauptung.



Durch Translation erhalten wir sofort

Folgerung 2: Es seien E ein tVR, x,¢ E, U eine offene Um~
gebung von x, derart, dass W = U - x, sternf8rmig und symmet-
risch ist. f¢ CA (U,R (E)) sei eine W-Abbildung. Dann gilt
f(x )€ int £(U)).

Sei 2 eine offene Teilmenge eines tVR E, Wie in [17]
heisst f: L —> R (E) eine lokale Randabbildung, wenn f{ir jedes
a ¢  eine offene, symmetrische, sternfSrmige Nullumgebung W,
aus E existiert, so dass a + W, £ Q. gilt und aus f(x,)N £xy M
*7 (x),x,€8 + Wa) die Beziehung x, - x, ¢ W folgt.

Wir beweisen nun mit unseren Mitteln den folgenden Ge-

bietsinvarianzsatz.

Satz 5: Es seien E ein tVR, 2 eine offene Teilmenge
von E und feCA (,R(E)). Ist £ eine lokale Randabbildung,

80 muss f£() ) eine offene Teilmenge von E sein.

Beweis: Sei ze f(f)). Es existiert ein a € £ mit
ze f(a). Nach Voraussetzung gibt es eine offene, symmetri-
sche, sternfdrmige Nullumgebung W mit (W + a)c £ derart,
dass aus f(x))N £(x,)4 & (xl,xzeﬁ + a) stets x; - X, &

& 8W folgt. Offenbar ist dann £’= £ | (W + a) eine W-Abbil-
dung. Nach Folgerung 2 gilt 2z
€ int £(N).

o¢ fla ) sint £°(W + a,) €

Satz 5 wurde mit Hilfe des Begriffs des nicht-singul#-
ren Vektorfeldes flir lokalkonvexe R¥ume erstmals von Ma
{17) bvewiesen. Flir punktwertige Abbildungen in zul&ssiger
tVR siehe (61,0141,
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6. Pixpunktsussagen

Hilfssatzs 2: Es seien E ein tVR, K eine abgeschlosse-
ne, konvexe Teilmenge von E mit 06K und W eine abgeschlos-
sene Nullumgebung aus E, Dann hat die d;n-ch f(x) =4{x}
(x € 3WNK) erkifirte Abbildung f keine Erweiterung FeCA,
(WnX, R(K),¥NK).

Beweis: Sei durch F(x) = x - F(x) (x€ WNK) eine sol-
che Erweiterung gegeben. Dann ist F: WNK —> & (K) kompakt,
fixpunktfrei und es gilt ¥(x) = {0} (x€ 3WNK). Wir setzen

F(x) (xe WNK)
G(x) 8{
{0} (mek/NW) .

Dann ist G eine kompakte Abbildung von K in R(K) mit
x¢G(x) (xeK)., Es existieren eine Nullumgebung V mit
{x-0(x)} NV =g (xeK), ein endlichdimensionaler Teil-
raum Ey von E und eine finite Abbildung Gy: K —» R (K) mit
Gp(x)$C(x) + V (x€K) und Gy (K)S Ey. Man sieht leicht, dass
x ¢ Oy(x) (x€K) gilt. Andererseits hat G, = Gy | KNE  als
kompakte Selbstabbildung der in Eo abgeschlossenen und kon-
vexen Teilmenge KN E € Eo nach dem Fixpunktsatz von Kakutani
einen Fixpunkt. Dieser Widerspruch beehdet den Beweis.

Satz 6: Sei E ein tVR, W eine abgeschlossene Nullumge-
bung aus E, K eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge von E
mit o¢K und feCA, (3 WNK, R(K), BWNK). Es gelte - A x ¢
¢ £(x) (x e3WNK, A = 0). Dann hat £ keine Erweiterung fe
e¢CA, (WNK, R(K), WNK),

Beweis: Sei T doch eine solche Erweiterung. Es gibt
also eine fixpunktfreie kompakte Abbildung F: WNK—» R (K)



mit #(x) = x - F(x) (x6 ¥AK). Sei h(x,t) = x - tF(x) (x ¢

6 WNK), Dann gilt o¢ h(8WNK > (0,1) ). Die durch g(x) =
={x} (x«WNK) erkléirte Abbildung g ist also zu f homotop
in CA, (WNK, R(K), 8WNK). Nach Satz 1 hat g, = glavwnk
eine Erweiterung £, € CA, (WA K, R(K),WNK). Dies widerspricht
Hilfssatz 2,

Satz_7: Es seien E, K und W wie in Hilfssatz 2 erklért.
Weiter sei F: WNK—> R (K) eine kompakte in K gleichmlissig
finit approximierbare Abﬁildung mit fAx¢F(x) (B3>1,xedWN
N K). Dann hat F einen Fixpunkt.

Beweis: Es gilt (1 - fA)x¢x - F(x) (f>1,xed WnK),
Mit 1 -3 =A>0 und f(x) = x - F(x) folgt die Behauptung

aus Satz 6.

Satz 7 stammt fOr lokalkonvexe Rfume von G. Kayser [ 121,
fur K = E von Ma [16]1,(17), fir punktwertige Abbildungen in
allgemeinen tVR von S. Hahn und K.F. PStter (81,[9] .

Satz 8: Es seien E ein tVR, W eine offene, symmetrische
Nullumgebung aus E und F: W —> R.(E) eine kompakte, gleichmiis-
sig finit approximierbare Abbildung. Fii alle x e 3 ¥ gehdre x
nicht zur konvexen Hfille von F(x)U (-F(-x)). Dann hat F einen

Fixpunkt.

Beweis: Sei f(x) = x - F(x) (x e 3W). Wir kénnen x ¢
¢ F(x) (xe 3W) annehmen. Es ist f(x)NA£(-x) = @F (xe 3V,
% €[0,11). Anderenfalls gkbe es ein A e [0,1], einy, €

o . td
e F(x,) und ein y e F(-x ), so daes x -y, = A (-x = y.),

A
also x, = T_-%T; Yo * '1_"'__03;- (—y;) gilt. Dies widerspricht
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der Voraussetzung. Somit kdnnen wir Sats 2 anwenden. Durch
F(x) = x - F(x) (xe VW) ist eine Erweiterung aus CA (¥, »(B))
efkl&rt, die nach Satz 2 eine Nullstelle besitzen muss. Da-
mit hat F einen Fixpunkt.

Wir bemerken abschliessend, dass wir mit unserem ele-
mentaren Homotopieerweiterungssatz in allgemeinen tVR auch
gewisse Aussagen nicht beweisen k¥nnen. Dies betrifft z. B,
Eigenwertaussagen, bei denen die Abbildungen nur auf dem
Rand der betrachteten Nullumgebung definiert sind. In sol=-
chen Fllen fthren die Methoden aus [31,[61,{7] zum Ziel.
Trotzdem konnten wir mit einfachsten Mitteln eine Reihe wich-
tiger und allgemeiner Resultate beweisen, die bisher wesent-
lich umst#indlicher hergeleitet wurden. Satz 2 1&sst sich
auch fUr sogenannte kondensierende Abbildungen (s. z. B.
{18]) beweisen, wenn der tVR als lokalkonvex vorausgesetzt
wird. Alle aufgefithrten Resultate lassen sich dann in &hn-
licher Weise fiir kondensierende Abbildungen herleiten, Dies

zeigen wir f{r normierte R¥ume in [22].
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