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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

21,2 (1980) 

ZUM FIXPUNKTVERHALTEN NICHTEXPANSIVER ABBILDUNGEN 
H. MEISTER 

Inhalt: Es wird das Fixpunktverhalten nichtexpansiver 
Abbildungen auf unbeschränkten Teilmengen von Hilberträumen 
untersucht und ein Fixpunktsatz für nichtexpansive mengen-
wertige Abbildungen mit nicht notwendig konvexen Werten be
wiesen. 

SchlttsselwOrter: Fixpunkt, nichtexpansive Abbildung, 
linearbeschränkt, mengenwertige Abbildung, Leray-Schauder-
Bedingung, Opial-Bedingung. 

Klassifikation: 47H10 

Einleitung: Im ersten Teil der Arbeit wird das Fix-

punktverhalten nichtexpansiver Abbildungen auf unbeschränk

ten Mengen untersucht, im zweiten Teil wird der Fixpunkt

satz für mengenwertige Banachkontraktionen mit Leray-Schau-

der-Bedingung auf mengenwertige Abbildungen mit nicht not

wendig konvexen Werten verallgemeinert und das Ergebnis zum 

Beweis eines Fixpunktsatzes für nichtexpansive mengenwerti

ge Abbildungen ausgenutzt. 

Es bezeichne clX, intX bzw. 3X bzw. coX Abschluss, Inneres, 

Rand bzw. konvexe Hülle einer Teilmenge X eines Banachraumes 

E. 

Definition: Seien M, N metrische Räume. Ein Operator 

T:M—>N heisst nicht expansiv, wenn gilt d(Tx,fy) ̂ d(x,y) 
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(x,ycM). 

1. Über das Fixpunktverhalten nicht expansiver Abbil

dungen auf nicht notwendig beschränkten Mengen 

1.0. Einleitung: Smart (vgL. tl3 3) konstruiert in ei

nem beliebigen separablen Banachraum E mit dim E> 2 eine un

beschränkte sternförmige Menge Y mit der Eigenschaft,, dass 

jede stetige Selbstabbildung von 7 einen Fixpunkt besitzt. 

Andererseits setzen viele Fixpunktsätze für nichtexpansive 

Abbildungen - etwa von Browder-Göhde-Kirk (vgl. L 2 3, C41 bzw. 

[71), Land Dozo (vgl. C 83) oder Göhde (vgl. 153) Beschränkt

heit des Definitionsbereiches voraus. Es ergibt sich die 

Frage| ob sich diese Bedingung abschwächen lösst oder ob man 

sogar völlig auf sie verzichten kann. Ein Resultat in dieser 

Richtung erzielte 0. Ray (vgl. C 103): Auf geeigneten konve

xen linearbeschrankten Mengen X haben nichtexpansive Selbst

abbildungen T die Eigenschaft inf (lx-Txl:x6X) * 0 ("Fast

fixpunkte igenschaft"). Unter Verschärfung der Voraussetzung

en an den unterliegenden Raum wird dieses Resultat in der 

vorliegenden Arbeit für sternförmige Mengen verallgemeinert 

(Abschnitt 1.1). In Abschnitt 1.2 wird gezeigt, dass man 

die Aussage des Satzes von 0. Ray nicht zur Existenz eines 

Fixpunktes verschärfen kann: Auf jeder unbeschränkten konve

xen Teilmenge eines Hilbertraumes lässt sich eine nichtex

pansive fixpunktfreie Selbstabbildung konstruieren. 

Sei B ein normierter Raum, X£E. X ist linearbeschränkt, 

wann der Durchschnitt von X mit jeder Geraden beschränkt 

ist, und X is sternförmig bzgl. des Sternpunktes x0e X, wenn 
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aus xeX, teEO,U folgt tx+(l-t)xQ6 X. In einem Hilbert-

raum H sei für e.jL...enfeH lin(e-t...en) die lineare Hülle 

von ei--»©n und lin(e-j...e ) deren orthogonales Komplement. 

1.1. Eine Fastfixpunktaussage 

Satz 1.1. Sei H ein Hilbertraum, X£H nichtleer, ab

geschlossen, linear beschränkt, sternförmig bzgl. xQeX, T: 

:X—.>X nichtexpansiv. Bann existiert für jedes tcCO,l] ge

nau ein xt£ X mit t(Txt-x0)=xt-xQf und es gilt lim.Txt-xtl= 

= 0 f ür t —> 1. 

Beweis; Die Abbildung x I—> x +t(Tx-x ) ist eine kon

trahierende Selbstabbildung von X, die nach dem Banach'sehen 

Fixpunktsatz einen eindeutigen Fixpunkt xt besitzt; offen

bar gilt t(Txt-x0)=xt-x0. 

Sei im folgenden o.B.d.A. x =0. 

Es gelte 0.£s<t<l. Einsetzen von Txt-Txs=(xs-xt)
x+Txs-xs-

-(Txt-xt) in die linke Seite der Ungleichung lTxt-Tx | £ 

£lxt-xs) und quadrieren liefert (xs-xt,Txs-xs-(Txt-xt))£ 

£ -|((Txs-xs)-(Txt-xt))2< 0, woraus folgt 

(1;!:s
(1~a) <*t-*s>^s-xs-<^t-xt))+ Häfel<».-«B-ifct-«t))2> 

2T0. 

Zusammen mit der sich aus der Definition von xt, xQ ergeben

den Gleichung 

( 1 ~ t - i 1 ' 3 ? < x t " V + ^ f e " 1 (Tx s-xÄ-(Tx t-x t))=Tx t-x t 

erhält man (Txt-xt,Txs-fXs-(Txt-xt))2r 0 (+). 

Nach der Cauchy-Schwarz 'sehen Ungleichung folgt ) ^Xg-x« I 2T 

2 t lTx t -x t l . Sei a:=limlTxt-xtl ( f r l ) . 

Wir nehmen an, es i s t a > 0 . Nach (+) g i l t dann 
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(Tx t-x t,Tx 8-x a)^ lTxt-xtl^ a 

( ̂ t-^^s-V 2 l ^ s ^ s V lTxs-xsl 

Ln*t-*ť~ 
Tx^-x^ ^ s ^ s l 2 a a 

V ^ ~ 2
"

2
І^

8
-

X
s'

 = 2 < 1
" I ^ -^SІ ^' 

Da diese Ungleichung für beliebige s, t mit 0£s*<t-<l gilt, 

existiert 
Tx —x 

y:=lim .^ *x * ( t t D . Sei b > 0 beliebig. Dann gilt für 
% x> 

hinreichend nahe bei 1 gelegene s < l die Ungleichung 

b 6 *2> a; das bedeutet nach der Definition von a und xQ 

aber 1 Txai£b. Wegen der Sternförmigkeit von X bzgl. Null 

^ s 

folgt b Ify T &X für hinreichend grosse s, d.h. byc X. So

mit i9t im Widerspruch zur Voraussetzung X nicht linear be

schrankt, d.h. a = 0. 

Bemerkungen: 1. Man könnte die lineare Beschranktheit 

ersetzen durch die zunächst schwacher scheinende Forderung, 

da9S der Durchschnitt mit jeder Geraden, die den Sternpunkt 

enthalt, beachrankt i9t. E3 folgt jedoch wegen der Sternför

migkeit von X sofort die lineare Beschranktheit. 

2.0. Ray £103 fordert in seinem Satz Konvexität des De

finitionsbereiches, lasst aber statt Hilbertraumen reflexi

ve Banachraume mit schwach folgenstetiger Dualitatsabbildung 

zu. 

1.2. Exiatenz nichtexpansiver fi»punktfreier Abbildungen 

Lemma 1#2. Sei E ein Bahachraum, X £ E nichtleer, konvex. 

Für ein q«..C0,l) habe jede q-kontrahierende Abbildung T:X—> X 

einen Fixpunkt. Dann ist X abgeschlos3en. 
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Beweis: (*) Es genügt zu zeigen, dass aus Oe clX 

folgt Oc X. Sei 0+X, OeclX, yn:= i a für ein a£ X(n=l, 

2,...); m €N erfülle die Bedingung i ^ ; S:Xu *0S-*£ 0,ym3 

sei definiert durch Sx:=* ~ (l +^ x \) * S ist § kontrahierend 

und hat den eindeutigen Fixpunkt Null. Ausserdem wird eine 

Abbildung R: CO,a J—> X u*0$ konstruiert: 

Für y n gelte .-frn~ynl-* ̂ (n+l)' ^ n € X # DöS ist m öß l i c ht da 

die y n HSufungspunkte von X sind. Für y=*tyn+(l-t)yn+1, 

tct.0,11 sei fy:st%n+(l-t)%n4.1. R ist lipschitzstetig mit 

Faktor 3: 

^ n - ^ n + l U ^n-yn 1 + ^n^n-f-!1 + '^n+l"?^!1 * 

*n(n?l) * 'yn-yn+11 + Tn^fnW)* 3 ̂ n^n+l• • 

R(0)=0 ist stetige Fortsetzung von R: Sei (zk)c(0,aj, 

lim zk=0 mit » k-V n ( k )+(l-t k)y a ( k ) + 1. Es gilt lyn(k) I >r 

2lzkl»yn(k)"~^ 0# Daher f0lgt ̂ k""* ° aus ̂ k^ntk)* 

+ (l«-t k)% n ( k ) + 1. Sei T:=RoS:X u{0 5 -* XuiOl. T ist | kon

trahierend und hat den eindeutigen Fixpunkt Null. Somit gilt 

OeX. 

(#) Die hier angegebene Fassung des Beweises stammt von T. 

Jerofsky (Dresden), dem ich für seine nützlichen Hinweise 

danken möchte. 

Bemerkung: Lemma 1.2 lösst Problem 3.1.5 in Cl2]. 

Lemma 1.3 (Schöneberg C121). Sei E ein Banachraum, 

X £E nichtleer, konvex. Jede nichtexpansive Abbildung T: 

:X—> X habe einen Fixpunkt. Dann ist X linear beschränkt. 

Beweis: [12], S. 71 
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Lemma 1,4: Sei H ein Hilbertraum, XsH nichtleer, ab

geschlossen, konvex, linear beschränkt, unbeschränkt, (tn) 

•eine Folge nichtnegativer reller Zahlen. 

Dann existieren ein Vektor ecX und eine Folge (e^) paar-

weise orthogonaler Vektoren aus H mit f^se+.-E^ e^* X und 

le.1 =tt (i=0L,2,...). 

Beweis: Der Fall n-1 ist aus den Voraussetzungen so

fort ablesbar. Seien etex###en a u s H gewählt mit (e£,ej)=0 

für i*j, le^s-tj.. Mit ün:-(xc lin(e1...en): Ix U (j)
n) sei 

fn+ünS X. Es wird gezeigt, daes XMfn
+lin(e-,...en) ) unbe

schränkt ist. .Existiere andernfalls ein r>0 mit 6fr-): Aus 

x£Xn(fn+lin(e1...en)"
L) folgt lx-f nUr. Für xeX ist nach 

dem Zerlegungssatz für Hilberträume die Darstellung x=fn+tu+ 

4y, u eSni=(x6lin(e1...en):lxl*Cj)
n), t>:0, y e linie-^ ..e^"1* 

möglich. Man erhält wegen der Konvexität von X 

V i£ry= tri <-V^rt^(Vtu^>6 Xn(V l in (v--?B
)X> 

und daraus nach (#) lyl-=r (t+l)r. Daher ist es möglich, aus 

jeder unbeschränkten Folge (x^) aus X mit ^^n^^k^^k*^:21 °» 

uk 6 ^k e i n e Teil:£,ol5e auszuwählen, für die gilt: (tfc) monoton 

wachsend, unbeschränkt, t^> 0, limuk*u6Sn, 

wlim T~ = y (wlim bezeichne den schwachen Grenzwert; es wird 

ausgenutzt, dass Kugeln im Hilbertraum schwach kompakt sind). 

Sei nun b£0 beliebig. Es gilt für fast alle k€ N 

f̂ «. ̂ (t^u^+y^)* X, da fneX( z^eZ und X konvex. Somit 

fn+b(u+y)€ X wegen der schwachen Abgeschlossenheit von X. 

Da b frei wählbar ist, ist X nicht linearbeschränkt: (#) ist 

zum Widerspruch geführt. 
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Man kann daher en+1 ao wählen, dass gilt l*n+^* SH-I* 

fn+3en+1e X n(fn+lin(e-L...en)^-). Aus der letzten Beziehung 

zusammen mit der Konvexität von X und fn+Un~X leitet man 

leicht ab ̂ n+i+^U+i - -* XJR^L beendet damit den Induktions

schritt. 

Der Beweis zum folgenden Lemma ist unmittelbar einsich

tig und wird daher weggelassen. 

Lemma 1.5: Sei#H ein Hilbertraum, (e^) paarweise or

thogonale Vektoren aus Ht f :=e+,-S . e. • Dann aind für xeH 

äquivalent: 

(i) xe cüco(e,fltf2.-.) 
oo 

(ii) x=e+.S a.e., 1> a,> a~> •••> 0. 

Satz 1.6: Sei H ein Hilbertraum, X£H nichtleer, kon

vex. Jede nichtexpaneive Abbildung T:X--> X habe einen Fix

punkt. 

Dann ist X beechränkt. 

Beweis": Sei X unbeschrankt. Nach den Lemmata 1.2 und 

1.3 iat X abgeschlossen und linear beschränkt, d.h. ea las

sen sich Folgen (e ) und (f ) nach Lemma 1.4 auswählen mit 

tn=l für n€ N, und es gilt Y:=eico(e,flff2,.. .)£ X. Sei x* 
tt\t tif 

=e+.2 a-e. eY. Durch Sx:=e+e-, + ..2I a4 -e. (x e Y) wird eine 
-t* 1 1 1 1 -C-rl 1 — 1 1 

nichtexpansive und fixpunktfreie Selbstabbildung von Y defi

niert (Lemma 1.5), aus der man durch Verknüpfung mit der 

metrischen Projektion von X auf Y eine nicht expansive fix-

punktfreie Selbstabbildung von X erhält im Widerspruch zur 

Voraussetzung des Satzes. Somit is X beechränkt. 

Bemerkung: Satz 1.6 ist eine Teillösung von Problem 

3.1.6 in [121, wo vermutet wird, dass man in Lemma 1.3 zur 
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Beschränktheit von X verschärfen kann. 

2. Ein Fixpunktsatz vom Leray-Schauder-Iyp ftir mengen

wertige Banachkontraktionen 

2*°* Einleitung: Die Leray-Schauder-Bedingung entstand 

bei der Untersuchung kompakter Abbildungen. Das ist noch 

sptirbar bei den Fixpunktsätzen ftir mengenwertige Abbildun

gen, die die Leray-Schauder-Bedingung verwenden: Banachkon

traktionen werden i.a. als Spezialfall kondensierender Abbil

dungen betrachtet (vgl. etwa i 3 3,L6 ],[11]). Das führt dazu, 

das3 nur konvexe kompakte Werte zugelassen werden können 

(bzw. azyklische kompakte Werte). In der vorliegenden Ar

beit wird die Unterordnung von Banachkontraktionen unter kon

densierende Abbildungen nicht ausgenutzt. Dadurch kann man 

beliebige abgeschlossene beschränkte Werte zulassen. Analoge 

Sätze wurden bereits von Nadler [9] bzw. Assad/lCirk tll be

wiesen, die statt der Leray-Schauder-Bedingung fordern, das3 

eine Selb3tabbildung vorliegt bzw. zumindest der Rand des 

Definitionsbereiches in den Definitionsbereich abgebildet 

wird. In Banachräumen, die die Opial-Bedingung erfüllen, 

führt das Ergebnis ftir mengenwertige Banchkontraktionen tiber 

den Begriff "demiabgeschlossen" zu einem Fixpunktsatz ftir 

mengenwertige nichtexpansive Abbildungen mit kompakten Wer

ten. Damit werden Resultate z.B. von Reich tili verallgemei

nert, die aus den oben beschriebenen Gründen die Konvexität 

der Werte benutzen. 

Seien M, N metrische Räume. C(M) bezeichne die Menge 

der nichtleeren kompakten Teilmengen von M, AB(M) die Menge 
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der nichtleeren abgeschlossenen beschränkten Teilmengen von 

M. 

AB(M) wird durch D(H,K) :=max((supd(x,H) :x eK), (supd(y,K): 

:y £ H))(H,Ks AB(M)) mit einer Metrik versehen, der "Haus

dorf f-Metrik". Dabei sei d(x,H):=inf(d(x,y):y6H). 

Eine Abbildung T:N—>AB(M) heisst Banachkontraktion (nicht

expansiv), wenn für ein k<l (k=l) gilt D(Tx,Ty).fr kd(x,y) 

(x,yeN). 

2.1. Ein Fixpunktsatz für men&enwertige Banachkontrak-

tJonen 

Satz 2.1: Sei E ein Banachraum, U£E nichtleer, offen, 

T:aeu—?- AB(E) Banachkontraktion mit:T(ciU) beschrankt, 

(LS) Es existiert ein x c U, so dass aus t(x-s)£Tx-a folgt 

t^l für X6 3U. Dann hat T einen Fixpunkt. 

Beweis: Betrachtet wird die Homotopie H(t,x):=(l-t)xQ+ 

+tTx, t£C0,13. Sei q die Kontraktionskonstante von T, k c 

C (q,l) mit k-< 2q; 

R:=sup(ix -x\:x£ T(c£U)). P bezeichne die Menge aller Paare 

(L,u) mit L£L0,13, u:L~-> c£U, für die gilt: 

(i) u(t)eH(t,u(t)) für t e L, 

(ii) u(t)e U für t e L n [Q,l] , 
kR 

(iii) u ist auf Ln[0,l) lipschitzstetig mit Faktor |i,^)q* 

P ist nichtleer.: (40j,u0)eP mit u0= xQ. P wird mit einer 

Halbordnung versehen: (--̂ -̂ x̂ ~ ^ > u 2 ^ Senau dann> w e n n *1 — 

c l̂  und UgiL^u^ Offenbar ist für jede Kette ((--it«i))i6i 

das Paar (̂ yx I^,u) mit ull^u^ (i€l) eine obere Schranke. 

Nach dem Zorn'sehen Lemma existiert also ein maximales Ele

ment (M,w) von P.a:=sup M. 
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Sei a$M.(tn) sei eine Folge aus M mit lim tn=-a. Wegen der 

Lipachitsstetigkeit von w~ existiert lim w(tß). Mit M:=-Mu-?a$ 

und w(t):»iw(t) f t e t € M gilt (M,w)eP: 
l lim w(tn) für t=a 

(i)d(H(a,w(a))f w(a))£d(H(afw(a))f w(tn))+lw(tn)-w(a)l £ 

£D(H(a,w(a))f H(tn>w(tn)))^(H(tnfw(tn)),w(tn))-|.|w(tn)-

-w(a)j*D(H(afW(a))f H(afw(tn)HB((l-tn)x0+tnTw(in)f 

(l-a)x0+aTw(tn))+\w(tn)-w(a)) —» 0 für n~> oo . 

(ii) folgt aus (i) und (LS), (iii) ist trivial. \ 

Somit gilt (M,w) 6.P und (M,w) > (M,w) im Widerspruch zur Kon

struktion von (Mfw)f d.h. a&M. 

Es wird nun gezeigt, dass gilt a=l: 

Sei a<l.r:*dOUfw(a))f- s:^in(a-*| §(l-k)fl)l Es gilt 

d(H(sfw(a))fw(a))-=d((l-s)x0+sTw(a)fw(a))* 

•inf(lw(a)-(l-s)x0-sxl:xcTw(a))^ 

Ainf(lw(a)-(l-a)x0-axl^(s-a)lx0-xl:xeTw(a))^ 

^inf(lw(a)-(l-a)x0-axl:x6Tw(a))+sup((s-a)lx0-xl:x eTw(a)) 

£d(H(afw(a))fw(a))Ms-a)R£fi(l-k). 

Durch Induktion wird eine Folge (yi)i-1 2... konstru

iert mit y1^(a)fyi+1eH(sfyi)f lŷ -ĵ -ŷ r̂ | d(H(s,yi)fyi). 

Seien y^^y* konstruiert (j>2)f Wegen der oben bewiesenen 

Ungleichung gilt iy2-y1.-£ | d(H(sfw(a)),w(a))^ | |(l-k). 

Weiter gilt für i ^ U ^ - l ^ y ^ - y ^ | d(H(s,yi)fyi) h 

6|B(H(sfyi)fH(sfyi),H(sfyi-1))Äklyi-yi-1i. 

Es folgt durch Auf summieren JwUJ-y.jJ & j=£ lŷ -y-J-6 - §f 

d.h. y . tcU nach Definition von r und k. Somit ist y^+1 wegen 

der Kontraktionsbedingung für T konstruier bar; (yi)i-1 2 

ist nach (+) Cauchyfolge. w(e):slim y ^ 
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rw(t) für teU 
M:=Mu*a*,w<t):=-l . -Sa giljt (M,w)eP f denn: 

l l im y i für t=s 

( i ) d (H ( S f w (a) ) f w (8) )^d (H (a f w (a) ) f y .H ly . -w (a)U 
V J 

^ D ( f f ( S f w ( 9 ) ) , H ( 9 f y j - 1 ) ) + | y j - w ( a ) | ^ q | w ( a ) - y ^ 1 l + 

+ ly , -w(s ) l für jz 2 , d .h . w (a)* H ( s , w ( s ) ) . 

(ii) Für 3<1 folgt au9 (i) und (IS) w(o)eV. 

(iii) Nach (+) kann man ab9chfitzen ) w(s)-w(a)lj--Ynciy2-yT I-
k r 

~ ö" ?' woraus für s<l die geforderte Lipschitzstetig-

N keit folgt. 

Es ist also (M,w)cPf (Mfw) > (Mfw) im Widerapruch zur Kon-

struktion von (Mfw)f d.h. a=l. Damit ist der Beweis des Satz

es abgeschlossen. 

Prof. Dr. Riedrich (Dresden) möchte ich danken für wert

volle Hinweise bei der Anfertigung dieses Beweises. 

2.2. Ein Fixpunktsatz für mengenwertige nichtexpansive 

Abbildungen 

Definition: Sei E ein Banachraum. E erfüllt die Opial-

Bedingung, wenn für jede achwach konvergente Folge (XL) aua 

E gilt: 

Aua wlim xn=x folgt lim8up I xn-x l< limauplxn-al für 84-x. 

Definition: Sei E ein Banachraum, XQE nicht leer, A:X—>> 

—^C(E). A heisst demiabgeschlossen in Null, wenn aua (XL)-= 

£Xf wlim x^x und lim d(Axn,0)=0 folgt x€X und Ax=*0. 

Satz: (Lami Dozo 183) Sei E ein Banachraum, der die 

Opial-Bedingung erfüllt, X£E nichtleer, achwach kompakt, 

T:X—->C(E) nichtexpanaiv. Dann iat Id-T demiabgeachlo3Ben 

in Null. 

Aua diesem Satz und Satz 2.1 folgt 
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Satz 2.2: Sei E ein Banachraum, der der Opial-Bedin-

gung genügt, U£E nichtleer, offen, ciU schwach kompakt, 

T:c£U-—> C(E) nichtexpansiv mit 

(LS) Es existiert ein asU, so dass aus t(x-a)<£ Tx-a folgt 

t^l für x€ 3U. Dann hat T einen Fixpunkt. 

Beweis: Nach Satz 2.1 hat die Gleichung 

--.•(-- 5>TV & <*> 

für jedes meN wenigstens eine Lösung x ^ Wählt man eine 

Folge (x ) gemäss (*) und eine schwach konvergente Teilfol

ge (y ) von (x ) mit wlim ym
=y, so liefert der zitierte 

Satz von Lami Dozo die Behauptung. • 

Bemerkung: Satz 2.2 ist verwandt mit einem Satz in [1], 

wo gefordert wird: cZv schwach kompakt, sternförmig, 

T(5U)£ c£U. Assad/Kirk benötigen für c£U keine inneren Pun

kte. 

Doz. Dr. S. Hahn (Dresden) möchte ich sehr herzlich dan

ken für die Unterstützung bei der Anfertigung dieser Arbeit. 
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