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СОММЕ1МТАТЮМЕ5 МАТНЕМАТ1САЕ 11|\11УЕк$1ТАТ1$ САКОШАЕ 

21,3(1980) 

0 ИСЕВДОДШ>ФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ КОНСТРУКТИВНЫХ ФУНКЦИЙ НА 

КОНСТРУКТИВНЫХ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЛАХ 

о. ДЕМУТ (о. вшитн) 

Содержание: В заметке показано, что для любого объек­
та 0 типа 4 * обладающего свойством *&,(в частности, для лю­
бой 101-конструктивноЙ функции действительной переменной, 
определенной на сегменте 0 А 4 ) внутренняя мера множества 
всех СО]-конструктивных действительных чисел из 0 ъ 1 , в 
которых односторонние верхние и нижние псевдопроизводные 
объекта в не выполняют известную альтернативу Данжуа, рав­
на нулю. 

Ключевые слова: [О]-конструктивная функция, псевдодиф-
ференцируемость, первый класс Бэра. 

С1аззШ.саг1оп; Рпшагу ОЗР65, 26А24 * 

Зесопйагу 26А21 

В следующем мы пользуемся определениями и обозначения­

ми из [2.1, [7.3 и [8.1, в частности, переменными перечисленны­

ми в [8]. Согласно 112] [*пЛ-КДЧ, [ лг]-ПЧ, [т,]-сегменты и [/гь] -

интервалы и т.д. являются словами в алфавите 3 . 

Буква в служит переменной для слов в 2 . 

Мы напомним, что 1) согласно [2] 

а) 101 -последовательность неперекрывающихся- [О]-сег­

ментов ^ К Д ^ называется 5^ -множеством и [0]-КДЧ % ме­

рой этого &1?
3
-множества, если Подпоследовательность [0]-

НДЧ «IX !Н 11 ' ЮД-сходится к X $ 

б) если Ч, 5™Л
 -множество и Р АДЧ, то Рс ^ зна­

чит; не может не существовать член [О]—последовательности 
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^ , содержащий Р -

в) для любого $0 -множества ^ существует неубывающая, 

[О]-функция "*>*(%) такая, что для всякого [0.1-ВДЧ 1Г , 0 < 

< гг *Н >> < $ > О ^ - м е Р а ^ п О/м/-, выполнено 

у / 3 ( Л 0 7 1 ^ [ 0 1 б ^ э 1 ц < р ] ( ^ ) Н ) 5 

г) мы говорим, что свойство *€ выполнено для почти всех 

СОЗ-КДЧ ив О Д 1 , если для всякого НЧ А, существует 5 ^ -

множество ^ меры меньшей чем 2" и такое, что 

У Л

т ( Л О л ^ - , (*со:1е $к) => €(Х

с о : !)) , 

2) согласно [73 для любых [01-последовательноети сту­

пенчатых остовов \ ^ 1 ^ и Ц01-КДЧ 1Г и ^ , 0 < 1Г <- 4 , 

Р ( ^ "̂  ^ 3 - ^ аначит: существует [О]-последовательность 

[0]-КДЧ ^ 1 % ^ 0 1 . которая [03-сходится к -иг и для всякого 

НЧ Я& ч#%ъ является "значением** Р^ в точке п/ $ 

3) согласно [ 7 ] объектами типа ^ мы навиваем а) [ 0 ] -

функции и б) выражения типа С -С р^ ^ , %, ^1 > где п^<0 и 

4%л [03-КДЧ и -С Р^ ^ 0 3 С 01-последовательность ступенча­

тых остовов такая, что для почти всех ЮЗ-КДЧ х иа 0 л 1 

верно 
3 - М Р / Ю1 г с ЛОЗ [03 ч 

4) понятия монотонности, псевдонепрерывности и ограни­

ченности вариации объектов типа ^ определены в [ 7 ) . 

Замечание 1. Пусть 9 , в ^ Е С г ^ ^ , ^ , ^ - 1 , объект 

типа ^ , З̂  [ 0] -функция и д? I 03 -оператор тип» (1)Ь01_-^П1СИ. 

Тогда ввиду теоремы 5.2 и лемм 5.5 и 5.8 иа [2.) и леммы 1.1 

ив 133 

1) существуют [ 21-оператор типа (1) ~~р^^ ) ® и Г21-

последовательность [0.1-КДЧ \^^}м, такие, что 
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8 . t ! Ô í x c o л ) s - i - . З J f c í o c c м - < % » > ; 

ï 2) мы обозначим э -^ % \ 

3) существуют [ 51-операторы типа (Ъ^Л-^Ъ^А) 

(1) В^Бс^Р'^.Б'ГдО, В
4
".^], Р

+
 [д>3 * 

(2) в[вз,2'-в],.5[в]> 1И<эз,;г;+[Ш, р * ^ 
такие, что для любых КН-ВДЧ ос с о л и /у-с03 , 0< у!°< 1 2<1В(^Ш)^ 

значения (1) в х С и значения (2) в и ЯВЛЯЮТСЯ соответ­

ственно значениями нижних, верхних, левых нижних или верх­

них и правых нижних или верхних псевдопроивводных ср в точ­

ке о< и в в точке п^ ° (при вычислении псевдопроиввод­

ных объекта в учитываются только точки иэ области опреде-

ления 9 )• 

Пример 1, Существуют объект типа ^ 0 , Ю1-опера-

тор типа (Ъш—>ТТС°3) ^[ОД-ВДЧ лг и [О]-последователь-

н о с т ь ^ - К Д Ч \^м$ь т а к и е » ч т ° 1 ^ л С З : , С 1 + [ в З Ы * 

- о с Ь 3 ^ й + [ у ] ( а г ) - х С З : , ) 8 с ^ ( ^ е \ 0 С 5 ) ^ ^ + [ ^ З С ^ ) -

- -V ОС? = ])+[с$>3 С-ыП ) « + оо) ~<х><ЪЧв^М=]У*"^1(/»')<+со . 

Определения. Пусть в объект типа ^ , Р АДЧ и 1Г 

ЮЬВДЧ, 0 < и < 1 . 

1) Мы скажем, что & выполняет альтернативу Данжуа в 

точке пГ , если верно 

!вы&(~с Ю < т2-[е]Ы-5л6>^С1^)^ + [9^Ы-Б + [®^(V)^ + ^оV 

^ с ^ ы « - с ю * 5 + [ е 1 Ы = + л & ^ 

^ ш ы ^ р + ^ ы ^ 

2) Пусть ! в(/|г) - Мы определим 

- 49Х -



Х> (Р е,л/)^С1)Е@3(1г)-=1)[©К1/)-Р) и 

дКлС9}^) -=-(-со<Р Г в К т г ) - 5 ^ Л » < - г со) -

Мы заметим, что для любых объекта типа ^ ® и [0]-КДЧ 

*г, от е 0 ̂ ^/вСог), верно 5 ^ ( 0 ^ ) ^ . 3 ^ ° ^ С^
0 3
^, г ) . 

Обозначение. Пусть ^Н^З^
1
 [ 0 3-последовательность 

[ 01-сегментов. Тогда ^ р ^ Н ^ ] ^ ) значит: -(Н^?^ [.03-по­

следовательность дизъюнктных [0]-сегментов, содержащихся в 

ОгИ, Э л 1Н о )«04.Э^СН 1 )=-4&УаС0<а,<1 .эа^ Со, е СН^) 0
)) . 

(Из ^С-СН^^
0 7
) следует I Н ! -^-* 0 .) 

Можно доказать следующие утверждения. 

Лемма 1. Пусть "С Ц-̂ д-, [ О]-последовательность 

[0]-сегментов и со СОЗ-ВД
1
- такие, что % -< 1 и [0 3-после-

"
п/
 соз 

довательность [01-КДЧ ̂ «-*-
0
 1 Ц^^п, [01-сходится к 101-

„ . „ , _ о СО] 

КДЧ меньшему чем а, . Тогда существует Ъ^ -множество 

-I Н ^ ] ^ меры меньшей чем х такое, что ^ С-С Н^ 5^ ) & 

& У * С 0 3 ( * с 0 3 е С Ь 1 & 3 & ( Л ^)эЭ^Сх С 0 - 1 еСН г л ) 0 )) & 

8 . У М ( Э № С Н ^ ) < Э Л , С Н ^ ) Э 0 ^ ^ < ^ Н ^ С > ( 9

Л

С Н ^ ) ) -

Лемма 2. Пусть Г̂ юзрастающая на 0 л ^ [03-функция 

и 1/ [01-КДЧ такие, что АСУ, 0д/1)<1Г<су1 .Тогда сущест­

вует [03-последовательность [03-сегментов -С г^ 5 ^ , для 

которой верно 

О Л Ь ОГ\/ 

З л (хс о зе С Р^)°)) 8, ̂ °\ш(*1т< ^ ° Ь А С С Г, < Рл У™ 3, 

х ш д ^ 1 М ) < у . и Ш Д ^ С о : ! 1 . (определение СУ.-О»,»"1] с м . в . 8 ] ) , 

б) для любых НЧ /т... и /иг2 , \ С Р^ )< Эл С Р^ ) ; суще-
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ствует возрастающая на 0 л 1 [. 01-функция <Г такая, что 

А(?,0ь'1)<АЬУхш(хше0г/1Ыхш± Э ^ С ^ ) у 

*3ы(хше %V)V Э ^ с е ц Ы * ш ) : э 4<$1?1(хш)) . 

Лемма 3. Пусть ^ ^1Ш
 [ 03-последовательность 

[ 0]-сегментов, \ ̂ ^ ^ последовательность рекурсивно пе­

речислимых (р.п.) множеств рациональных интервалов и ф? 

множество [01-КДЧ такие, что 

^ о « ^ 0 , Р^А^С:л^ 0 ^вОV^1алгСо(С 0^СI^)0)) и 

У / 0 1 Л ? Э 1 ^ 9 5 ( 5 е ^ Ь Ш б 5 ) ) , 

Тогда [ 11-существуют (и, следовательно, не могут не сущест­

вовать) НЧ т0 , (гьл и /У-̂  такие, что ^ С (^ ) < 9̂ С г̂  ) &. 

V/0 3 ( * с и е ?. & х " ' 6 Э„г С1Ц) л Эл С Р ^ ) о -, 3 3 С 5 е « С , & 

д ш е 5 ) ) . 

Замечание 2. Пусть 0 , ^ ^ ^-^ ^^ у^0, ^ ^ ^ объект 

типа ^ и -I СЛ-.,.. Ь , [ 0]-последовательность [03-сегментов 

такая-, что гТМв, ?С0]) 'к УжтС»С01е О V 1 &. 

Тогда на основании теоремы Г.С. Цейтина [ 1 ] легко построить 

[О)-функцию С &, -Г ( З ^ ^ 3 1 такую, что У*с о : 1ис о л е О д Ь 

(-. Э*.(*шс С&^°)=> ЩШтС1 ^ Ш ) = ® < * " " } ) & 

V^(x с "ес^^) 0

э с®,т, л С 3 ^ 0 Д ) = § с э

л

с ^ -^ ) ) + 

г^т.(§сэ/лса^))-д(эл((а^))).(>х
см-эл(а^)))). 

Определение. Пусть *$1 правильное множество 101-КДЧ, 

т.е. Ч*шчтЫшет& ъ ш
 ~ *ш=>ъше т*^Ш* ОлА)^ 

Мы скажем, что внутренняя мера Ш равна (соотв. не равна) 

нулю, если не существует (соотв. не может не существовать) 

103-измеримое по Лебегу множество [01-КДЧ (см. [43) Ж по­

ложительной меры такое, что VI & 7П . 
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Замечание 3. Если 7Л правильное множество [03-КДЧ 

и внутренняя мера VI не равна нулю, то согласно лемме 1 и 

теореме 5 иа [41 и лемме 1 не может не существовать ЭЗ
03
-

множество ^ И ^ ^ меры меньшей чем 1 такое, что 

,«».„ _. tai,..nu. „_..•>._ ̂ (
x
^

e
 (H_)

0
)_x

t03
< %« H,0 &

 * № " _ 0v1^3«(/
M
e(HJ°)

3
 x

t03
 e m ) 

и, следовательно, Л (»л<\ Н „ ^ > , 0 _ 1 ) < 1 &. Чх1"и™ е 

еО-Н&1>[А<4Н_..«"1>:]ии и)< Ь х ш е »Ь) . 

Определение. Мм скажем, что объект типа Ц- в об­

ладает свойством *& , если для всякого НЧ X существуют 

5^0 3 -множество ^ меры меньшей чем 1"Л * система после­

довательностей р.п. множеств рациональных интервалов 

Ы'Я%*\Ь0* Ь ± 4 такие, что для любого [ОЭ-ОДЧ * ш , 
0 * ^_-4 

х ^ е О И Ь п С х * " е ^ ) ,-выполнено Е С в , « т ^ \ ^ . н , х 1 М ) , 

0*$4-4 

т.е . 

;_У*Нп3^ 1 0 Л СО<С-'П 4 '- С ^ о а - ^ о з ) < 2 ^ ! © ( ^ Г 0 Л ) ^ 

2*<С-1>*. ^ Ч ' о У У ^ )^ЗбС5€^Ьх Ю бб)и 

С У * 3 5 С 5 « ^ ' * 4 * т а в 5 Ь С г * ^ ^ 

Сг-=0&^-Ь^[®ДСхс о-Ъ--со)^СЧ=г'(А^-=Оэ 

эВ-[в^с^С 0 3)-+^)2ча*п^.*>1э^^®^Сxш)--со))). 

Лемма 4. Пусть 9* 101-функция, а Ф , ̂  и & НЧ, 

0&\>&А & 0 6 $, ё 4 * Тогда существует рекурсивно пере­

числимое множество рациональных интервалов ^и^ такое, 

что 
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Доказательство. Пусть, например, л, =-- ^ = 0 # Мы пост­

роим [01-конструктивную функцию двух действительных пере­

менных (^ , определенную на двухмерном интервале 

4 ^ 2 о О V 2' , и согласно теореме Г.С. Цейтина [11 [ 0 1 -

последовательности [О}-последовательностей двухмерных ра­

циональных интервалов ^ 2 ^ а ^ } }^03

 и пар РЧ 

« о , м о ^ С С такие, что У*™*102 Ы102е -4 V 2 & 

- ^ * с о л ) ) ) & У ^ ( ( - ^ 2 р О ^ Г * . - О I п ! )& 
*• 1^3.. 1Ь$/ ^ > х ^тЬ^, ТЬ2 

в^. ^(а-С^ С 0 'а^° Л )-^К о о^ ) ) < 2 ^ ) ) ) . 
ор,% * * ^>% -р->% 

Для завершения доказательства достаточно определить 

Следствие. Любая [О..-функция обладает свойством % • 

Замечание 4. Пусть О » ^ ^ ^ ^ 1
/ Т Ъ

, ^
0
, ^

|
^

?
 объект 

типа ^ . 

1) Согласно определению и лемме 1 существует [0]-по-

е
соз г г ц**?10* г ^ 

следовательность Ь^ -множеств АА Н $ 5 такая, 

что для любого НЧ ли мера -С И ^ }^
о:1
 меньше чем 2~'т' и 

выполнено 

«.« С О -< **<з/ с н ^ е н )̂ & У*"3 ими о V ч & 
-I 3 ̂  С*с« е С \\%)°) э Зъш Р(ч

ш, -С Р^}™, хш )) . 

"У0"^ * , ^ , 1 и нч, о ^ г ^ / ( З ч О ^ ^ ^ / 1 . 
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Для всякого НЧ <т, мы используем лемму 4 и построим, 

исходя от [03-функции [ 0
?
 *С ^ ^ } 1 (см. замечание 2), 

множество 3* '^ | обладающее описанными там свойствами. 
•"IV, -*8/ '

 # 

Существует р.п. множество '^/1>%) такое, что ®&1 \ * 

2) Пусть для всяких Г01-ВДЧ хш^меОч 4 & .' § (ос1*1), 

и НЧ <^ внутренняя мера множества [01-КЦЧ 

не равна нулю. Тогда ввиду 1) и замечания 3 для всякого НЧ 

Л выполнено У * ш С х г а б О ^ и л З л (* с о : 1 б Н* ) э 
(ТЪ 

э Е С©
?
 -И ̂ 1 '̂  ̂ 4 *0± г *?Л > * ^

 и
» следовательно, в 

обладает свойством % . 

3) Если для любого СОЗ-КДЧл^ х
Ш
б 0 И & ! $ ЫШ) , 

объект в не может не быть псевдонепрерывным или слева или 

справа в точке * , то согласно 2) В обладает свойством 

Теорема 1. Пусть 0 монотонный объект типа ^ . Тог­

да существует возрастающая на О л Л I 01-функция (^ такая, 

что 

(̂ СО) - О А О - М ) - 4 А К х
ш
С 0 < х

ш
-с /| &

п
 ])

к л
 (+ оо7 §,, *

ш
) э 

{ёс^^зсз^р^с^^в,^^)). 
Доказательство. Согласно части 1) замечания 4 и за­

мечанию 2 существуют [01-последовательности Э$ -множеств 

^Н™}™*]™ и
 (монотонных) [01-функций 

4С0,{Н^}
/ г и
 Л ^ 1 обладающие описанными там свойствами. 

Пусть 1т НЧ. Мы построим [01-функцию 3^ такую, что 
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*№• ыт)*%г^(т^ы101-Элси^)>эпсС^^ЬО)) . 

Тогда У
 уд

овл
втв
оряет условию Липшица. Согласно теоре­

ме 1 ив 18] существуют возрастающие на О Д 1 [0,1-функции 

<*-*,0
 и
 9ч», 1

 ТаКие
. '"•»

 У
*

 С0
 "* * -"

 4 э
 9" «п,-*

 (0;
* °

 & 

Мы определим Сут ̂  — * (§^,о -*• 0^,1 ̂  * 

Пусть ос
с(а
 ЮЗ-ВДЧ, 0 < ^

С 0
^ 4 3 с п . а ^ и С % Н ^ ) & 

& Т> ( + пг* а ч с о л ) • Т о г * а ! $ < * * * ' ) * Я -г 1 ) ^ С + сэо7 %.-_., о* » * 

$чТ> (О # ос*ад) и существует [ОД-ПЧ ^ с 0 3 т«-кое, что 

^Л?)^ 1 Г0 -СН^!01^! .хсо3 ) • Ввиду этого и монотонности 

объекта ® легко показать, что выполнено Э к 4 6^°\ в.,*10-1). 

С помощью леммы 1 можно построить возрастающую на 

О л А С 01 -функцию й, , для которой выполнено (#(0)~01к 

1 к $ С 1 ) И * У о с м 1 0 < А 

Для завершения доказательства достаточно определить 
л - . _ СС ^ 

Теорема 2. Пусть ® объект типа ^ , обладающий 

свойством ? , а ^ возрастающая на О А 4 С 0]-функция, 

Д (3*, О Л А )< 4 . Тогда не может не существовать [ОД-ВДЧ 

X е 0 1 такое, что *ш* 0т7

/1&1)1$1иш) < А и 9 выпол­

няет альтернативу Данжуа в точке х с о ^ • 

Обозначение. Пусть ® , в^С-СР^! ^ ^ ^ ^ Л , объект 

типа ^ , 4 0 , ^ 3 ^ С 0.3-последовательность [03-сегмен­

тов, % <4<^}^ Л ) , К [01-сегмент, и I , ^ ж ЛЬ НЧ. 

497 



Тогда .Г(в.-Сада-"\К,*,^,*''> 8 н а ч н т г ^ 9 1 ( 9 ^ ( ^ ) = Э л ( К ) & 

^ ~*л 

Лемма 5. Пусть @ объект типа Ц. , 10>^\^ С 03-по­

следовательность С О3-сегментов, К СОИ-сегмент и ^ , ^ и 

к, НЧ такие, что С в ^ К Р ^ С ^ о * * ^ > ^ ^ « « ^ О & 

&.ТС0 -СО.^$Е0Л К,-с Л 4 ) . Тогда существует возрастающая 

яа 0 Л 1 I О]-функция Су такая, что 

^^к лс+ а,?^^)эз^«(1)^^с оп-влаХ"^ г а^^^-
^Э"Г0 ] С * ш ) = 1>+ Г ОЛ (*<-'")= цы1) & (-1 и= $,) э Ъ'19.1 ( * ш ) -

= Р 4 - С 9 ] ( Й ( " 3 ) ^ 7 1

Ш ) ) ) . 

Доказательство. Пусть, например, ^ ~ -^ = 0 . Тогда 

[ 0 3-функция .У такая, что 

Й , И ] ( Л ' П « 0 А Ь З Ч Х " 3 ) -

является невозрастающей и, следовательно, [0.3-равномерно 

непрерывной. Ввиду этого легко построить невозрастающий 

объект типа # ©,, такой, что Ух
сол
(!в^ С *

Ш
) о 

: э ( Ы х
с 0 Л

« К ^ т З . ™ С х
с
^ ^ 

ку^с^бКв.х^бСа^э^и^)- ?сэлса^)))). 
Мы испольвуем теорему 1 и построим, исходя от 0^ , возра­

стающую на 0 д1 I. о.] -функцию С^ , обладающую описанными 

там свойствами. 

Пусть V С 01-КДЧ, а г е К ^ п 3 . т С а г € й ^ ) 8 с - 1 ^ л С + а ? , ^ , ^ ) . 

Тогда ! 0
1
(^)3ч8

1
 (тг)-.. сТС*̂ )̂  & (к) - I**» V и существует [03-ПЧ 

Р такое, что \
л
С Г 0 лк) * Следовательно, имеет место 
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\*<$,Я>) и В к * С ? + 2 * с е > * ^ " Ч ^ > - Отсюда мы 
сразу получаем В" ГвЛ(ог) ^ | + 2 * ^ З + ГвЛОо-) . 

С другой стороны,Ухь о : ,(^б К&/§(х с о : , )э(та^(х , [ 0 3 е 

с«$и)*ь в(*соз>-2*.*ги» ги^т^с*™*:^)0* 
2®(хШ)-2Ь.*™* ?(ЭЛ(&^)))) и, следовательно, 

Доказательство теоремы 2 . Ввиду замечания 1 из Г 7 Л мы 

можем предположить, что в эадано в виде ^{^1^ 9 ^ , ^ ^ . 

Мы допустим, что для всякого СО̂ -КДЧ ж101 такого, что 

№еОг4ЪЪ1*Кхш)<4&1ВСхш) , & не выполняет 

альтернативу Данжуа в точке х ш . 

Согласно предположениям теоремы существуют НЧ Л , Г03-

КДЧ пГ0 , 9 1 0 1 - м н о ж е с т в о ^ м вР*- меньшей чем 2 и систе­

ма последовательностей р . п . множеств рациональных интерва­

лов Ы№ь\10± + ±4 такие, что А С?,0 Д 1)+2" < % < 1 & 

О* $ ±1 (См. замечание 4 и лемму 1.) 

Пусть 3 ^ ^ _ _ _ ( 3 ' - г > ^ < ^ > ) . Тогда 5^ возрастающая на 0 л 1 

[О]-функция м А ( ^ , 0 д / 1 ) < ^ 0 < 4 . Мы испольэуем лем­

му 2 и построим, исходя от ^ и ^ , [О]-последователь­

ность [0]-сегментов $ г ^ ^ } ^ , обладающую описанными там 

свойствами. Тогда для всякого [01-КДЧ ос с о л, х Г 0 : 3 е 0 у 4 & 

Ь т З п ( * с < п е СР 0 ) / П / )°) , верно 

СЗ) В т ( * с о л ) < : < / 0 < 4 & п ( * 1 0 : 1 е ^ ) 

и, следовательно, I © (х*° ) © не выполняет альтернативу 

Данжуа в точке х/"^ - в частности, выполнено 

пп(-оо<2-[@^(xс01)V-со<Р+^®^и,[0^)VР'*[в^иЕОЗ)< 
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<+соVVЧ®1^Ыш)< + со)~\л тогда 

^\/1^к(0±1±4&0ь#±4э35С5>е'Ж%ЧхтеЗ». 

Согласно лемме 3 не могут не существовать [03-сегмент 

К
0
 и НЧ \,0 , ̂ .

0
 и %ъ0 такие, что 

^%^СР О ) ^)=Э Л СК о )&Э Л СР О ) 2 )=Э г № СК о М0^^*'/&0^ 

±}0±А & I К01< 2-*°М*а>Чхи1б к0 & -, з« .и г м б С Р 0 ^ ) " ; -, 

^ 3 2

№ РГх"̂ -Г | ^ и , * с «) & -, 35(5 е а й ^ ' * в * л-« е 5 )) 
О 

и, следовательно, 

< 4 ) *™.<*о,Лп>\лЛоМ • 
Пусть К

0
 СО]-сегмент и -ъ0 , #-0 и .^ НЧ, для кото­

рых выполнено (4). Мы можем без ограничения общности пред­

положить, что Ф
0
 -= ^

0
 -а 0 . 

Согласно свойствам ^^Оп^т, существуют возраста­

ющая на 0 А 4 [ 03-функция <Г , РЧ а/ и Г01-КДЧ тг̂  такие, 

что 

0 < ^ о 8 , Л ( ^ 7 0 А ' 1 ) ^ Ф о < ^ < П У л ш ( л Ш е 0 У ' ^ 
С5) & ь Л ( к / ) у З ^ ( Л е ))эБ[Г1иса1) ><п. 

Ввиду этого, (4) и леммы 5 существует возрастающая 

на О А 1 [03-функция С^0 такая, что 0>о(0)~О &< ,̂М)-г ^ и 

для всякого [ОЗ-КДЧ ^ с о л , 

( 6 ) Л

С И 6 0 V ^ Б С ^ З ( x С о ; , > ^ ^ - I ^ К Л ( + с » , С > 0 , x с о ; , ) , 

С7) в + ^(*" ] ) - и

с<") . 
Однако, ввиду (5) для всякого [01-КДЧ а

со:
* ив (6) 

также следует (3) и тогда согласно нашему допущению выпол-
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нено 1 п ( - с о < 5 + Е О К х ш ) у ] ) ~ ! : 9 ] ( ^ 0 3 ) <- -г со ) и, 

следовательно, 

св) -1Уг^^(а«о&^-^уг-^^>=0)^з5(3€^^:хшб5)). 

Мы определим % Ф (Э^ + а>0* С^ ) и согласно лемме 2 

построим, исходя от Щ и г^ | [ 01-последовательность [0.3-

сегментов -СР. 1 ч обладающую описанными там свойства— 
1,11 ^ ' ^ 

ми. Тогда для всякого [01-КДЧ хС02 , о< Ш е О V 4 & л 3 !>г ЫШе 

б С(^ и ) ° ) ? верно (6) и, следовательно, (8) и ввиду (5) 

и -| Зт Ышв ?0 ) , Таким образом, 

Согласно лемме 3 не могут не существовать [0)-сегмент 

К1 и НЧ 1! , ^ и М^ такие, что 

Пусть К.| Е 0*3-сегмент и А>л , ^ и А^ НЧ, для кото­

рых выполнено ( 1 0 ) . Согласно свойствам -С В, 10** суще-

ствуют возрастающая на 0 д 1 С 01-функция 3^ и РЧ ^ 

такие, что 

0<о 1&Л(^ )0д'1)1-й. 1<и^ш^С 0 : ,б0г^(пише 
С11>еСк1)

в)уЗл(*с«бР11(Л))эг[?1лисв,)>>/)-
Ввиду этого, (10) и леммы 5 существует возрастающая 

на О А 4 С 01-функция (^ такая, что фС0)~ 0& (̂  С4)-4 

и для всякого [0.1-КДЧ ̂
с о 3

 ? 

(12);
 Х

С03
6 О V 48с В Г % 1(^01)^ 4 ^ \ л ( + ю ^ * ш ) , 

верно 

(13) 

Ç01 



1) Пусть Xго3 С 03-ВДЧ такое, что (12). Тогда вер­

но (13) х ввиду (11) вмполнено п Л<п Ы*0* с Р^ л ) и, сле­

довательно, (6)* Ив (6) следует (7) и согласно (5) верно 

тЗ/п, ( х с < п € Рф,^) - Таким обравом, мм получаем (3) и 

ввиду (9) шеет ыесто Ч%™ ( \ л (ч">\ С в, < Р0/л 3™1 , 

На основании этого, (7) и (13) верно 

(14) ЗУЭ^СУ",»,*-
0
-). 

Ив (3) следует 

(15) Ъ1#1и™)<<\2с1ёисод) . 

2) Мы определим 3^ ̂  ( ̂  + о^ * ( ^ ) . Тогда % вовраста--

ющая на О А А С ОЛ -функция и Д ( ^ , 0 А 4 ) < А . Легко 

построить Е03-1СЦЧ .Xе03
 не О V А , для которого выполнено 

Ъ1Т^К*Ш ) < 4 и
> следовательно, (12) и тогда ввиду 1) 

верно (14) и (15). 

Мы получили противоречие и теорема доказана. 

Ввиду теоремы 2, следствхя лемм» 4 я замечания 3 верно 

следующее утверждение. 

Теорема 3. Пусть 9 объект типа ̂  . Если & обладает 

свойством Ъ (в частности, если в С О]-функция), то внут­

ренняя мера множества всех С 03 -КЦЧ ив О V А , в которхес & 

не выполняет альтернативу Данхуа, равна нулю. 

Методом, использованным в доказательстве теоремы 2, 

можно доказать следующее утверждение. 

Теорема 4. Пусть в объект типа ^ , обладающий свой­

ством % , а У возрастающая на 0 д 1 С 03 -функция такая, 

что М?70*А)<АМхшишеО?4Ь1)1$1Ыш)< АЗ, 



&!Й(о(^)эпп(-а ><^[в]( .у с о :^)V1)[©-IСx с о ^)<^-а?)) . 

Тогда не может не существовать возрастающая на 0 д 1 

103 -функция 3^ , для которой выполнено 
А(%,ОА4)<1ЪУхш(хШеОуАЬЪ1%ихш)<4э 
э Я т и С м ) < 4 3 . Л е ( о с с ^ . 

Пример 2. Существует [03-функция 6" Г 03-слаб© ог­

раниченной вариации на О Л 4 (см. Г3],стр. 63) такая, 

что ^ ( У ) (см. [63) и 

л У а , М 0 ± а , < ^ > Ь З х ш ^ 

Ввиду этого примера ясно, что двойное отрицание, ко­

торое находится в утверждениях теорем 2 и 4, нельвя опус­

тить. 

Пример 3. Существует [03-последовательность Г 03-функ­

ций [03-слабо ограниченной вариации на 0 д 4 ^ *т^*т, 

такая, что 

^ С а
к А
С Э ^ ) 8 ^ о с

г
^ 

Пользуясь методом приоритета, можно построить следу­

ющий пример. 

Пример 4. Существуют объект типа ^ 9 , где 

в
^ " ^ С

3
* °>03 7 * СОЗ-оператор типа 0 > ш

— » Т Т
С 0 Д

) у 

такие, что 

ъНР^Ь™ е1*^** ( с м # 1 3 1 ) > в (С00ТВ* 9 )
 является 

объектом (соотв. оператором) [0]-слабо ограниченной вариа­

ции на 0 д ̂  ср принадлежит первому классу Вера (см. 

15]) жЧ^и^ОьшЬы^э&Ы00) ~ уЫ"»» . 
б) ддя всякого иррационального [03-КДЧ ц101

 не 0 л 1 

выполнено. § С х
ш
) &. 8 (ж

103
) * ср (*

ш
) = 0 8с - 4 А $ Г в 3 Сх

в д
) -
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Итак, в теоремах 2 - 4 нельзя опустить предположе­

ние, что объект в обладает свойством % . О том, что эти 

теоремы нельзя перенести на случай операторов типа 

(3) —> ТТ ) } свидетельствует следующий пример. 

Пример 5. Существует 103 -оператор типа (1) с о л
—^ ТГ °) <р, 

принадлежащий первому классу Вера [5] и удовлетворяющий 

условия Липшица, для которого выполнено 

У^
ш
(0<^

ад
<Ь~ч<РГ^1(

л

ш
)<5Г^и

са1
) <4) . 
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