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COMMBNTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

21.3 (1980) 

HOMOOMORPHIEAUSSAGEN FÜR k-VERDICHTENDE 
VEKTORFELDER 

S. HAHN 

Inhalt: Ein von Petryshyn und Fitzpatrick bewiesener 
Surjektivitötssatz für k-verdichtende (0-^-k^l) Vektorfelder 
wird zur HomÖomorphieaussage verschärft. 

Schlüsselwörter: k-kondensierende und k-verdichtende 
Vektorfelder, SurjektivitSt, lokale und globale Homöomorph-
ismen. 

Klassifikation: 74H10 

--• Einleitung. Sei E ein topologischer Vektorraum und 

McE. Wir bezeichnen mit 8M, M, int M den Rand, die Ab-

schliessung bzw. das Innere von M. Eine stetige Abbildung 

F:M—*E heisst kompakt, wenn F(M) eine relativ kompakte Teil

menge von E ist; sie heisst vollstetig, wenn eine Nullumge

bung V aus E existiert, so dass die Einschränkungen 

F ) (MnnV) (n = 1,2,...) alle kompakt sind. 

Sei E ein lokalkonvexer Raum, (A,̂ .) eine halbgeordnete 

Menge und 33t ein System von Teilmengen von E, das mit jeder 

Menge M auch deren abgeschlossene konvexe Hülle co M ent

halt. Eine Funktion y : M-—> A mit f (co M) =- i|r(M) (M e 9ft) 

heisst Nichtkompaktheitsmas8 in E. Sei A speziell ein Kegel, 

kiO eine reelle Zahl, yt 101—» A ein Nichtkompaktheitsmass, 

DcE und F:D—->B eine stetige Abbildung. Gilt y(F(M)) --» 

&1cif(U) (McD), so heisst F eine (y ,k)-kondensierende Ab

bildung. 
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Falls eine Nullumgebung V aus E existiert, so dass 

F|(DnnV) (n = 1,2,...) (ijrfk)-kondensierend sind, heisst 

F (ijr,k)-verdichtend. Offenbar ist jede ( i|r,k)-kondensie

rende Abbildung ( y ̂ "•vernichtend, für beschrankte Defi

nitionsbereiche sind beide Begriffe äquivalent. 

Sei DcB und F:D—>E eine kompakte, vollstetige, 

( Y >k)-kondensierende bzw. ( -ur,k)-verdichtende Abbildung. 

Dann heisst die durch f(x) » x - F(x) (x 6 D) definierte 

stetige Abbildung f:D—-> E bekanntlich das von F erzeugte 

kompakte, vollstetige, ( ar ,k)-kondensierte bzw. ( TjTj-O-ver-

dichtende Vektorfeld. 

Sei E ein topologischer Vektorraum und F:E—> E eine 

stetige Abbildung. Häufig interessiert die folgende Frage

stellung: Ist die Gleichung 

(#) x - F(x) = y (xeE) 

für jedes ye E lösbar, eventuell sogar auf genau eine Weise 

lösbar? Hängt in diesem Fall die Lösung xeE stetig von y 

ab? Bekanntlich sind diese Eigenschaften von (#) äquivalent 

mit der Surjektivität von f = I - F, Bijektivitöt von f bzw. 

mit der Tatsache, dass f ein Homöomorphismus von E auf E 

ist. Für den Nachweis der Surjektivität leisten oft Gebiets

invarianzsätze nützliche Dienste. Damit beschäftigten wir 

uns kurz im 1. Abschnitt. Im zweiten Abschnitt erhalten wir 

eine Homöomorphieaussage für ( *jr,k)-verdichtende Vektorfel

der, die bereits bekannte Ergebnisse verschärft. 

1. Sur.iektivitäts aus sagen. Das Nichtkompaktheitsmass 

Y* : Wh,—> A habe folgende Eigenschaften (A sei ein Kegel): 

- Aus M'c M folgt ijr(M') .£ Y(M) (M,M' e %fb) 
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- xf(Uuixi) = y(M) (Mc^n,xeE) 

- iff^uMg) = sup iy{tU1)9 y(M2)J (M1,M2e^rV) 

- Tf(-M) =- y(M) (M fe m ) 

- T/r(tM) •= tf(M) (M e ^ j t ^ O ) 

- y(M1 + M2) ̂  y(M1) + T ^ ) (Mx,M2e W ) 

?jr(M) = 0 gilt genau dann, wenn M e Wtl prSkompakt ist. 

Beispiele für derartige Nichtkompaktheitsmasse liefern 

das Kuratowski9che und das Hausdorffsche Nichtkompaktheits-

mass (a.z.B. die Arbeit [8], in der auefOhrlich Nichtkom-

paktheitsmaa3e unteraucht 3ind). Im weiteren werden wir kurz 

unter einer k-kondeneierenden bzw. k-verdichtenden Abbildung 

eine (y,k)-konden9ierende bzw. (y,k)-verdichtende Abbild

ung verstehen, bei der daa Nichtkompaktheitsmass Y die ge

nannten Eigenschaften hat. 

Ab sofort bezeichne E einen quasivollständigen, metri-

eierbaren lokalkonvexen Raum und D eine Teilmenge von E. Ist 

k>0, F,:D—>E eine k-kontrahierende Abbildung und F 2:D—> E 

eine vollstetige Abbildung, so stellt die Abbildung F = F, + 

+ F2 ein wohlbekanntes Beispiel für eine k-verdichtende Ab

bildung F:D —»E dar. 

In [33 bewies der Verfasser folgenden Gebietsinvarianz

satz: 

Satz 1: Es sei DcE offen, k<s[0,l) sowie f :D—> B ein 

k-verdichtendes Vektorfeld. Weiter sei f lokal injektiv (d.h., 

zu jedem xcD existiere eine Umgebung U von x, so dass f | ü 

injektiv ist). Dann ist f(D) offen. 

In C33 wurde Satz 1 nur für k-kondensierende (dort "k-

konzentrierende") Vektorfelder formuliert, jedoch folgt da

raus unmittelbar Satz 1 (für jede offene Nullumgebung V gilt 
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00 
f(D) = LL f(nVoD) n = 1,2....). Satz 1 wurde ohne Abbild-SS I ' 

dungsgrad bewiesen. Für Banachröume E erhielten unter Ver

wendung des Abbildungsgrades Satz 1 u.a. auch DaneÖ 123, 

Nussbaum C4J, Petryshyn u. Fitzpatrick [61, wobei auch all

gemeinere (aber verwandte) Abbildungsklassen betrachtet wur

den. 

Da E ein zusammenhängender topologischer Raum ist, er

gibt sich aus Satz 1 sofort 

Folgerung 1: Es sei keiO,l) und f:E—>E ein k-verdich-

tendes lokal injektives Vektorfeld. f(E) sei abgeschlossen 

in E. Dann gilt f(E) = E. 

Eine wohlbekannte Voraussetzung, die in Banachrfiumen die 

Abgeschlossenheit von f(E) sichert (s.z.B. [53) lautet: 

(1.1) "Es existiert ein C>0 mit llf(x) - f(y)ft>C II x - y II 

(x,yeE)H 

Jedoch ist (1.1) sehr hart und fordert i.a. mehr als die (glo

bale) InjektivitSt. Für lineare beschrankte Abbildungen ist 

(1.1) bekanntlich äquivalent zur InjektivitSt. Andererseits 

hat (1.1) den Vorteil, dass daraus die Stetigkeit von f~ un

mittelbar folgt. Jedes k-verdichtende (0^k<-l) Vektorfeld 

f :E —>E, für das (1.1) gilt, ist also ein Homöomorphismus 

von E auf E. Dieses Resultat wurde von Petryshyn in 151 mit 

Abbildungsgrad (sogar für 1-kondensierende Abbildungen) be

wiesen. 

Im Falle k<l ist die Menge f(E) für jedes k-kondensie-

rende Vektorfeld f abgeschlossen, nicht aber für jedes k-ver-

dichtende Vektorfeld. Eine im Vergleich zu (1.1) relativ 

schwache Zusatzvoraussetzung für k-verdichtende Vektorfelder, 

die die Abgeschlossenheit von f(E) sichert, lautet (s. 163): 
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(1.2) "Aus der Konvergenz der Folge (f(x: )) folgt die Be

schränktheit von (x ) c Ew. 

Folgerung 2: Es sei ketO,l) und f :E —-> E ein k-ver-

dichtendes, lokal injektives Vektorfeld, für das (1.2) er

füllt ist. Dann gilt f(E) = E. 

Beweis: Sei zef(E) und F = I - f. Dann existiert» eine 

Folge (xn)c E mit xn - F(xn) —> z. Sei A = -Sx̂ , n - l,2,...l 

und B = { f(xn), n = 1,2, ...1. Es gilt AcB + F(A). Da B re

lativ kompakt ist, folgt y(A) 6 y(F(A)). Nach (1.2) ist A 

beschränkt und F ) A deshalb k-kondensierend. Dann folgt 

y(A)--ky(A) und iĵ CA) = 0. Somit istA relativ kompakt. Es 

existiert also ein xcE, so dass o.B.d.A. Xj. —> x gilt. Da

raus folgt f(xn)—>f(x) = z und z6f(E), Folgerung 1 lie

fert die Behauptung. 

Falls in Folgerung 2 schärfer die Injektivität von f 

vorausgesetzt wird, ist f natürlich sogar ein HomÖomorphis-

mus. In Ba nachräumen erhielten Folgerung 2 Petryshyn und 

Fitzpatrick £63 (Corollary 4.1, dort für mengenwertige Ab

bildungen formuliert). Es entsteht die Frage nach einem Bei

spiel für ein lokal injektives k-verdichtendes (O^k^l) Vek

torfeld, das (1.2) erfüllt, aber nicht (global) injektiv ist. 

Wir werden in 2. zeigen, dass es ein solches Beispiel nicht 

geben kann. 

Durch die Verbindung von Gebietsinvarianzsätzen mit ei

ner klassischen Aussage von Banach und Mazur CU erhielt fiie-

drich £73 unter gewissen zusätzlichen Voraussetzungen für 

vollstetige Vektorfelder Homöomorphieaussagen. Wir zeigen nun 

im nächsten Abschnitt, dass dieser Weg auch für k-verdichten-
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de Vektorfelder unter der relativ schwachen Voraussetzung 

1.2 erfolgreich ist. Damit lässt sich die Surjektivitäts-

aussage von Petryshyn und Fitzpatrick zu einer Homöomorphie-

aussage verschärfen. 

2. HomOomorphieaussagen 

Definition: Es seien E und F topologische Räume. Eine 

Abbildung f :E —> F heisse lokaler Homomorphismus, wenn es 

zu jedem xeE eine Umgebung U von x gibt, die durch f auf ei

ne Umgebung von f (x) homöomorph abgebildet wird. 

Lemma: Es sei kfiCO,l) und f:E—.> E ein lokal injekti-

ves, k-verdichtendes Vektorfeld. Dann ist f ein lokaler Ho-

möomorphismus. 

Beweis: Sei aeE. Es existiert eine offene Nullumge

bung V aus TZ derart, dass f | nV für jedes n = 1,2,... jeweils 

k-kondensierende Vektorfelder sind. Wir wählen n so, dass 

a€nQV gilt. Nach Voraussetzung gibt es eine abgeschlossene 

Umgebung U von a mit UcnQV derart, dass f | U die Menge U in-, 

jektiv auf Y =- f (U) abbildet. 

Wir zeigen zunächst, dass (f j U)~X:Y —-> U stetig ist. 

Sei F » I - f und (yß) c Y mit yn —> y 6 Y. Mit A = -tyn, n = 

= 1,2,*..| und B - J f " 1 ^ ) , n = 1,2,...!, gilt Bc A + F(B), 

denn es ist yn = f~ (yn) - F(f" (yn))* Weil X kompakt und 

F| U k-kondensierend ist (k<l), folgt *y(B) =- 0. Somit ist 

die Folge (f~1(yn)) und dann auch (F(f"
1(yn))) kompakt. O.B. 

d.A. gilt daher für ein zeE die Konvergenz 

(2.1) F(f""1(yn))-^Ä. 

Wegen y n—* y folgt hieraus 
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(2.2) f-1(yn)-->y + Z€U. 

Die Stetigkeit von F liefert F(f""1(y|1)) — > F(y + z) und mit 

(2.1) die Gleichheit F(y + z) = z. Folglich gilt 

y = (y + z) - F(y + z) = f(y + z) und daher 

(2.3) f~X(y) = y + z. 

Aus (2.2) und (2.3) folgt f"1(yn) — ^ f"
1(y) und die Stetig

keit von (f } U) ist bewiesen. 

Schliesslich ist Y auch Umgebung von f(a), denn nach 

Satz 1 ist f(int U) offen in E, woraus f(a)cf(int U)c int T 

folgt. Das Lemma ist damit bewiesen. 

Es interessieren jetzt hinreichende Bedingungen, die 

sichern, dass ein lokaler Homöomorphismus auch ein (globaler) 

Homöomorphismus ist. Für unsere Situation ist der folgende 

Spezialfall einer diesbezüglichen Aussage von Banach und IIa-

zur geeignet: 

Lemma 2: ([11,s.a. [7], S. 147.) Es seien E ein metri

scher Vektorraum, f :E—>E ein lokaler Homöomorphismus mit 

f(E) = E. Ist f eigentlich (d.h., f-1(K) ist für jede kom

pakte Teilmenge Kcl kompakt), so muss f ein Homöomorphismus 

sein. 

Nun ergibt sich leicht das Hauptergebnis unserer Note: 

Iheorem: Es sei keCO,l) und f:E—^U ein k-verdich-

tendes, lokal injektives Vektorfeld. Gilt Bedingung (1.2), 

so ist f ein Homöomorphismus mit f (E) s E. 

Beweis: Nach Lemma 1 ist f ein lokaler Homöomorphis

mus. Folgerung 2 sichert f (E) = E. Es reicht also zu zeigen, 

dass f eigentlich ist. Sei KcE kompakt und L = f~ (K) =-
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= {xc E:f (x) e Kj. L ist beschrankt, denn sonst existiert 

eine Nullumgebung W derart, dass es für jedes n = 1,2,... 

ein x € L mit x $. nW gibt. Da (f(xn))cK gilt, existiert ei

ne konvergente Teilfolge f(xn ). Dann ist gemäss (1.2) (xn ) 
lc Jtc 

beschränkt und es gilt für ein n. stets x^ e n W (k = 1, 

o nk ° 

2,...). Dieser Widerspruch zeigt in der Tat die Beschränkt

heit von L. Aus 

LcK + F(L) folgt Y(L).6y(F(L)) 

und - da F | L nun k-kondensierend ist - f (L) £ k t|t(L). Wegen 

k<l gilt *y(L) = 0 und L ist damit relativ kompakt. Die Ab

geschlossenheit von L folgt aus der Stetigkeit von f. 

Unser Theorem ist eine Verschärfung der Aussage von Fol

gerung 2, wodurch das Surjektivitätsresultat von Petryshyn 

und Fitzpatrick erweitert wurde. Es wird gleichzeitig sicht

bar, dass für k-verdichtende (Oi.k<:l) Vektorfelder f:E~-> E 

mit Forderung (1.2) die lokale Injektivität und die (globale) 

Injektivität äquivalente Eigenschaften sind. 

Folgerung 3: Es seien ke (0,1), F-,:E—i> E eine k-kon-

trahierende Abbildung, F2:E—> E eine vollstetige Abbildung 

und f = I - F-j - Fp. f sei lokal injektiv. Dann sichert jede 

der folgenden Bedingungen, dass f ein Homöomorphismus von E 

auf E ist: 

(i) (F-, + F2)(E) ist beschränkt 

(ii) E ist ein Banachraum und es existiert ein C>0, ein 

x
0

e E> y 0
e E m i t 

I f ( x ) - y0ll Z Cllx - x 0 l (X6E) 

( i i i ) E i s t e in Banachraum und es e x i s t i e r t e in C>0 mit 

l t f (x) - f (o)t l Z Cit x 8 ( x e E ) 
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Folgerung 3 mit (iii) verallgemeinert einen Satz von 

Riedrich (1173, Satz 4.40), der fur f vollstetige Vektorfel-

der betrachtet. 
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