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СОММЕЫТАТЮЫЕ5 МАТНЕМАТ1САЕ иМ1УЕК51ТАН5 САКОУЫАЕ 

24,3 (1983) 

М О Ж Ш Ш В Т0110Л01ЭДЕСКИЕ ПОЛЯ И ПОСТРОЕНИЕ ПОЛЯ, 

ПРОСТРАНСТВО КОТОРОГО НЕ НОРМАЛЬНО 

Д.Б.ШАХМАТОВ 

Abstract: If there exists a one-to-one oontinuoua Mapping of 
a topological apace X onto a metrizaele apaoe (compact metri-
zaale apaoe) then X la eabeddaele as a auoapace (oloaed sufe-
apaoe) Into oennected field of aroitrary charaoteriatieWith 
the help af thia proposition we construct two examplea; 
a topological field P- the space af which is not normal and 
a topolagieal field P^ the apace of which la normal (even 
Lindenlof) hut Is not hereditarily normal. 

KnireeBHe caoBa: Tonoao:raraecKoe none, BOPXHEH rpaHB ceMeitcTBa 
Tonojiorais. 

Classification: 54H13, 54D15. 

Каящое тихоновское пространство можно вложить в качестве 

замкнутого подпространства в топологическую группу, кольцо, 

линейное топологическое пространство над полем (К [5,б]. Од­

нако далеко не каждое тихоновское пространство можно вложить 

в качестве подпространства /хотя бы и не замкнутого/ в неко­

торое топологическое поле [9] . В работе приводится доста­
точное условие для возможности такого вложения /теорема I/ и 

вводится широкий класс пространств, в пределах которого это 

условие является также необходимым /теорема 2/. На основе те­

оремы I строятся топологическое поле Р± , пространство кото­
рого не нормально, топологическое поле Р

2
 , пространство ко­

торого нормально /даже линделефово/, но не является наследст­

венно нормальным, а также топологические поля с различными 

комбшациями кардинальных инвариантов. 
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Обозначения и терминология те же, что в [2,31. Все про­
странства предполагаются тихшовскивяи. Через *Л/~ обозначает­
ся множество натуральных чисел, через 1К - множество ве­
щественных чисел. Символы |-1, гсГ, УШ)"} (р, -б, оС обозначают 
соответственно мощность, вес, сетевой вес, псевдохарактер, 
число Лгозделефа и плотность пространства [ 2 ] . Уплотнением 
называется непрерывное взаимно однозначное отображение "на". 

§ I- Вложения тихоновских пространств в топологические поля. 

§ I целиком посвящен доказательству следующего основного 
результата: 

Теорема I. I/ Пусть X уплотняется на метрическое про­
странство. Тоща X вкладывается в качестве подпространства 
в связное топологическое поле Р произвольной характеристи­
ки. При этом гСг(Р)^ г&(Х). 

2/ Если X уплотняется на метризуемый компакт, то X 
вкладывается в поле Р в качестве замкнутого подпространства. 

Пусть X - множество, К - произвольное поле, /?** 
= К [ х : Х б Х ] - кольцо многочленов от /коммутирующих 
между собой и с элементами поля К / независимых переменных 
[ X : ОСе: X } с коэффициентами из поля К , Р - поле частных 
кольца Я . Через О и 1 обозначим соответственно ноль и 
единицу поля К . Без ограничения общности можем считать, 
что ОД ф X. Положим V Ж Х I I { 0 , 1 ] . В этих обозначени­
ях имеет место 

Предложение I. Пусть р - произвольная метрика на мно­
жестве X , удовлетворяющая для любых Х,у^Х условию 
р(эс,<^) < 1 . Тогда на поле Р существует метрика сС ,, 
превращающая Р в тополотаческое поле и удовлетворяющая усло­
вию с1(я.,ц)^(х}и.) для любых Х , у & Х . 

Доказательство вредложения I. Модифицируем построения из 
[4, 7 ] . Введем метрику р* на У следующим образом. Пусть 

р*(*,ч)-р(*ф, ерЧо^-А^Чо.^^Ъ,*)-* 
при всех «31, 4^,/С. 

Через (&±~У1,~.,жп-^) будем обозначать идеал кольца 

Я » порожденный многочленами 3^-^,..-, ^^7%^ (х1>^1^ 
<Е,Х, 1-±9...,гь). Очевидно $^(^-и±у...9 Я^-у%\ 
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если и только если существуют 6Ь^ /^ Сс=-1,...,/г) такие, что 
5"=- | С 0 г * (^г^) . Для любого 6 > 0 через и & обоз-
начим^объединение идеалов (̂ 1~#1>---> Х*.-^) по всем конеч­
ным наборам Х±,..., ое^; ^ 1 , — , ^п. /произвольной джины гь / 
элементов из У таким, что X! Р * ( з ^ , # ; ) < В. 

Дня любого | е к положим | $•) = б/г/ { 6 : ^ е. (7Я }. 
Перечислим основные свойства функции | • | . (3 —* 1К . 

Свойство I. | Я ^ 1 для любого ^ <~ (3 . 
Свойство 2. . Л ^ ^ Л при любом ^ е К . 
Свойство 3. Если ^ -ф О , то | $ | > О . 
Свойство 4. | $ + %\ <1Л*Ч#1 ДЛЯ любых ^ ,^<^г? . 
Свойство 5. | ^-^ |« ^ ^ - ( 1 ^ | , | ^ | ) для любых ^ , 5 ^ Р . 
Свойство 6. | 0 1 - 0 и ( Ц - 1 . 
Так как ^-е.сЧ-0) для любого ^ К , то \$\*у*(о,±)= 

= 1 и свойство I установлено. Многочлены -^ и (-$) принад­
лежат или не принадлежат идеалу (%-±~~ц±,..*, ^к.-^-^) одно­
временно, откуда следует свойство 2. 

Пусть |€~гЧ , 3~^0 . Положим Бр*(^)= {X: Х е X и 
5 < ^ К [ # : ^ « = Х ч { х Ш . 5 р Ч ^ ) - это набор тех переменных, 
которые входят в несократимую запись многочлена $ • Например 
5р*Сх 3 ^-2)={^,2 : } . Пусть 5ра>~5р*С*)Щ<>,!]. 

Яемма I . Пусть ^ К , $ + 0 и ^ ^ ( л ^ ! , - ^ - ^ ) -
Тогда существуют ^ , ^ ' е . У такие, что: 

I/ ЭЬФЯ:' ; 
2/ *,3.'€= 5 р ( . Р ; 
3/ 2 Ь ~ 2 ' при отношении эквивалентности ^ на У , 

которое пороящается условиями Ж±~Ч±Г..., ^^г^Н-п,-
Доказательство леммы I проведем индукцией по гь • 
Пусть п.»1 и $^(ж±~$±). Если {-Х^}-{0,1} , то 

доказывать нечего, так как по определению {0,±)с: 5р (-{-). 

Пусть 1ж±,у±}=ф{0,±\ . Пусть например, СС±ФЪИ Х±М. 

Так как ^ ( З ! * - ^ ) , то существует $&.& такое, что ̂ -* 

" З ' ^ Г ^ • Возьмем в о одночлен т. максимальной сте­
пени по переменной Х.± . Тогда в / / ^ - ( х ^ ^ ) есть одно­

член вида №• х± , то есть эс±€а 5р*6$-)<-̂ 5р($). Если у*^0 и 

ц^Ф ± , то аналогично показывается, что <у*^ -5р(*). Если же 
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^ « 0 или ц,х~ 1 , то у**- 8р($) по определению. В любом слу­
чае условия I/ - 3/ выполняются.Лемма I при /г-*! доказана. 

Цусть лемма I доказана при всех п- <- т_ . Докажем ее для 
п - ^ . Пусть ^ ^ ~ ^ , . . . , х ^ - ^ ) . 

Среди ос̂  и ^ Сбв1,...,т.> .Х^ может повторяться. Без 
ограничения общности можем считать, что сс^зс^ при т ^ с ^ 
^ т , а^ -у-- ОС^ при 1 ̂  б < ^ и 3 2 ^ ^ ^ при 1 ^ I -& пх. 
/иначе переобозначим «X; и ^ /. Рассмотрим идеал Г^Са^-^, 

•••> ^-^""У*-1? УмГ$±> #т7Уъ+±)-~> $*>С~У~т.~1 > Св^~~^^ )» 
ПОСКОЛЬКУ ПРИ т б ^ р <лгь Л = Х ^ , &/>"&/> в --" < Л жГ^»«-) + 

Ч " 1 ' С ^ ~ ^ ) ^ - Г » Т 0 ^^с^--У1'--'»х/пГ^<^Г- Обозначим 
через ^ отнощение эквивалентности на У , которое порожда­
ется условиями х ^ с ^ , . . . , ^ ^ - ~ * > ^ ~ & ^ ^ + ± , . . . , 
^Унь-ь'Янь*^- Поскольку при ^у</г^ хр-*„**$„**> 
&УР , то из Э^а. ' следует %.~%' . Это рассуадение по­
казывает, что в дальнейшем без ограничения общности мы можем 
предполагать выполненным следующее условие: 

Я>тФ { ^ . . . - . Я ^ , ^ , . . . , ^ } . /I/ 

Если .Х^.у.н.^ЗрСО, то условия I/ - 3/ очевидно выпол­
няются и дбказывать нечего. 

Цусть теперь Л^фЗра). Тоща, во-первых, ос^ф{0,\) 
и, во-вторых, многочлен $ от переменной «х,̂  не зависит. Так 
как ^е^д^-^,,..,о^~#Дто существуют й7 /ье /3 такие, что: 

^ - ^ - Л . - С О С ^ - ^ ) » /2/ 

Разложим многочлены о, и /и по степеням переменной л ^ : 

З д е с ь Як>..., Ч0, к-4>*щ%> к - о ^ - & и н е зависят от пе­
ременной Х ^ . Так как ^ не зависит от л ? ^ , то ЛГ-» ^+А 
и из /2/ следует 

- 528 



Ввиду /3/ существуют #.е^аЧг..,,/*г-1)такие, что 
Г ^ ^ ^ ) • Из Л / следует, что ^ е 1 ^ „ > ч 

^ е ^ - 1 ^ Хж_-1 • Поскольку Х „ ^ адеал, то ^ ^ ^ + 
+---- + Ч%1±'$е+± <-=• -~~.***>.:*1 * По индуктивному предположению най~* 

дутся 2,з*'€= Т такие, что: I/ З ^ г ' ; 2/ З^Л^ЗРС^) ; 
3 / ^ — X/ при отношении эквивалентности ^ на у , по­
рождаемом УСЛОВИЯМИ ЗС±<^-Ц±> . „ , а1>п-~± ^Ят.-!!* Т 6 М бОЛвв 
95-^^./ ПрИ отношении эквивалентности ^ на У , порожда­

емом условиями а-а.~Ух,.-., ^ни^У-иъ. Iл Л е м м а I Доказана. 
Доказательство свойства 3. Пусть ^е/?, ^-^<9, 5^(эЬзгч±9 

«••, ^пГ^Яп^) и ^ ? < ^ ' те же, что в лемме I. Тогда 
^>*Са, й-') < Х^сх. ,^) , так как от х к &' можно дотянуть­
ся цепочкой, состоящей из звеньев вида ( х ^ ) С*-**,...,/г). 
Поскольку множество $РС$) конечно, то { |̂̂ *и^{^>*Сэ.-, ЗО: 
%,%'<- 5РС$) И ^^^ ' } > О , что и доказывает свойство 3. 

Доказательство свойства 4. Из включения 1^ХЦ, ^ ^ Е ^ 
и определения \$\~ 1м,${Е:^Т/^} следует, что ( / ^ Н ( Я + 1 | з Т -

Доказательство свойства 5. Если 5-^Х/^ , то сущест­
вуют Д1Х,,.., Х л ; ^ , . . . , ^ е = У такие, что ^ е Сл*тУ1?»-> 
лк~У»*)** I* ^ < р^Сл- 1 : ,^)<6. НО вдеая Г простой, то 
есть фактор-кольцо И/1 не имеет делителей нуля. Иными сло­
вами, ] - ^ е 1 в том и только в том случае, когда либо 
^ ^ X , либо $ <^ I . Поэтому $'2 е 1/е эквивалентно тому, 

что либо ^ Ц г , либо а е 1/Е , откуда ( - ^ ( ^ / и л л Х Ы . ф ) . 
Полежим ^С$,%)~\$~%\ для любых ^ , ^ е . Я .Из 

свойств 2 - 5 вытекает, что $> метрика на К , превращающая 
Р в отделимое топологическое кольцо. 

Свойство 7. Пространство (X,/) изометрично вложено в С ,̂/). 
Доказательство свойства 7. Пусть . х , ^ ^ Х . Тогда 

Р^ф^^-Я^/Ск^^уСх*^), так как двучлен Л - ^ лежит 
в идеале ( 3 ! - ^ ) . Установим обратное неравенство. 

Пусть х - ^ е Х ^ - ^ , . . . , а ! ^ - ^ ) . Для многочлена 5^Сх~у) 
выберем 2 ^ ' б У , удовлетворяющие условиям I/ - 3/ леммы I. 
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Ввиду условия 3/ леммы I существует цепочка тСа,..., Ъ^ та­
кая, что э ^ З ! , %.к^ 9С и при всех '^~ !,.-., & найдется т.<, 

^п такое, что {&1-±,^}^{эс<т,ЧТГ1}* Можно считать, что це­
почка не содержит циклов. 

Случаи, & - & , - 3 ^ 3 = 2^==^ . Т о а д а ^ Л ^ , ^ ; ^ 

Случай 2. Пусть, например, зе=-20е{од}. Тогда -\<^ У {̂Х). 
Поскольку при любом ^ б У ^ ) ^*С^,Эгг1;-=р^0,5г1)=1, то 

Итак, всегда ?(&,%)—^(Х-ур ^ ф Р*сх1>$'^ » т о 

есть .рС^.^^^рСх,^) , что и требовалось. 
Доказательство свойства 6 проводится аналогично. 
Определим теперь функцию || * II : Р~-> (К . Для любого гг^Р 

через || к | | обозначим нижнюю грань чисел 2 | 4^1/1 %Л по 

всевозможным записям гъ=-21 ^-/сь , где -^•,й |-^Я,^1^0, 

^ - 1 , . , . , ги и п. произвольно. Ввиду свойства 3 определение 
корректно. Установим следующие свойства функции Ц-Н- Р-̂ /Р.*-

Свойство 8. II .т|| — || ~ Л1 дая любого ^ е~ Р. 
Свойство 9. || 5-+^ц ^ | |^| | ч-Цд |( для любых $,^€= Р. 
Свойство 10. |] 5-^ И ^ 115-И +11 811 Я** л**5** 5-» 3 ^ Р -
Свойство I I . Ц $-% || ^ «-V || з | | для любых ^ , | ^ Р . Здесь 

постоянная С с зависит только от $ и не зависит от ^ . 
Свойство 12. II ^ | | = 1 Я Для любого -̂  <= Р . 
Свойство 13. || 51| > О при $ -^ О . 
Свойство 8 следует из свойства 2. Свойство 9 очевидно. 

Доказательство свойства 10. Пусть ^=22 -~ , а—21 -т~; 

с ц Д *ЕЯ при бв Л / X и X Л <Х= 0 . Упорядочим Г и Т 
отношением > так, чтобы из 1^ следовало \€-с\>\^\* Тогда 

П-ЕЪ-ЕЪ-ЯЯ;.?:..-*)*?:.!31 

XTI %L j e r é . L&I[ éi i j s r . ^ i j 6</ / j * A *• 
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'с-кл*;^*' п «.&.-*" п А* 
{^етд»;.} {се1:1>^ 

где суммы внутри скобок приведены к общему знаменателю. Кроме 

того, если [1&Т:ир-'^\=р, то А ! -^Г = __ . Тогда 

и«-Т=,»М 1-*Г:.>
<
|\ 

б___1
 } с| '^1 ' <И 

Доказательство свойства II. Пусть г-а — . несократимая 

запись ̂ -еР, а, €<=-_. Р и о,==-_5Г -^г
 ?
 &*, -ё^ Л, ̂  —1,..,-Я-

Используя свойства 1,3,5, получаем К^-^Ц = |(-^*#|| ̂  
ru 

<у-____!_ у 1___1+ у ____!., 

<_к.| V" 1М+ V" 1 " ^ - 1 у, |д ; | 

откуда |(^-§|1 ^ С5-'N $-11 , где постоянная С$ - т-п зависни 
только от -$- и не зависит от а . 

Лемма 2. Пусть _?<-_.# . € =»_>_. -тг » гДе т7,9-;<=&. 
п. 1г.| г«1 з^ ^ ° з с > 

/,==1,,,,.п. . Тогда | е | ^ 2 3 т г , . 

Доказательство леммы 2 /от противного/. Среди всех контр-
^ и- х. 

примеров к лемме 2 выберем контрпример б =*_>. -Х7 с мини-
мальным п . Поскольку - — ^ <С - 1 < | е*| < 1 , по свой­
ству 5 4 ~ т = ^ У 1 ' / 1 ^ > -т4т • Поэтому мы можем счи 

| д . к | "^аа_|,1к1) 19-1 
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тать все дроби -х— С^-±,..^ гь) несократимыми. Отсюда также 

следует, что п>±. ^ 
Пусть \^±\^\^\^.^>\^^\ . Из е*"-^ ~ следует, 

что существует такое т-е/9 , что ^ ' §*'•••' §>ь-± •*=№-• <г„_ . 
Так как кольцо /? факториально и дробь ^ / ^ и , несократима, 
т о Я ^ делит произведение 9±'---' %п,~** П о свойству 5 \Я*,\> 

^ 1 ^ - ^ | 1 § к - ^ | ^ 1^-±| 13-1 

Значит, е ^Х,-сГ + -а и е > 2 ^ " Г Г 7 ^ 

^ ' ^ 1 ^ \±*-*-&*.+ М»*-±\ 

> 2^> ~г~г ~+~ ~^ 1 — — » ч т о противоречит выбору 
1-1 »8И 13*-1$и-1 

^ . Лемма 2 доказана. 
Доказательство свойства 12. Пусть ^ Р . Так как-^ ==--*» 

Ш х 

то || $| | ^ - р ~ ^ 1 $1 . Обратное неравенство Ц$\\ > \$| следует 
из леммы 2. 

Доказательство свойства 13. Из свойств 8 - 1 1 вытекает, 
что Г Н ^ Р Ч Ш Н 0 } пеал в Р . Поскольку | |± | | *-\Ц=~± , 
то 1ф I , а так как в поле Р нет нетривиальных идеалов, то 
1={0} , что и требовалось. 

Положим ^ ( ^ Н 1 $~#|| для любых ^ е Р . Из свойств 8 -
- I I , 13 следует, что аС - метрика на Р , превращающая Р 
в отделимое топологическое кольцо, а из свойства 12 следует, 
что пространство (Я,^) /а ввиду свойства 7 и (X,?)/ изо-
метрично вложено в пространство (Р, о() . Осталось доказать 
непрерывность операции х^Х"* в пространстве (Рч{05> оС). 

Пусть ^<== Р, Е,с?^ (Я . Положим ^ЫрВ том и только 
в том случае, если $ допускает представление в виде $=-

•nfi- ß-iЛ чA |a;_| 0 

~-jг-\ , гдe a., ^ Ќ ^ i , , ^ ) и г gj < o . 
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Пусть У & = - { ^ Р : | | ^ | | < г ] . 

Лемма 3. Базисы _ \л/$ : &<~ 1К, и [ 1+У е : в е К 1 порож­
дают один и тот же фильтр в Р . 

Доказательство леммы 3. Пусть Е< 47 ^ < _ н 1-»- У е , -у- = -

| в _ 1 * | « а | > . . . » | ^ | . . 
__» £ . ^ J = D I - + 

i 1 + £ «. 

/ 4 / 

Û_ 

75/ 
І+^T 

75/ 

пpи вcex ^Чrt. 
. С.1 а - ^ _^п 

Покажем, что 1+2-, ~7"~—"^ ^ — = Р 1 / 
.6--1 *-• в _ . ' ' - " 6 > 1 

14з ^ (-2__ - ^ — - = 1 и леммы 2 следует, что 

Следовательно, к- ФО и все наши тождественные преобра­
зования законны. Приведем /5/ к виду 

Вввду /4/ и /6/ _ Е 1 а ^ ' _ ' ? ~ А | = ; Г _1^Г'^М€.--^-11) 

< -г "--я-(1а-1И^---^--0 ' 1 ^ г _Г1_-_3_Ъ__1_̂ __!2< 

^ ^ т.1п.(|«,.1,С1-е)-1в_...-«.._|)^1-&'^ т ^ О ^ М в ^ Г 

_ , _ - _ - . 1а<*1 
< ]__5 • ___-уТТ • откУда 1+\/ ь сп \л/_е_ . 

Обратно, пусть ^ = 11 (1+ х Ч е 1л/̂ , а..,~-_<_.#, 1= _....,«., 
- | а . | гх * - - \ с ' 

2_ ТТ7 < ° и выполнено /4/. иа(1+^-^й(-^-Ё(-ё=-
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/П/ делится на О.- , К . - б , - . . . - ^ . Тогда ^ т ^ г - С ^ т^—7Т= 
' ^ , ^ 1 <* * <* <Г* , к<1 | <|-1'в±-*</1 

^22-т^Т] < о , то есть у \ / ^ с г . Ч + ^ . Лемма 3 доказана. 
В силу леммы 3 для доказательства непрерывности операции 

ОС н-» х " в поле ( Р , с?1) достаточно доказать ее непрерывность 
в 1 по отношению к фильтру окрестностей ^ , задаваемому 
базисом {\л/^ : <^е 1К }. 

Ю-1 1 . .1 . , (-о-) _ 
Пусть ТАТ ^ & < Т 5 7777 ^ ^-^7771- Покажем, что 

\~<Х\ * ' 2 1 + Л./-6 ^ " ^ 
~ — г т **2& . Для этого установим, что | &\^ 2-1 а 4-5 \. 
' ' \ё\ 161 

Действительно, иначе -~- >\<Х+Щ^\%\-~\ъ\% откуда ( а ^ — 1 

И Ш > 2 > 6 ' ° Р ^ В 0 Р е ^ . Теперь | ^ = ^ * 

^ _&1) V,. ^ 2 В , что и требовалось. 

Пусть теперь ^^1_1{±^'^)<а\л/р>а1,ёс<5%,1.~1>...:>п., 

и по доказанному 21. т~:—Г~Т ^ ^* --^ . 7~Т < ^ <-> » т о е с т ь 

\л/^ С \л/р^ . Непрерывность операции Х ь - > Х , а с ней 
и предложение I полностью доказаны. 

Цусть {9^: осе А \ - семейство топологий на множестве X . 
Через У{<3^;0с<=А) будем обозначать верхнюю грань семейства 
топологий [9^:<*еА} - топологию, предбазу которой образует 
семейство всех подмножеств множества X , открытых хотя бы в 
одной топологии семейства {9^: осе А] [ з ] . 

Лемма 4. Пусть пространство (X, <ЗГ) уплотняется на мет­
рическое пространство ( Х , « Г * ) . Тогда ^~= V{^: ^^Л], где 
все топологии 9 ^ метризуемы и (А|^> ^ Н Х . ^ Г ) . 

Доказательство леммы 4. Зафиксируем такую базу 93> топо­
логии 3 ~ , что (^КгочГх/Ю. Положим <§^{(1/, V)&<$>*<&МаУ 
и существует непрерывная функодя ^ у : (Х,3~) -> СО, 11 такая, 

что \1с2 крф ( О) и ХхVс: у~^у) С1)}. Для всех (17, У ) е § 
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зафиксируем функцию Ц>
С1; ч/)

 , участвующую в определении мно­

жества § . Поскольку пространство (Х,Т> тихоновское, то 

семейство функций {Ц)
(х/ у )

 XV,V)&% } разделяет точки от 

замкнутых множеств 135. 

Пусть пространство (Х,*Э"*) метризуемо метрикой $> . Для 
каждой пары (I/, У ) е §> определим метрику с^ на .X по 

З^и V) обозначим топологию на X , порождаемую метрикой 

^ш'у) • То1да^У{^
у)
:Сх/,У)^ё} ж )&)**>€Х,Ф). 

Доказательство теоремы I. I/ Пусть пространство (У,ЯГ) 
уплотняется на метрическое пространство. Обозначим через 

(Х,д^)-~(У
;
3~)Ф Г дизъюнктную сум.цу пространства (У,3~) и 

отрезка 1=[0,1] в обычной топологии [3]. Тоща (X,5^) так­

же уплотняется на метрическое пространство и по лемме 4 су­

ществует семейство {В^ :<*& А } метризуемых топологий на 

множестве X такое, что 3^=*У{9^:оСс=А} и | А Ы ^ С Х Д * 0 * > 

^<иг(У,Ю^сЧ0^^(У$^')* Пусть поле Р то же, что и в 

предложении I. Пользуясь предложением I, для каадого осе А 
строим метризуемую полевую топологию <3~ на Р тахую, что 

5Г|
Х
 ** 9 ^ • Тоща 2 Г = У { 9 ^ -. с^е. А } - полевая топология на 

2/ Пусть теперь ( У, 90 уплотняется на метризуемнй ком­

пакт. Тоща (X, 9^) = СУ,ЗГ)6Э I также уплотняется на мет-

ризуемый компакт (Х,5Г*). Пользуясь пунктом I/, строим поже-

вую топологию 0~ на Р такую, что З П == 9^. Испольвуя 

предложение I, определим метризуеадую полевую топологию 9~* 

на Р такую, что «Г к,
 в
 5Г" . Пусть ̂ ^ V { 5 Г % Г " * 1 Тоща 

9̂ > - полевая топология на Р и *Г^
 х
 ^ V { §Г^, 9~ з

в
 ^ . 

Так как СХ,9~*)- компакт, то множество X замкнуто в про-

странстве ( Р, Я~*) и тем бо^е замкнуто в пространстве (Р,9^) 
с более сильной топологией 9^ . Так как СУ,9~) замкнуто в 

( X, 9"^) , то множество У замкнуто также и в пространстве 

срД?. 
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3/ Поскольку выбор поля К в предложении I в наших руках, 

то выбирая в качестве К поле й рациональных чисел или поле 

2 ! / р . 2 - вычетов по модулю р /для простых р /, мы можем 

изменять характеристику паяя Р по нашему усмотрению. 

По построению в пунктах I/ - 2/ ^Г0~ V{^:ие А] $ где 

все топологии 0^ метризуемы и (А)--* кгСУ,^Г). Поэтому 

1^<:
р
,8Г , ~ А ^ С Р , ^ ) ^ 

И ЖР^^АКи^гсКР,^):^^ 

следовательно, ЛА>СРУ 9^)—^СУ^П. Поскольку поле СР, 3^) со­

держит связное неодноточечное множество Г , то оно само 

связно. Теорема I полностью доказана. 

§ 2. Следствия из теоремы о вложении. 

Из предложения I непосредственно вытекает 

Следствие I. Пусть (Х,у) - метрическое пространство и 

метрика $ ограничена. Тогда пространство С X, ̂ >) изомет-

рично вкладывается в связное метризуемое /метрикой о[ / топо­
логическое поле (Р}с1) любой характеристики. 

Следствие I усиливает теорему В.В.Успенского: всякое 

метрическое пространство вкладывается в качестве подпростран­

ства в метризуемое поле бесконечной характеристики. 

Поскольку любое пространство со счетной сетью уплотняет­

ся на пространство со счетной базой /и, следовательно, метри­

зуемое/ [3] , то из теоремы I вытекает 

Следствие 2. Каждое пространство со счетной сетью /в 

частности, любое счетное пространство/ вкладывается в связное 

топологическое поле Р любой характеристики. При этом поле 

Р тайже будет иметь счетную сеть. 

Паракомпакт с диагональю 0-^ уплотняется на метричес­

кое пространство [3] , откуда получаем 

Следствие 3. Паракомпактное пространство с диагональю 

6 ^ вкладывается в качестве подпространства в связное топо­

логическое поле любой характеристики. 
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Бикомпактное /и даже псевдокомпактное/ подпространство 

топологического поля все.г:да метризуемо [9] . Для локально 

бикомпактных пространств это не верно, как показывает 

Следствие 4. Локально бикомпактное подпространство топо­

логического поля не обязано быть металинделефовым /и тем бо­

лее не обязано быть ни паракомпактным, ни метризуемым/. 

Доказательство. Пусть О. - множество рациональных чисел* 

из отрезка 1=-[0,1]. Для каждой точки а < = 1 \ & зафиксируем 

какую-либо последовательность {^Ссь): гге ̂ / | с ф , сходящуюся 

к точке О. в обычной топологии $Г* отрезка. Определим топо­

логию 2Г на множестве I следующим образом. Все точки мно­

жества О, объявим изолированными в 3", а за базу системы 

окрестностей точки а ^ Х ^ О . в топологии &Г примем систему 

{У^о^'.гшЯ}, где и ^ С с о - Щ ^ С а ) : с^гк] О { а,} . Прост­

ранство (1,Ф) локально бикомпактно, сепарабельно и не имеет 

счетной базы. В частности, (1,3~) не метризуемо. Поскольку 

металинделефово локально метризуемое пространство метризуемо 

[3] , а (1,9") - локально метризуемо, то С1,^Г) не является 

металинделефовым. Наконец, пространство С 1 » Ю уплотняется на 

метризуемый компакт (1,Ч~*) и по теореме I (1,9") вклады­

вается в качестве замкнутого подпространства в некоторое то­

пологическое поле Р . Следствие 4 доказано. 

Введем класс пространств <Х. . Положим Х^СН. в том и 

только в том случае, когда в пространстве X есть хоть одно 

счетное незамкнутое подмножество. Из теоремы I и предложения 

1.7.10 из [I] вытекает 

Теорема 2. Для пространства X из класса СК. следую­

щие условия равносильны: 

I/ X уплотняется на метрическое пространство. 

2/ X вкладывается в качестве подпространства в неко­

торое топологическое поле. 

Отметим, что теорема 2 остается справедливой для более 

широкого класса пространств /см. теорему 9 из [.9] /. 

Все паракомпактные р-пространства /см. [3] / при­

надлежат классу СК1 . Если паракомпактное р -пространство 

уплотняется на метрическое , то оно само метризуемо [3] . 
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Поэтому из теоремы 2 получаем 

Следствие 5. Паракомпактное р-пространство вкладывается 
в некоторое топологическое поле в качестве подпространства 
тоща и только тогда, когда оно метризуемо. 

Поскольку любо! бикомпакт является паракомпактным р -про­
странством [ 3 ] , то из следствия 5 непосредственно получаем 

Следствие 6. Бикомпакт метризуем в том и только в том 
случае, когда он вкладывается в качестве подпространства в 
некоторое топологическое поле. 

Теорема 3. Пусть пространство X таково, что: 1/€(Хн')** 
= СЧ'0 для любого гг*=>//; 2/ X уплотняется на метрическое 
пространство /на метризуемый компакт/. Тоща X вкладывается 
в качестве подпространства /в качестве замкнутого подпрост­
ранства/ в такое топсшогическое поле Р , что €СРп')=^ $о 
для любого ^ г е У . 

Доказательство. Пользуясь 2/ и теоремой I, вложим X в 
топологическое поле Р в качестве подпространства /в качест­
ве замкнутого подпространства/. Рассмотрим непрерывные отоб­
ражения у + : р к р - * Р , ^ ~ : р-*Р,1р*:Р*Р-#Р, ^ : Р^[о}~» 
--*-Р ч {0} , определяемые по правилам ^Ссс,у)«л+у,срТл)— 
— х ^ ^ ^ ^ л ^ ^ С ^ ^ - Х " 1 . Положим Х±=Х . Если Х ^ 

уже определено, то пусть Х^^^СХ^Х^И^'СХ^) и 

иухСХ%«Х^иу\х^{о}). положим Р*-и{Х„:и-е^). 
Тоща Р * - искомое топологическое поле. Покажем, что 

€((Р*)к)~#0ддялв6ото < е У . Поскольку С Р * ) К - Ш С Х К Л 
гь^г^/}, то достаточно показать, что при всех К7п~^^ 

€\\Х^) )я=^с^о • Докажем это индукцией по гь . 

Ввиду I/ €((Х^к)^€(Хк)^0лдя любого К<г^Г. Пусть 

б а - р С ^ С С Х ^ ^ - . к ^ Х Н Л о - Докажем, что 5^{€((Хп^) ): 
К&^С}**^. Из построения теоремы I вытекает, что ^СР)=^о » 
поэтому Х ^ { о } « и { Р : пъ&М], ще все Р а г г ь замкнуты в 

х л . значит, ( х ^ ) к - м к и и { м ^ Ф ^ | 1 Ч х ; . . х ф г ц ^ в ; 
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(^1,...,тк)бХ,с} | где М^СХ^х^и^СХ^и^СХ^Х^), 
^ т . ^ ^ С Р к . ^ т . ) . . Все множества вида М* М х * л ,пг 1

х - х 

х Ф - ^ к - - 5

( 0 < 3 < Ю ' Ф ^ ^ * ' ' > < Ф ^ ^ к С У Т Ъ "ЧРЧР 1 " 1 1 " 
образы замкнутых подмножеств конечных степеней Х^ и из индук­
тивного предположения вытекает, что все указанные множества 
линделефовы. Так как СХл + 1) есть объединение счетного числа 
множеств такого вида, то ы(Х^±)к)^с^0 для любого к.*-^.* 

Следствие 7. Существуют: I/ топологическое поле Р , для 
которого и(Р)~сУ0, но АгогСР)=г1-!СР)^1Р1 = 2гУ%- 2 / топологи­
ческое поле Р такое, что 1(РГ1')=<ЧС при всех п^^9 но 
{,(Р(Ч0)><НО / в частности, Р не имеет счетной сети/. 

Доказательство. Для доказательства I/ достаточно вложить 
плоскость Немыцкого 2 в топологическое поле Р' в качест­
ве замкнутого подпространства и взять наименьшее подполе Р 
поля Р ' , содержащее 2 . Поле Р будет искомым. 

2/ В [8] построено пространство X со следующими свой­
ствами: а/ X уплотняется на метризуемый компакт; 6/€СХп')г(Ч0 

при всех п&^М; в/ €СХ^°) ><-% • Пользуясь теоремой 3, вло­
жим X в качестве замкнутого подпространства в топологическое 
поле Р такое, что € С Р а ) = Л ' о ПР* в с е х ^ ^ ^ . Так как Х'Ч° 
замкнуто в Р г У ° , то /гогСР)> <€(?**) >-б(Х*°) > , У 0 . 

§ 3* Аксиомы отделимости в топологических полях. 

Плоскость Немыцкого /см. [ 3 ] / уплотняется на метризуе­
мый компакт и ввиду теоремы I она вкладывается в качестве 
замкнутого подпространства в топологическое поле Р /произ­
вольной характеристики/. Так как плоскость Немыцкого не явля­
ется нормальным пространством и нормальность наследуется зам­
кнутыми подпространствами, то отсюда, в частности, вытекает 

Теорема 4. Существует топологическое поле /произвольной 
характеристики/^ пространство которого не нормально. 

Теорема 4 является решением проблемы 1.3.6 из [13 . 

Теорема 5. Существует топологическое поле, пространство 
которого нормально /даже линделефово/, но не является наслед­
ственно нормальным. 
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Доказательство. Возьмем пространство X со следующими 
свойствами: I/ ^,(Хп') = #с для всех / г е ^ / / ; 2/ X уплотня­
ется на метрическое пространство; 3/ X не является наслед­
ственно нормальным /такое пространство можно получить, напри­
мер, с помощью конструкции в [ 8 ] / . Применим теорему 3 и 
вложим X в качестве подпространства в линделефово топологи­
ческое поле Р , которое не будет наследственно нормальным 
ввиду 3/. Теорема 5 доказана. 

Автор искренне благодарен профессору А.В.Архангельскому 
за полезные обсуждения и постоянное внимание к работе. 
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