Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

Siegfried Hahn

Fixpunktsitze fiir limeskompakte mengenwertige Abbildungen in nicht
notwendig lokalkonvexen topologischen Vektorrdiumen

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, Vol. 27 (1986), No. 1, 189--204

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/106439

Terms of use:

© Charles University in Prague, Faculty of Mathematics and Physics, 1986

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/106439
http://project.dml.cz

COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

27,1 (1986)

FIXPUNKTSATZE FUR LIMESKOMPAKTE MENGENWERTIGE
ABBILDUNGEN IN NICHT NOTWENDIG LOKALKONVEXEN
TOPOLOGISCHEN VEKTORRAUMEN
Siegfried HAHN

Zusammenfassung: Wir beweisen Fixpunktaussagen vom Schauder-
Typ fur mengenwertige, i.a. nichtkompakte Abbildungen in allgemei-
nen topologischen Vektorraumen. Die Definitionsbereiche sind spe-
zielle zulassige, z.T. nicht notwendig konvexe Mengen. Im Raum
S (0,1) wird eine Klasse von limeskompakten Abbildungen angegeben, .
die einen Fixpunkt besitzen.

Kennworter: Mengenwertige Abbildungen, Fixpunkte, limeskom-
pakte und kondensierende Abbildungen, Nichtkompaktheitsmass, zu-
lassige Mengen.

Klassifikation: 47H10

1. Einleitung: Die Fixpunkttheorie fur kompakte Abbildungen
in allgemeinen topologischen Vektorraumen ohne lokale Konvexitat
hat sich in den letzten 25 Jahren stiurmisch entwickelt. Einen aus-
gezeichneten Uberblick iber den gegenwartigen Stand findet man in
der Monographie [4] von Hadzi¢. Dagegen sind Fixpunktaussagen fur
die in den vergangenen Jahren haufig untersuchten limeskompakten,
kondensierenden u. a. Abbildungen im wesentlichen nur fur lokal-
konvexe Raume bekannt. Erste Resultate in gewissen nichtlokalkon-
vexen Raumen bewies Had%i¢ (14],0[61). In [101fidhrten wir in Banach-
raumen derartige Abbildungen konsequent auf kompakte zurick. In
der vorliegenden Arbeit verwenden wir diesen Gedanken aus [10], um
unter Ausnutzung veon Ergebnissen von Jerofsky [11] und Hadzic (4]

den Fixpunktsatz von Schauder fur verschiedene Klasst.. ..res'.om-
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pakter mengenwertiger Abbildungen auf lokalkonvexen Teilmengen ei-
nes allgemeinen topologischen Vektorraumes zu beweisen.

Alle in der Arbeit betrachteten topologischen Raume sind se-
pariert, die topologischen Vektorraume reell. Es sei E ein topolo-
gischer Vektorraum und K< E. Dann bezeichnen wir mit K die Ab-
schliessung, mit co K die konvexe Hiulle und mit €0 K die abge-
schlossene konvexe Hille von K sowie mit k(K) das System aller
nichtleeren, konvexen und kompakten Teilmengen von K. Sei MEE. Wir
betrachten mengenwertige Abbildungen mit konvexen , kompakten Wer-
ten, also Abbildungen F:M —> k(E). x &M heisst Fixpunkt einer sol-
chen Abbildung, wenn x& F(x) gilt. F:M—> k(K) heisst nach oben

halbstetig (ohs), wenn fur jede abgeschlossene Teilmenge ASK die

Menge F 1(A):= f x& M:F(x)n A% B} abgeschlossen in M ist. F:M—>k(K)

heisst kompakt, wenn F ohs und F(M):=XLE)M F(x) relativ kompakt ist.

2. Klassen von limeskompakten Abbildungen: Wir definieren in

diesem Abschnitt eine Reihe von nicht notwendig kompakten Abbildun-
gen in allgemeinen topologischen Vektorraumen, die in lokalkonvexen
Raumen haufig bei Fixpunktaussagen verwendet wurden. Neu ist der
Begriff der Pseudokondensierenden Abbildung (Definitionen 4 und 5),
der fur das Arbeiten in nichtlokalkonvexen Raumen zweckmassig er-

scheint.

Definition 1: Es seien E ein topologischer Vektorraum, MSE,
M#%@ und F:M —> k(E) eine ohs Abbildung. Sei Ry:= CO F(M) und
Re := TG F(MAR_ _;), falls o - 1 existiert, bzw. R :=I3':\=( Ra
falls o - 1 nicht existiert. Die fir eine Ordinalzahl J° existie-
rende Menge Ry, fir die R, = R, fur alle o« = J" gilt, heisst

Limeswertebereich von F und werde mit R* bezeichnet. F heisst

limeskompakt, wenn F(MAn R¥) relativ kompakt ist.
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Limeskompakte Abbildungen wurden in lokalkonvexen Raumen oft
untersucht (s.z.B. [3],[15),018)). Offenbar gilt R¥ = 6 F(MAR™).
Hieraus folgt leicht, dass F genau dann limeskompakt ist, wenn aus

S = to F(MnS) die Kompaktheit von F(Mn S) folgt.

Definition 2: Es seien E ein topologischer Vektorraum MEE,
M#%@ und F:M—> k(E) eine ohs Abbildung. F heisse Cl-Abbildung,
wenn fur jedes x ¢ F(M) und jedes SSE aus S = ©o (ix}UF(MAS))
die Kompaktheit von F(MnS) folgt.

Der Begriff der Cl-Abbildung wurde von Potapov [16) einge-
fuhrt. Unsere Definition ist etwas allgemeiner als die in [16]. 0

Naturlich ist jede Cl-Abbildung limeskompakt.

Definition 3: Es seien E ein topologischer Vektorraum, McE,
M=%@ und F:M —> k(E) eine ohs Abbildung. F heisst verallgemeinert‘
kondensierend , wenn gilt:

(1) Aus A=M und A = ©6 F(A) folgt die Kompaktheit von F(A).

(2) 1Ist AcM, F(A)= A und ANF(A) hochstens einelementig, so

muss F(A) kompakt sein.

Definition 3 entspricht einer Definition von Daned (2] (in
quasivollstandigen lokalkonvexen Raumen, im allgemeinen Fall ist
unsere etwas allgemeiner) und verallgemeinert den Begriff "verall-
gemeinert kondensierend" aus [18),[15),[4). Wegen (1) ist jede
verallgemeinert kondensierende Abbildung F:M—> k(M) mit M =

= To M limeskompakt.

Definition 4: Es seien E ein topologischer Vektorraum, K& E,
K#@, (A,<) ein Ordnungskegel in einem Vektorraum sowie 2" ein
System von Teilmengen von co K, das mit M auch ﬁ, co M, Mufx3}

(x e K) sowie jede Teilmenge von M enthalt. Sei c eine reelle Zahl
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mit c21. Die Abbildung ¥ :?"—> A heisse ein c-Nichtkompakt-
heitsmass auf K, wenn gilt:
(1) yMudx}) = y(M) = yMzy(N) (Me T, NeM, xeK)
(2) w(coM<£c -y (M) (MeT).
Ist in (2) c = 1, so heisst y Nichtkompaktheitsmass auf K
(y(M) = y(co M) gilt wegen (1) stets).

Definition 5: Es seien E ein topologischer Vektorraum, M@,
K$P mit MEKSE und F:M—> k(K) eine ohs Abbildung. Weiter sei vy

ein c-Nichtkompaktheitsmass auf K. F heisse 1 -pseudokondensie-

rend, falls fur jedes Nc M aus vy (N)£c . yw(F(N)) die Kompaktheit
von F(N) folgt. Ist ¥ ein Nichtkompaktheitsmass auf K (also ¢ =

= 1), so heisst F kondensierend.

Die wohlbekannten Begriffe des Nichtkompaktheitsmasses und
der kondensierenden Abbildung (s.z.B. [3],[181) werden hier ver-
allgemeinert, da sie nur in lokalkonvexen Raumen eine inhaltsrei-
che Theorie ermoglichen. Fur die bekannten nichttrivialen Nicht-
kompaktheitsmasse vy gilt im allgemeinen fur nichtlokalkonvexe
Raume die Gleichheit w (M) = y(co M) nicht mehr, und damit ist
die wichtigste Bedingung fur ein ubliches Nichtkompaktheitsmass
verletzt. Bedingung (2) aus Definition 4 ist jedoch in gewissen
Fallen auch in nichtlokalkonvexen Raumen erfullbar. Das zeigt
Had%ic in [4) und wir verwenden und beschreiben diesen Sachver-
halt im Abschnitt 4. Man sieht leicht, dass jede kondensierende
und jede beziglich eines c-Nichtkompaktheitsmasses pseudokonden-
sierende Abbildung limeskompakt ist und, falls F:M —> k(M) und

M = To M, auch verallgemeinert kondensierend.

3. Fixpunktaussagen fur quasikompakte Abbildungen: Die Un-

tersuchung des Zusammenhangs der in 2. definierten Abbildungs-
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klassen zur Klasse der kompakten Abbildungen fuhrt auf folgende

Definition.

Definition 6: Es seien E ein topologischer Vektorraum, MSE,
M=#@ und F:M — k(E) eine ohs Abbildung. F heisse gquasikompakt,
wenn eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge SESE mit folgenden Ei-
genschaften existiert: (1) MnS#+@, (2) F(MnS)csS, (3) F(MA )

ist kompakt. Eine Menge S mit (1),(2),(3) heisse charakteristische

Menge fir .

Wir fuhrten in [8] erstmals den Begriff der charakteristi-
schen Menge im Zusammenhang mit kondensierenden Abbildungen ein. *
Quasikompakte Abbildungen entsprechend Definition 6 definierten
wir fur lokalkonvexe Raume erstmals in [9] (man beachte den Unter-
schied zur von uns in [7) definierten Quasikompaktheit, die auch
in [4) verwendet wird). Quasikompakte Abbildungen sind verwandt,
aber nicht identisch, mit den in [12) eingefihrten kompakt einge-
schrankbaren Abbildungen. Der in 1121 verwendete Begriff der Tra-
germenge verwendet im Vergleich zur charakteristischen Menge statt
Bedingung (1) eine andere, kompliziertere Bedingung, die die Defi-
nition der Rotation eines kaompakt einschrankbaren Vektorfeldes si-
chern hilft. Da wir ohne derartige Hilfsmittel arbeiten, reicht
fur uns die einfache Bedingung (1) aus. Man findet dbrigens leicht
guasikompakte Abbildungen, die nicht kompakt einschrankbar sind.
Unser Begriff ist fur die Zusammenfassung aller im 2. Abschnitt
eingeflihrten Abbildungen und ihre Untersuchung auf Fixpunkte be-
stens geeignet, denn er erlaubt eine direkte Zuruckfuhrung auf
Ergebnisse fir kompakte Abbildungen. Von zentraler Bedeutung fur
die Fixpunkttheorie kompakter Abbildungen in allgemeinen topolo-

gischen Vektorraumen E ist der Begriff der zulassigen Menge. Eine
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Menge KEE heisst zulﬁsslg, wenn zu jeder kompakten Teilmenge Ac K
und jeder Nullumgebung V eine stetige Abbildung h:A—> K existiert,
so dass h(A) in einem endlichdimensionalen Teilraum von E liegt

und x - h(x)eV (x&A) gilt. Im Spezialfall K = E heisst der Raum
E zulassig. Bisher ist kein Beispiel fir eine konvexe Teilmenge
eines topologischen Vektorraumes bekannt, die nicht zulassig ist.
Es sind verschiedene Klassen von zulassigen Mengen untersucht wor-

den (s L4)).

Definition 7 ([13)): Eine Teilmenge K eines topologischen

Vektorraumes E heisst lokalkonvex, wenn jedes xe K in K eine Umge-
bungsbasis besitzt, die aus Mengen der Form UX = (x + WnNK beste-
hen, wobei W eine konvexe Teilmenge aus E ist und Ux eine Umgebung

von x in K.

Offenbar ist jede Teilmenge eines lokalkonvexen Raumes lokal-
konvex und jede Teilmenge einer lokalkonvexer !enge in einem topo-
logischen Vektorraum ist wieder lokalkonvex. Nichttriviale Beispie-
le findet man in (41,(13). Had%i¢ (s.z.B. [4)) nennt eine Teilmenge
K& E vom Zima-Typ, wenn fir jede Nullumgebung V eine Nullumgebung
U existiert, so dess co(Um(K-K))g V gilt, und sie beweist, dass
jede konvexe Menge Ks E eines topologischen Vektorraumes E, die
vom Zima-Typ ist, lokalkonvex sein muss ([4], S. 30). Spezielle
Mengeﬁ vom Zima-Typ, uia‘sia Zime [20) selbst verwendete, werden
im 4. Abschnitt untersucht.

Jerofsky [11, Satz 1.5 3] beweist:

Anmerkung 1: Es seien E ein topologischer Vektorraum und K
eine endliche Vereinigung von abgaachlosqenen, konvexen Teilmengen

von €. Wenn K eine lokalkonvexe Menge ist, so muss K zulassig sein.

Speziell ist also jede abgeschlossene, konvexe, lokalkonvexe
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Teilmenge eines beliebigen topologischen Vektorraumes sowie jede
endliche Vereinigung von abgeschlossenen, konvexen Teilmengen ei-
nes lokalkonvexen Raumes zulassig. In neueren Arbeiten zur Fix-
punkttheorie werden statt konvexen Definitionsbereichen oft zu-
sammenziehbare Mengen, die eine endliche Vereinigung von abge-
schlossenen, konvexen Teilmengen eines Banachraumes sind, betrach-

tet (s.z.B. [14),[19)). KESE heisst dabei zusammenziehbar, wenn

ein X, € K und eine stetige Abbildung h:K x [0,1) —» K existieren,
so dass h(x,0) = x (xe K) und h(x,1) = Xy gilt. Speziell ist eine
bezuglich eines Elementes X, € K sternformige Menge K also zusammen-
ziehbar. Nach bekannten Satzen der Topologie ist in einem Bonach-‘
raum E eine endliche Vereinigung von abgeschlossenen, konvexen Men-
gen genau dann zusammenziehbar, wenn sie ein Retrakt von E ist.

Fur das Arbeiten in nichtmetrisierbaren Raumen ist der folgende

Begriff zweckmassig.

Definition 8 ([11)): Es sei E ein topologischer Vektorraum.

Ke E heisse pseudokonvex, wenn gilt:

(1) Es existieren endlich viele abgeschlossene, konvexe Tejl-
mengen K, € E(i=1,...,n) mit K = iéj4 K-

(2) Es existiere ein endlichdimensionaler Teilraum Eo von E
derart, dass fur alle endlichdimensionalen Teilraume E 2 E0 die

Menge KnE  ein Retrakt von E’ ist.

Speziell ist K pseudoknnvex, wenn (1) gilt und K sternformig
~m
ist. Dies tritt z.B. ein, wenn (1) gilt und ) K,+ @ ist, denn

€./ K,. Ein nicht so
=4

dann ist K sternformig bezuglich jedes x i

o
offensichtliches Beispiel einer pseudokonvexen Menge 1liegt vor,
wenn (1) ¢ilt und Kin Kis1#0 (i =1,...,n-1) und Kyn Kj =g

(1i-31>1) ist (s. [11 Beispiel 1.4.9]). Jede endliche Vereinigung
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von abgeschlossenen konvexen Mengen, die zusammenziehbar ist, ist
eine pseudokonvexe Menge, in metrisierbaren Vektorraumcn gilt auch
die Umkehrung dieser Aussage ([11]).

Jerofsky [11] beweist einen allgemeinen Fixpunktsatz fir kom-
pakte mengenwertige Abbildungen mit gewissen nicht notwendig konve-
xen Werten (Satz 4.2.5 in[11]). Die Spezialisierung auf unsere Si-

tuation liefert als Folgerung:

Anmerkung 2: Es seien E ein topologischer Vektorraum, McE
eine pseudokonvexe, zulassige, nichtleere Menge und F:M — k(M)

eine kompakte Abbildung. Dann hat F einen Fixpunkt.

Sei K =%§a K1 mit abgeschlossenen, konvexen Mengen Kig E
(1 = 1,...,n). Bilden wir slle moglichen nichtleeren Durchschnitte
von Mengen K1 (L =1,...,n), so erhalten wir wieder ein System von
nichtleeren, abgeschlossenen, konvexen Mengen. Aus jeder beziglich
der Haslbordnung " < " minimalen Menge dieses Systems wahlen wir

genau ein Element aus. Die entstehende endliche Menge Q heisse ein

Zentrum fur K.

fnmerkung 3 ( [11, Satz 1.4.6 (c)]): Es seien E ein topolo-
gischer Vektorraum, K eine pseudokonvexe und S eine abgeschlosse-

ne, konvexe Teilmenge von E. Enthalt S ein Zentrum von K, so ist

K~ S pseudokonvex.

Nach diesen Hilfsmitteln konnen wir nun eine Fixpunktaussage fur

quasikompakte Abbildungen in nicht notwendig lokalkonvexen Raumen

beweisen.

Theorem 1. Es seien E ein topologischer Vektorraum, K eine
nichtleere und lokalkonvexe Teilmenge von E sowie F:K—> k(K) ei-
ne quasikompakte Abbildung. Es gelte eine der folgenden Bedingun-

gen:
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(1) K ist abgeschlossen und konvex.
(2) K ist pseudokonvex urdF habe eine charakteristische Men-
ge, die ein Zentrum von K enthalt.

Dann hat F einen Fixpunkt.

Beweis: Nach Definition 6 existiert eine abgeschlossene,
konvexe Menge SS E mit Kn S+ @, F(KnS)€ S derart, dass F?E::ET
kompakt ist. Sei M:= KnS. Dann gilt F(M)c M und F := FIM ist ei-
ne kompakte Abbildung von M in k(M). Da K lokalkonvex ist, muss M
als Teilmenge von K auch lokalkonvex sein. Ist ferner im 1. Fall
K konvex, so ist auch M konvex und abgeschlossen, also pseudokon-
vex. Ist im 2. Fall K pseudckonvex, so sichert (2) mit Anmerkung
3, dass M pseudokonvex ist. In jedem Fall konnen wir also auf F0
und M Anmerkung 2 anwendcn, die in Verbindung mit Anmerkung 1 die

Existenz eines Fixpunktes x fur F, und damit auch fir F sichert.

Die Bedeutung von Theorem 1 wird durch das folgende Haupt-

ergebnis unserer Arbeit sichtbar, das aus Theorem 1 folgt.

Theorem 2. Es scien E ein topologischer Vektorraum, K eine
nichtleere, abgeschlossene und lokalkonvexe Teilmenge von E und
F:K~—> k(K) einc Abbildung. Es sei eine der folgenden Bedingungen
erfullt:

(1) K ist konvex und F ist limeskompakt mit nichtleerem Li-
meswertebereich R¥

(2) K ist konvex und F verallgemeinert kondensierend.

(3) K ist konvex, F ohs und es existiere eine nichtleere
Teilmenge K € K mit K < €0 F(K,) und aus A = co F(A) (A&K) folge
die Kompaktheit von A (s. Dane$ [1]).

(#) K ist eine endliche Vereinigung von abgeschlossenen,
konvexen Teilmengen K;& E(i=1,...,n) mit i%?“ K14=ﬂ und F ist

eine Cl—Abbildung.
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(5) K ist pseudokonvex und F ist bezuglich eines c-Nichtkom-
paktheitsmasses pseudokondensierend.

(6) F ist bezuglich eines Nichtkompaktheitsmasses kondensie-
rend.

Dann hat F einen Fixpunkt.

Beweis: (1) Sei R* der Limeswertebereich von F. Da F li-
meskompakt ist, muss F?E::E;S kompakt sein. Weiter folgen aus R*=
= to F(KAR®) die Relationen F(Kn R*)g R* sowie KA R¥*4 @ (da sonst
R¥ = @ gilt). Somit ist R* charakteristische Menge fur F, F also
quasikompakt und die Behauptung folgt aus Theorem 1 (1).

(2) F ist limeskompakt. Wir zeigen, dass der Limeswertebe-
reich von F nichtleer ist. Dann folgt die Behauptung aus Teil (1).
Sei a« K und A = {atl Llnga FM(a). Dann gilt A = {atu F(A) K, al-
so F(AD)g A und ANF(A)c {at. Aus Bedingung (2) in Definition 3
folgt, dass FA) kompakt ist. Wir definieren K0 1= FTK3, Kee =
= F(K__)) (falls & - 1 existiert) bzw. K, = z0), Kg (falls o -1
nicht existiert). Es gilt K €0 F(A)e to F(K) = Rg- Fur die ge-
mass Definition 1 den Limeswertebereich R* definierende transfi-
nite Folge (R,) gilt dann, wie man durch transfinite Induktion so-
fort sieht, die Beziehung R, 2 K. fur jede Ordinalzahl o . Aus
der Kompaktheit der K, folgt dann mit Standardiuberlegungen, dass
R*+ @ gilt (s. L18)).

(3) F ist limeskompakt. Sei R* der Limeswertebereich von F

und R, die R* gemass Definition 1 definierenden Mengen.
Mit R0 = To F(K)2¢E0o F(Ko); KD folgt durch transfinite Induktion
die Beziehung Q‘E KO fir jede Ordinalzahl oc . Damit ist R*#4 @
und die Behauptung folgt wieder aus (1).

(4) K ist pseudokonvex und die Voraussetzung iékh Ki4=ﬂ

sichert, dass jedes Zentrum von K einelementig ist. Sei Q =1{q}
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ein Zentrum von K und X das System aller abgeschlossenen, kon-
vexen Teilmengen DS E mit qe D und F(KND)E D. Wegen Ee S gilt
T % @. Sei S =DQZD. Dann gilt S € = und folglich §:=
:= To (F(DNS)u{iqt)e 5. Andererseits folgt aus qe S  und
F(KNS ) F(KNS)e S  auch S"e¢ = , woraus S& S  folgt. Insge-
samt gilt damit S = €0 ({qtuF(KNS)). Nach Voraussetzung uber F
ist F(KmS) kompakt und wegen F(KNnS)& S, qge KnS ist S eine cha-
rakteristische Menge von F. Damit ist F guasikompakt und wegen
Q&S folgt die Behauptung aus Theorem 1 (2).

(5), (6). Sei Q = {ql,...,qm? ein Zentrum von K. Nun sei X
das System aller abgeschlossenen, konvexen Teilmengen D von E mit¢
QED, F(KAD)SD. Wie in (4) sieht man, dass fur die Menge S:=
:= DQED die Beziehung S = ©6 ({q,} vigydu... {q }uF(KnS))
gilt. Aus den Eigenschaften des c-Nichtkompaktheitsmasses folgt
y(KnS)€ c.y(F(KnS)). Mit Definition 5 folgt die Kompaktheit
von F(Kn S). Wegen K~nS=#@ und F(KAS)E S ist S eine charakteris-
tische Menge von F und somit F quasikompakt. Da S nach Konstruk-

tion Q enthalt, folgt die Behauptung wieder aus Theorem 1 (2).

Theorem 2 verallgemeinert eine grosse Anzahl von Fixpunkt-
satzen fur entsprechende Abbildungen, da jedes konvexe K in einem
lokalkonvexen Raum die Voraussetzungen von Theorem 2 erfullt
(s.z.B. (11,L21,041,061,09),010],L15],(16),0181). Fir verallge-
meinert kondensierende Abbildungen verbessert Theorem 2 auch bei
punktwertigen Abbildungen ahnliche Fixpunktsatze von Had%ié¢ ([4],
S. 31 und 33/34).

Ist Ubrigens K speziell eine konvexe Menge vom Zima-Typ in einem
vollstandigen topologischen Vektorraum, so kann in der Voraus-
setzung (6) von Theorem 2 als Nichtkompaktheitsmass v auf K die
Funktion v :2X— R mit y(M) = 0, falls M€K kompakt ist und
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y{M) = 1, falls WcK nicht kompakt ist, verwendet werden. Had%i&
((41,16]1) zeigte, dass in dieser Situation tatsachlich ¥ (S8 M) =
= ¢ (M) fir alle McK gilt.

4. Beispiel einer pseudokondensierenden, nichtkompakten Ab-

bildung im nichtlokalkonvexen Raum S(0,1): Wir geben nun eine 1li-

meskompakte Abbildung auf einer lokalkonvexen Teilmenge des nicht-
iokalkonvexen Raumes S(0,1) an, die den Voraussetzungen von Theo-
rem 2 genigt und die pseudokondensierend ist. Dazu benotigen wir
zunachst ein c-Nichtkompaktheitsmass. Sei E ein metrischer Vektor-
raum, K€ E, " das System aller beschrankten Teilmengen von ©o K.
Wir definieren die bekannte Kuratowski-funktion gz : 7" —> IR
durch x(M) := inf {d">0: M hat eine endliche {iberdeckung durch
Teilmengen von E, deren Durchmesser nicht grosser als o ist?.

(M e @ ). Fir g gelten die Eigenschaften (1) aus Definition 4
sowie zusatzlich, dass x (M) = 0 genau dann gilt, wenn M prakom-
pakt ist. Ferner gilt 7 (A+B) £ x (A) + % (B), falls A, B und

A+ B zu @ gehoren. Im allgemeinen ist jedoch x kein Nicht-
kompaktheitsmass, denn x (M) = 7 (co M) (Me 7 ) ist nicht gesi-
chert. In normierten Raumen gilt diese Gleichheit bekanntlich und
dort ist x4 als "Kuratowskisches Nichtkompaktheitsmass" verwend-
bar. Wir geben nun eine Situation an, wo 3j wenigstens Eigen-
schaften (2) aus Definition 4 erfullt, also ein c-Nichtkompakt-

heitsmass ist. Dazu verwenden wir Resultate von Had%ié.

Anmerkung 4 ([4, S. 571): Es seien (E, ¥ #*¥) ein paranormier-
ter Raum (s.z.B. [41,[5]) und K eine beschrankte, konvexe Teilmen-
ge von E, fir die ein r>0 existiert, so dass fur jedes xe K - K

und jedes te (0,11 gilt: ¥ txh* < rt IxHI* . Dann ist fir jedes
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A=K stets g (co MNert. Z(A).

Somit ist y auf einer Menge K, die die Voraussetzungen von An-
merkung 4 erfullt ein rz—Nichtkompaktheitsmass. Ferner sind sol-
che Mengen K vom Zima-Typ, denn fir jedes € > 0 gilt

co({xeE: I xh*¥< %?ﬂ(K-K))s{xcE: Ixh*< et (vgl. L5]).
Damit sind sie lokalkonvex im Sinne von Definition 7. Wir entneh-
men aus [5] (s.a. [4, S. 34]) folgendes Beispiel einer Menge K,
die die Voraussetzungen von Anmerkung 4 erfullt. Sei S(0,1) der
Raum aller (Klassen von) endlichen messbaren Funktionen x: [0,1]—

—> IR.

Durch # x §¥ = f; ITI&%'%{' M (dt) (x €5(0,1)) ist eine Paranorm *
in 5(0,1) erklart. Mit d(x,y):= ¥x-yI* (x,yec S(0,1)) wird ein
vollstandiger metrischer Vektorraum erklart, der nicht lokalkon-
vex ist. Sei K, := fx€5(0,1): Ix(£) £ 4 (te0,11)}. Dann erfiillt
K, die Voraussetzungen von Anmerkung 4 mit r = 2 ([51). Unter Ver-
wendung dieser Menge Ko gilt:

Theorem 3. Sei K, = £x€5(0,1): I x(t)j£ %, t (0,133 € §(0,1)
und FiKy—> k(Ko) eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften.
(1) F = F1 + F2
(2) Fl:KO-—> K0 sei verallgemeinert %—-kontrahierend, d.h.,
es existiere eine reelle Funktion q (ec,B) mit 0<q(ec, g )<11—
und d(Fyx,F y)<€qec,8) d (x,y) fur alle x,y €K, mit « & d(x,y)<p.
(3) F2:K0—-> k(KD) ist kompakt.
Dann ist F bezuglich A pseudokondensierend und F hat einen Fix-

punkt.

Beweis: Die Kuratowskifunktion % ist nach Anmerkung 4 und
den nachfolgenden Ausfuhrungen ein 4-Nichtkompaktheitsmass auf Ko'

Mit bekannten Uberlegungen (s.z.B. [17]1) zeigen wir, dass F
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x-pseudokondensierend ist. Da K0 lokalkonvex und konvex ist,
folgt die Behauptung aus Theorem 2. Sei A& Ko nicht relativ kom-
pakt. Dann gilt x (A)> 0. Mit d(A) bezeichnen wir den Durchmesser
von A. Es gilt x(A)<£d(A). Sei re (0,3 x(A)) und € > 0 mit

e < ——QLZE%%%%a%%%% x (A).

Es existieren endlicth viele Mengen BiE Af(i=1,...,m) mit A c

P %Q, B, und d(By) £ x(A) + & (i = 1,...,m). Weiter gilt
FI(A) Eiga F1(By). Es seien x und y beliebige Elemente aus B;.

Im Falle d(x,y)< r folgt wegen (2) d(F x,Fy)<r. Falls d(x,y)>r
ist, so folgt aus d(x,y)e [r,d(A)] und (2) sofort d(le’Fly) =
£q(r,d(A)) d(x,y) und wegen d(x,y)é{d(ﬁi)é x(A) + £ insgesamt
d(le,Fly)é max fr,q(r,d(A)) ( x(A) +¢&)} fur beliebige x,y< By

(i =1,...,m). Dann gilt q(Fl(A))g max { r,q(r,d(A)) (x (A) +€))}
und aus der Wahl von r sowie & folgt {(Fl(A))< %-x(A). Wegen
F(A)E FI(A) + F2(A) und der Kompaktheit von ?}fi) folgt schliess-
lich x (F(A))< f x(A). Somit impliziert v (A)<& g(F(A)) (ASK,)

die Kompaktheit von A und damit von F(ﬂj. Somit ist F ¥ -pseudo-

kondensierend.

Bemerkung: Die Abbildung F aus Theorem 3 ist damit auch eine
verallgemeinert kondensierende Abbildung, eine Cl—Abbildung und
eine limeskompakte Abbildung mit nichtleerem Limeswertebereich in

einem nichtlokalkonvexen Raum.
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