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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

27.1 (1966) 

FIXPUNKTSKTZE FÜR UMESKOMPAKTE MENGENWERTIGE 
ABBILDUNGEN IN NICHT NOTWENDIG LOKALKONVEXEN 

TOPOLOGISCHEN VEKTORRÄUMEN 
SitgfrM HAHN 

Zusammenfassung: Wir beweisen Fixpunktaussagen vom Schauder-
Typ für mengenwertige, i.a. nichtkompakte Abbildungen in allgemei­
nen topologischen Vektorräumen. Die Definitionsbereiche sind spe­
zielle zulassige, z.T. nicht notwendig konvexe Mengen. Im Raum 
S (0,1) wird eine Klasse von limeskompakten Abbildungen angegeben, 
die einen Fixpunkt besitzen. 

Kennwörter: Mengenwertige Abbildungen, Fixpunkte, limeskom­
pakt ê ülTcJnkoTHJensierende Abbildungen, Nichtkompaktheitsmass, zu­
lässige Mengen. 

Klassifikation: 47H10 

-• Einleitung: Die Fixpunkttheorie für kompakte Abbildungen 

in allgemeinen topologischen Vektorräumen ohne lokale Konvexität 

hat sich in den letzten 25 Jahren stürmisch entwickelt. Einen aus­

gezeichneten Überblick über den gegenwärtigen Stand findet man in 

der Monographie £4] von Hadzic. Dagegen sind Fixpunktaussagen für 

die in den vergangenen Jahren häufig untersuchten limeskompakten, 

kondensierenden u. ä. Abbildungen im wesentlichen nur für lokal­

konvexe Räume bekannt. Erste Resultate in gewissen nichtlokalkon-

vexen Räumen bewies Hadzic (143,161). In [lOlführten wir in Banach-

räumen derartige Abbildungen konsequent auf kompakte zurück. In 

der vorliegenden Arbeit verwenden wir diesen Gedanken aus [10], um 

unter Ausnutzung von Ergebnissen von Jerofsky [111 und Hadzic t4-I 

den Fixpunktsatz von Schauder für verschiedene Klasst,., . . pps\um-
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pakter mengenwertiger Abbildungen auf lokalkonvexen Teilmengen ei­

nes allgemeinen topologischen Vektorraumes zu beweisen. 

Alle in der Arbeit betrachteten topologischen Räume sind se­

pariert, die topologischen Vektorräume reell. Es sei E ein topolo-

gischer Vektorraum und K&E. Dann bezeichnen wir mit K die Ab-

schliessung, mit co K die konvexe Hülle und mit co K die abge­

schlossene konvexe Hülle von K sowie mit k(K) das System aller 

nichtleeren, konvexen und kompakten Teilmengen von K. Sei M£E. Wir 

betrachten mengenwertige Abbildungen mit konvexen , kompakten Wer­

ten, also Abbildungen F:M—>k(E). xeM heisst Fixpunkt einer sol­

chen Abbildung, wenn xcF(x) gilt. F:M—* k(K) heisst nach oben 

halbstetig (ohs), wenn für jede abgeschlossene Teilmenge A§K die 

Menge F"1(A): = ( x 6 M:F(x)n A* 0? abgeschlossen in M ist. F:M-*k(K) 

heisst kompakt, wenn F ohs und F(M):= t.J F(x) relativ kompakt ist. 
c X € M 

2. Klassen von limeskompakten Abbildungen: Wir definieren in 

diesem Abschnitt eine Reihe von nicht notwendig kompakten Abbildun­

gen in allgemeinen topologischen Vektorräumen, die in lokalkonvexen 

Räumen häufig bei Fixpunktaussagen verwendet wurden. Neu ist der 

Begriff der Pseudokondensierenden Abbildung (Definitionen 4 und 5), 

der für das Arbeiten in nichtlokalkonvexen Räumen zweckmässig er­

scheint. 

Definition 1: Es seien E ein topologischer Vektorraum, M£E, 

M4-0 und F:M—>k(E) eine ohs Abbildung. Sei RQ:= co F(M) und 

R , := c~o F(Mr« R^ , ), falls oc - 1 existiert, bzw. R^ := A«0 RA , 

falls oc - 1 nicht existiert. Die für eine Ordinalzahl <f existie­

rende Menge R^«, für die R^ = R^ für alle oc äcT gilt, heisst 

Limeswertebereich von F und werde mit R* bezeichnet. F heisst 

limeskompakt, wenn F(MnR*) relativ kompakt ist. 
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Limeskompakte Abbildungen wurden in lokalkonvexen Räumen oft 

untersucht (s.z.B. I 3] , [151 ,L18.1). Offenbar gilt R* = co" F(Mn R*) . 

Hieraus folgt leicht, dass F genau dann limeskompakt ist, wenn aus 

S = co F(MnS) die Kompaktheit von F(MnS) folgt. 

Definition 2: Es seien E ein topologischer Vektorraum M £ E , 

M=fc0 und F:M—> k(E) eine ohs Abbildung. F heisse Cj-Abbildung, 

wenn für jedes x*F(M) und jedes SSE aus S = co ( I X } U F ( M A S ) ) 

die Kompaktheit von F(MnS) folgt. 

Der Begriff der C,-Abbildung wurde von Potapov [16) einge­

führt. Unsere Definition ist etwas allgemeiner als die in £16J . 

Natürlich ist jede C,-Abbildung l imeskompakt. 

Definition 3: Es seien E ein topologischer Vektorraum, M £ E , 

M4-0 und F:M—•» k(E) eine ohs Abbi ldung . F heisst verallgemeinert 

kondensierend , wenn gilt: 

(1 ) Aus ASM und A = cö F(A) folgt die Kompaktheit von F(A), 

(2) Ist AsM, F(A)c A und A\F(A) höchstens einelementig, so 

muss F(A) kompakt sein, 

Definition 3 entspricht einer Definition von DaneS [2J (in 

quasivollständigen lokalkonvexen Räumen, im allgemeinen Fall ist 

unsere etwas allgemeiner) und verallgemeinert den Begriff "verall­

gemeinert kondensierend" aus [18] , 115),[41. Wegen (1) ist jede 

verallgemeinert kondensierende Abbildung F:M—> k(M) mit M = 

= "co M limeskompakt. 

Definition 4: Es seien E ein topologischer Vektorraum, KSE, 

K + 0, (A,^) ein Ordnungskegel in einem Vektorraum sowie OP ein 

System von Teilmengen von co K, das mit M auch M, co M, Mufx! 

(xeK) sowie jede Teilmenge von M enthält. Sei c eine reelle Zahl 
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mit c ^ l . Die Abbildung Y : ̂ — * ^ heisse ein c-Nichtkompakt-

heitsmass auf K, wenn gilt: 

(1) y(Mu-Cxl) = y(M) = r(M)2f(N) (M e IT, N £ M, xeK) 

(2) y(co M ) ^ c • Y (M) (M € ̂  ). 

Ist in (2) c = 1, so heisst Y Nichtkompaktheitsmass auf K 

(y(M)^-y(co M) gilt wegen (1) stets). 

Definition 5: Es seien E ein topologischer Vektorraum, M+0, 

K 4 0 mit M £ K £ E und F:M—> k(K) eine ohs Abbi ldung. Weiter sei Y 

ein c-Nichtkompaktheitsmass auf K. F heisse y -pseudokondensie-

rend, falls für jedes N£M aus y(N)^c • f(F(N)) die Kompaktheit 

von F(N) f o l g t . Ist Y e^n Nichtkompaktheitsmass auf K (also c = 

= 1), so heisst F kondensierend. 

Die wohlbekannten Begriffe des Nichtkompaktheitsmasses und 

der kondensierenden Abbildung (s.z.B. L3],L18l) werden hier ver­

allgemeinert, da sie nur in lokalkonvexen Räumen eine inhaltsrei­

che Theorie ermöglichen. Für die bekannten nichttrivialen Nicht-

kompaktheitsmasse Y 9-A* im allgemeinen für nichtlokalkonvexe 

Räume die Gleichheit -f (M) = y(co M) nicht mehr, und damit ist 

die wichtigste Bedingung für ein übliches Nichtkompaktheitsmass 

verletzt. Bedingung (2) aus Definition 4 ist jedoch in gewissen 

Fallen auch in nichtlokalkonvexen Räumen erfüllbar. Das zeigt 

Hadzic in E4] und wir verwenden und beschreiben diesen Sachver­

halt im Abschnitt 4. Man sieht leicht, dass jede kondensierende 

und jede bezüglich eines c-Nichtkompaktheitsmasses pseudokonden-

sierende Abbildung limeskompakt ist und, falls F:M—-*-k(M) und 

M = co M, auch verallgemeinert kondensierend. 

3. Fixpunktaussagen für quasikompakte Abbildungen: Die Un­

tersuchung des Zusammenhangs der in 2. definierten Abbildungs-
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klassen zur Klasse der kompakten Abbildungen führt auf folgende 

Definition. 

Definition 6: Es seien E ein topologischer Vektorraum, MSE, 

M #-0 und F:M—> k(E) eine ohs Abbildung. F heisse quasikompakt, 

wenn eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge SS E mit folgenden Ei­

genschaften existiert: (1) M A S # 0 , (2) F(MnS)cS, (3) F(MnS) 

ist kompakt. Eine Menge S mit (1),(2),(3) heisse charakteristische 

Menge für T. 

Wir führten in 183 erstmals den Begriff der charakteristi­

schen Menge im Zusammenhang mit kondensierenden Abbildungen ein. * 

Quasikompakte Abbildungen entsprechend Definition 6 definierten 

wir für lokalkonvexe Räume erstmals in C9J (man beachte den Unter­

schied zur von uns in 17J definierten Quasikompaktheit, die auch 

in L41 verwendet wird). Quasikompakte Abbildungen sind verwandt, 

aber nicht identisch, mit den in t123 eingeführten kompakt einge­

schränkbaren Abbildungen. Der in 1121 verwendete Begriff der Trä­

germenge verwendet im Vergleich zur charakteristischen Menge statt 

Bedingung (1) eine andere, kompliziertere Bedingung, die die Defi­

nition der Rotation eines kompakt einschränkbaren Vektorfeldes si­

chern hilft. Da wir ohnev derartige Hilfsmittel arbeiten, reicht 

für uns die einfache Bedingung (1) aus. Man findet übrigens leicht 

quasikompakte Abbildungen, die nicht kompakt einschränkbar sind. 

Unser Begriff ist für die Zusammenfassung aller im 2. Abschnitt 

eingeführten Abbildungen und ihre Untersuchung auf Fixpunkte be­

stens geeignet, denn er erlaubt eine direkte Zurückführung auf 

Ergebnisse für kompakte Abbildungen. Von zentraler Bedeutung für 

die Fixpunkttheorie kompakter Abbildungen in allgemeinen topolo-

gischen Vektorräumen E ist der Begriff der zulässigen Menge. Eine 

- 193 



Menge K£E heisst zulässig, wenn zu jeder kompakten Teilmenge AcK 

und jeder Nullumgebung V eine stetige Abbildung h:A—-> K existiert, 

so dass h(A) in einem endlichdimensionalen Teilraum von E liegt 

und x - h(x)«V (xeA) gilt. Im Spezialfall K = E heisst der Raum 

E zulässig. Bisher ist kein Beispiel für eine konvexe Teilmenge 

eines topologischen«Vektorraumes bekannt, die nicht zulässig ist. 

Es sind verschiedene Klassen von zulässigen Mengen untersucht wor­

den (s 143). 

Definition 7 (1133); Eine Teilmenge K eines topologischen 

Vektorraumes E heisst lokalkonvex, wenn jedes xe K in K eine Umge­

bungsbasis besitzt, die aus Mengen der Form U = (x + W ) A K beste­

hen, wobei W eine konvexe Teilmenge aus E ist und U eine Umgebung 

von x in K. 

Offenbar ist jede Teilmenge eines lokalkonvexen Raumes lokal­

konvex und jede Teilmenge einer lokalkonvexen Menge in einem topo­

logischen Vektorraum ist wieder lokalkonvex. Nichttriviale Beispie­

le findet man in £43,C133. Hadiic (s.z.B. 143) nennt eine Teilmenge 

KS E vom Zima-Typ, wenn für jede Nullumgebung V eine Nullumgebung 

U existiert, so dass co(U n(K-K))j» V gilt, und sie beweist, dass 

jede konvexe Msngi KfiE eines topologischen Vektorraumes E, die 

vom Zima-Typ ist, lokalkonvex sein muss (143, S. 30). Spezielle 

Mengen vom Zima-Typ, wie sie Zima C 20J selbst verwendete, werden 

im 4. Abschnitt untersucht. 

Jerofsky Hl, Satz 1.5 3] beweist; 

Anmerkung 1; Es seien E ein topologischer Vektorraum und K 

eine endliche Vereinigung von abgeschlossenen, konvexen Teilmengen 

von E. Wenn K eine lokalkonvexe Menge ist, so muss K zulässig sein. 

Speziell ist also jede abgeschlossene, konvexe, lokalkonvexe 
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Teilmenge eines beliebigen topologischen Vektorraumes sowie jede 

endliche Vereinigung von abgeschlossenen, konvexen Teilmengen ei­

nes lokalkonvexen Raumes zulässig. In neueren Arbeiten zur Fix­

punkttheorie werden statt konvexen Definitionsbereichen oft zu­

sammenziehbare Mengen, die eine endliche Vereinigung von abge­

schlossenen, konvexen Teilmengen eines Banachraumes sind, betrach­

tet (s.z.B. [14], [19]). K£E heisst dabei zusammenziehbar, wenn 

ein x eK und eine stetige Abbildung h:K x 10,13—* K existieren, 

so dass h(x,0) = x (xcK) und h(x,l) = x gilt. Speziell ist eine 

bezüglich eines Elementes x c K sternförmige Menge K also zusammen­

ziehbar. Nach bekannten Sätzen der Topologie ist in einem Banaeh-

räum E eine endliche Vereinigung von abgeschlossenen, konvexen Men­

gen genau dann zusammenziehbar, wenn sie ein Retrakt von E ist. 

Für das Arbeiten in nichtmetrisierbaren Räumen ist der folgende 

Begriff zweckmässig. 

Definition 8 (C113 ): Es sei E ein topologischer Vektorraum. 

K5 E heisse pseudokonvex, wenn gilt: 

(1) Es existieren endlich viele abgeschlossene, konvexe Teil­

mengen K%5 E (i = 1, . . . ,n) mit K = . U ^ K r 

(2) Es existiere ein endlichdimensionaler Teilraum E von E 

derart, dass für alle endlichdimensionalen Teilräume E 's E0 die 

Menge Kn E ' ein Retrakt von E' ist. 

Speziell ist K pseudoknnvex, wenn (1) gilt und K sternförmig 
l*V 

ist. Dies tritt z.B. ein, wenn (1) gilt und ^ A K i * ̂  is^» denn 
m, 

dann ist K sternförmig bezuglich jedes xQ & ^T\ Ki* E i n n i c n* s o 

offensichtliches Beispiel einer pseudokonvexen Menge liegt vor, 

wenn (1) gilt und ^r» K1 + 1-*0 (i « l»...,n-l) und K ^ K . = 0 

(li-jl>l) ist (s. 111 Beispiel 1.4.93). Jede endliche Vereinigung 
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von abgeschlossenen konvexen Mengen, die zusammenziehbar ist, ist 

eine pseudokonvexe Menge, in metrisierbaren Vektorräumen gilt auch 

die Umkehrung dieser Aussage (£11]). 

Jerofsky £113 beweist einen allgemeinen Fixpunktsatz für kom­

pakte mengenwertige Abbildungen mit gewissen nicht notwendig konve­

xen Werten (Satz 4.2,5 in£ll7). Die Spezialisierung auf unsere Si­

tuation liefert als Folgerung: 

Anmerkung 2: Es seien E ein topologischer Vektorraum, McE 

eine pseudokonvexe, zulässige, nichtleere Menge und F:M—-*- k(M) 

eine kompakte Abbildung. Dann hat F einen Fixpunkt. 

Sei K * . ^J K* mit abgeschlossenen, konvexen Mengen K.£ E 

(i * !,...,n). Bilden wir alle möglichen nichtleeren Durchschnitte 

von Mengen K, (i « l,...,n), so erhalten wir wieder ein System von 

nichtleeren, abgeschlossenen, konvexen Mengen. Aus jeder bezüglich 

der Halbordnung " £. " minimalen Menge dieses Systems wählen wir 

genau ein Element aus. Die entstehende endliche Menge Q heisse ein 

Zentrum für K. 

^nmerkung 5 ( £11, Satz 1.4.6 (c)J): Es seien E ein topolo­

gischer Vektorraum, K eine pseudokonvexe und S eine abgeschlosse­

ne, konvexe Teilmenge von E. Enthält S ein Zentrum von K, so ist 

K A S pseudokonvex. 

Nach diesen Hilfsmitteln können wir nun eine Fixpunktaussage für 

quasikompakte Abbildungen in nicht notwendig lokalkonvexen Räumen 

beweisen. 

Theorem 1. Es seien E ein topologischer Vektorraum, K eine 

nichtleere und lokalkonvexe Teilmenge von E sowie F:K—*• k(K) ei­

ne quasikompakte Abbildung. Es gelte eine der folgenden Bedingun­

gen: 
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(1) K ist abgeschlossen und konvex. 

(2) K ist pseudokonvex undF habe eine charakteristische Men­

ge, die ein Zentrum von K enthält. 

Dann hat F einen Fixpunkt. 

Beweis: Nach Definition 6 existiert eine abgeschlossene, 

konvexe Menge SsE mit KnS=fc0> F(Kn S)c S derart, dass F(KnS) 

kompakt ist. Sei M:= KnS. Dann gilt F(M)<r M und FQ := F|M ist ei­

ne kompakte Abbildung von M in k(M). Da K lokalkonvex ist, muss M 

als Teilmenge von K auch lokalkonvex sein. Ist ferner im 1. Fall 

K konvex, so ist auch M konvex und abgeschlossen, also pseudokon-

vex. Ist im 2. Fall K pseudekonvex, so sichert (2) mit Anmerkung * 

3, dass M pseudokonvex ist. In jedem Fall können wir also auf F 

und M Anmerkung 2 anwenden, die in Verbindung mit Anmerkung 1 die 

Existenz eines Fixpunktes x für F und damit auch für F sichert. 

Die Bedeutung von Theorem 1 wird durch das folgende Haupt­

ergebnis unserer Arbeit sichtbar, das aus Theorem 1 folgt. 

Theorem 2. Es seien E ein topologischer Vektorraum, K eine 

nichtleere, abgeschlossene und lokalkonvcxe Teilmenge von E und 

F:K~~-* k(K) eine Abbildung. Es sei eine der folgenden Bedingungen 

erfüllt: 

(1) K ist konvex und F ist limeskompakt mit nichtleerew Li-

meswertebereich R* 

(2) K ist konvex und F verallgemeinert kondensierend. 

(3) K ist konvex, F ohs und es existiere eine nichtleere 

Teilmenge KQS K mit K0s co F(K0) und aus Ä - co F(A) (ASK) folge 

die Kompaktheit von A (s. Daneä LH). 

(4) K ist eine endliche Vereinigung von abgeschlossenen, 

konvexen Teilmengen K.£.E (i = l , . . . , n ) mit •, /~\. K- 4F 0 und F ist 

eine C,-Abbildung. 
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(5) K ist pseudokonvex und F ist bezüglich eines c-Nichtkom-

paktheitsmasses pseudokondensierend. 

(6) F ist bezüglich eines Nichtkompaktheitsmasses kondensie­

rend. 

Dann hat F einen Fixpunkt. 

Beweis: (1) Sei R* der Limeswertebereich von F. Da F li­

meskompakt ist, muss F(Kn R*) kompakt sein. Weiter folgen aus R*= 

= co F(KnR*) die Relationen F(Kn R*)c R* sowie KA R** 0 (da sonst 

R* = 0 gilt). Somit ist R* charakteristische Menge für F, F also 

quasikompakt und die Behauptung folgt aus Theorem 1 (1). 

(2) F ist limeskompakt. Wir zeigen, dass der Limeswertebe­

reich von F nichtleer ist. Dann folgt die Behauptung aus Teil (1). 

Sei a« K und A = *a] u ÖA F
n(a). Dann gilt A = ia\u F(A)s K, al-

so F(A)sA und A\ F(A)£-Ca?. Aus Bedingung (2) in Definition 3 

folgt, dass F(A) kompakt ist. Wir definieren K := F(A), K^ = 

= F(K _1) (falls oc - 1 existiert) bzw. K̂ . = ßQ^ K^ (falls oc -1 

nicht e x i s t i e r t ) . Es gilt KQ£co F(A)s co F(K) = RQ. Für die ge­

mäss Definition 1 den Limeswertebereich R* definierende transfi-

nite Folge O$^) gilt dann, wie man durch transfinite Induktion so­

fort sieht, die Beziehung (^PK^ für jede Ordinalzahl oc . Aus 

der Kompaktheit der K^ folgt dann mit Standardüberlegungen, dass 

R*4> 0 gilt (s. L183). 

(3) F ist limeskompakt. Sei R* der Limeswertebereich von F 

und R̂ , die R* gemäss Definition 1 definierenden Mengen. 

Mit R = co F(K)ac~o F(K )g K folgt durch transfinite Induktion 

die Beziehung R 3 K für jede Ordinalzahl oc . Damit ist R*4«- 0 

und die Behauptung folgt wieder aus (1). 

«%, 
(4) K ist pseudokonvex und die Voraussetzung |C\ Ki r^^ 

sichert, dass jedes Zentrum von K einelementig ist. Sei Q = i q} 
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ein Zentrum von K und 21 das System aller abgeschlossenen, kon­

vexen Teilmengen ü£ E mit qeD und F(Kr»D)£D . Wegen E e. 22 gilt 

2 4» 0- Sei S --.n D, Dann gilt S c 2 . und folglich S': = 

: = ̂ o (F(D n S) u-CqD-s S. Andererseits folgt aus qeS' und 

F(K n S ' ) £ F(Kn S) £ S' auch S ' Ä £ , woraus S&S' folgt. Insge­

samt gilt damit S = co (-Cq$ u F(K n S) ). Nach Voraussetzung über F 

ist F(Kr>S) kompakt und wegen F ( K n S ) £ S , q e K n S ist S eine cha­

rakteristische Menge von F. Damit ist F quasikompakt und wegen 

Q£S folgt die Behauptung aus Theorem 1 ( 2 ) . 

(5 ) , ( 6 ) . Sei Q = -Cq,,...,q } ein Zentrum von K. Nun sei X 

das System aller abgeschlossenen, konvexen Teilmengen D von E mi-t 

QSD, F ( K n D ) c D . Wie in (4 ) sieht man, dass für die Menge S: = 

:= .jj^— D die Beziehung S = co (-fq,} u 4 q2\ u . . . i%]u E(Kr> S)) 

gilt. Aus den Eigenschaften des c-Nichtkompaktheitsmasses folgt 

y(Kn S )£ c y(F(KA S ) ) . Mit Definition 5 folgt die Kompaktheit 

von F (K^S ) . Wegen Kr»S4*0 und F ( K n S ) £ S ist S eine charakteris­

tische Menge von F und somit F quasikompakt. Da S nach Konstruk­

tion Q enthält, folgt die Behauptung wieder aus Theorem 1 (2). 

Theorem 2 verallgemeinert eine grosse Anzahl von Fixpunkt­

sätzen für entsprechende Abbildungen, da jedes konvexe K in einem 

lokalkonvexen Raum die Voraussetzungen von Theorem 2 erfüllt 

(s.z.B. tl],L2],[4],£6],C9J,[103,1153,1163 ,£183). Für verallge­

meinert kondensierende Abbildungen verbessert Theorem 2 auch bei 

punktwertigen Abbildungen ähnliche Fixpunktsätze von Hadzic* (£4J, 

S. 31 und 33/34 ) . 

Ist übrigens K speziell eine konvexe Menge vom Zima-Typ in einem 

vollständigen topologischen Vektorraum, so kann in der Voraus­

setzung (6 ) von Theorem 2 als Nichtkompaktheitsmass y auf K die 

Funktion y : 2 -—> R mit y(H) = 0, falls R*£K kompakt ist und 

199 



y(M) = 1, falls I C K nicht kompakt ist, verwendet werden. Hadziö 

(C4J,t6J) zeigte, dass in dieser Situation tatsächlich y(co M) = 

= y(M) für alle M.S K g i l t . 

4. Beispiel einer pseudokondensierenden, nichtkompakten Ab­

bildung im nichtlokalkonvexen Raum S(0,1): Wir geben nun eine li­

meskompakte Abbildung auf einer lokalkonvexen Teilmenge des nicht­

lokalkonvexen Raumes S(0,1) an, die den Voraussetzungen von Theo­

rem 2 genügt und die pseudokondensierend ist. Dazu benötigen wir 

zunächst ein c-Nichtkompaktheitsmass. Sei E ein metrischer Vektor­

raum, K£E, HP das System aller beschränkten Teilmengen von co K. 

Wir definieren die bekannte Kuratowski-funktion % : T — > IR 

durch 3f(M) := inf i cT> 0: M hat eine endliche Überdeckung durch 

Teilmengen von E, deren Durchmesser nicht grösser als cT ist 1. 

(M e HP ). Für £ gelten die Eigenschaften (1) aus Definition 4 

sowie zusätzlich, dass %(M) = 0 genau dann gilt, wenn M präkom­

pakt ist. Ferner gilt ?r(A+B) £ \ (A) + ^(B), falls A, B und 

A • B zu ty gehören. Im allgemeinen ist jedoch % kein Nicht-

kompaktheitsmass, denn ^(M) = ^ (co M) (M e OT ) ist nicht gesi­

chert. In normierten Räumen gilt diese Gleichheit bekanntlich und 

dort ist % als "Kuratowskisches Nichtkompaktheitsmass" verwend­

bar. Wir geben nun eine Situation an, wo \ wenigstens Eigen­

schaften (2) aus Definition 4 erfüllt, also ein c-Nichtkompakt­

heitsmass ist. Dazu verwenden wir Resultate von Hadzic« 

Anmerkunp 4 (t4, S. 571): Es seien (E, I II* ) ein paranormier-

ter Raum (s.z.B. C41,151) und K eine beschränkte, konvexe Teilmen­

ge von E, für die ein r>0 existiert, so dass für jedes x <= K - K 

und jedes tc 10,11 gilt: I tx JJ* * rt U x II* . Dann ist für jedes 
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A S K stets ^ (co A ) ^ r 2 * ̂ C A ) . 

Somit ist ^ auf einer Menge K, die die Voraussetzungen von An-

2 

werkung 4 erfüllt ein r -Nichtkompaktheitsmass. Ferner sind sol­

che Mengen K vom Zima-Typ, denn für jedes e -» 0 gilt 

c o ( ( x £ E : I xl*-< | } o ( K - K ) ) < ? { x e E : l x « ^ &} (vgl. I 5 J ). 

Damit sind sie lokalkonvex im Sinne von Definition 7. Wir entneh­

men aus [5J (s.a. 14, S. 343) folgendes Beispiel einer Menge K, 

die die Voraussetzungen von Anmerkung 4 erfüllt. Sei S ( 0 , 1 ) der 

Raum aller (Klassen von) endlichen messbaren Funktionen x: tO,lJ—> 

—*- IR. 

Durch | x | * = / i+i^j} (̂  ( d t ) ( x < s S ( 0 , l ) ) ist eine Paianorm • 

in S ( 0 , 1 ) e r k l ä r t . Mit d ( x , y ) : = »x-yj|* ( x , y € S ( 0 , l ) ) wird ein 

vollständiger metrischer Vektorraum erklärt, der nicht lokalkon­

vex ist. Sei KQ := { x c S ( 0 , l ) : I x ( t )J £ j (t c CO, 1] )1. Dann erfüllt 

K die Voraussetzungen von Anmerkung 4 mit r = 2 ( [ 5 ] ) . Unter Ver­

wendung dieser Menge K gilt: 

Theorem 3. Sei KQ = { x e S ( 0 , l ) : I x ( t ) M j , t €C0,11? £ S ( 0 , 1 ) 

und F:K Q—>
 k ( K ) eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften. 

(1) F = Fx + F2 

(2 ) F i : K
0 — * K0

 se- verallgemeinert -r""kon"tran--erent-, d.h., 

es existiere eine reelle Funktion q ( cc } ß ) mit 0 < q(«: , ß )< A 

und d(F.,x,F1y)s-r q(c* yß ) d ( x , y ) für alle x,ycK mit «c ̂  d(x ,y)-r/J. 

(3) F 2:K o—> k(KQ) ist kompakt. 

Dann ist F bezüglich % pseudokondensierend und.F hat einen Fix­

punkt . 

Beweis: Die Kuratowskifunktion \ ist nach Anmerkung 4 und 

den nachfolgenden Ausführungen ein 4-Nichtkompaktheitsmass auf K . 

Mit bekannten Überlegungen (s.z.B. C173) zeigen wir, dass F 
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% -pseudokondensierend ist. Da K lokalkonvex und konvex ist, 

folgt die Behauptung aus Theorem 2. Sei AfiK nicht relativ kom­

pakt. Dann gilt 3£(A)>0. Mit d(A) bezeichnen wir den Durchmesser 

von A. Es gilt ^(A)-ssd(A). Sei re(0,^(A)) und s ;> 0 mit 

Es existieren endlilch viele Mengen B.s A (i = l,...,m) mit A 9 

£ mKj. B, und d(B4)-£ *(Ä) + e (i = l,...,m). Weiter gilt 
* * "f 1 1 w 

11V 

«Fj(A) £ .U^ F,(Bj). Es seien x und y beliebige Elemente aus B, . 

Im Falle d(x,y)«c r folgt wegen (2) d(F, x ,F,y) < r. Falls d(x,y)^>r 

ist, so folgt aus d(x ,y )c f r ,ri(A)J und (2) sofort d(F.x,F,y) « 

j-tq(r,d(A)) d(x,y) und wegen d(x ,y)-£d(B.) & -\ (A) + e insgesamt 

d(F,x,F1y)d£
: max { r ,q(r,d(A)) ( ̂ (A) + e )] für beliebige x,y* B. 

(i - l,...,m). Dann gilt 3 (F]l(A) ) * max •[ r,q(r ,d(A)) ( £ (A) +6))? 

und aus der Wahl von r sowie e folgt ^(F,(A))< T3C(A). Wegen 

F(A)£F.(A) + F„(A) und der Kompaktheit von F"2(A) folgt schliess­

lich 1 (F(A))< j^,(A). Somit impliziert x (A) il 4 ;r(F( A)) (A£KQ) 

die Kompaktheit von I und damit von F(A). Somit ist F ^ -pseudo-

kondensierend. 

Bemerkung: Die Abbildung F aus Theorem 3 ist damit auch eine 

verallgemeinert kondensierende Abbildung, eine C,-Abbildung und 

eine limeskompakte Abbildung mit nichtleerem Limeswertebereich in 

einem nichtlokalkonvexen- Raum. 
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