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LES FINS CARTÉSIENNES GÉNÉRALISÉES 

SYMÉON BOZAPALIDES 

(Received October 8, 1976) 

On généralise les fins cartésiennes [1] afin de donner un 
construction universelle de la bicatégorie Pseud (II, A) [4]. 

§ 1 . B I M O R P H I S M E S ET F I N S C A R T É S I E N N E S 

G É N É R A L I S É E S 

Soient A une bicatégorie et V une 2-catégorie. 

Définition. Un bimorphisme T : Aop x A -+ V est la donnée 

1. d'une fonction T : Ob AxOb A -> Ob V, 
2. pour chaque objet A de A, d'un morphisme „partiel" 

T(A9 - ) : A - > V ; 
on note 

<pfg : T(A,f). T(A,g) - T(A,fg), V ( f g)e A*, 

VB • 1T(A,B) -> T(A9 IB), VB e Ob A, 

les multiplications et les unités resp, du morphisme T(A9 — ), 
3. pour chaque objet A de A, d'un morphisme „partiel" 

r ( - , A ) : A o p - » V ; 
on note 

q>'° : T(g9 A) . T(f A) - T(fg9 A), V(f, g) e A*, 

1* : lr(BM) -* T(IB9A), VBe Ob A, 

les multiplications et les unités resp. du morphisme T(—9 A). A* et IB désignent les 
couples de flèches composables de A et les flèches „identités" resp. de la bicatégorie A. 
De plus, on impose que 

T(X, B') . T(A9 fi) = T(A'9 fi) . T(k9 B) 

pour tout couple de 2-cellules de A 
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Exemples. 1 °. Soit A une 2-catégorie; alors un 2-foncteur 

r : A o p x A - V 

est un cas particulier de bimorphisme. 
2°. Un bimorphisme lop x 1 — V, est un couple de monades commutatives sur un 

objet V: 
TT » T'T, 

nT'=T't\, Tn' ~n'T9 

\iT = 7>, Ty! = n'T. 

3°. Soient F9 G : A -* B deux morphismes de bicatégories; alors 

B(F(_), G(_)) : Aop x A - Cat 

est un bimorphisme. C'est l'exemple typique. 
Soient T : Aop x A -* V un bimorphisme et X un objet de V. 

Définition. Un quasi-wedge projectif de base T et de sommet X est une collection 
de flèches de V 

{coA:X->T(A9A)}Ae0bA 

et de 2-cellules de V 
{œf : T(d0ff) . cof -» T(f9 dj) . cof}feFlA 

de façon que 
Q^i) Pout objet A de A le diagramme suivant commute 

T(A.A) 

ҺЄ. 

<>>iA °1A -o>A = n • <»A> 
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QW2) Pour toute 2-cellule A : / -» g : A -» B de A fe diagramme suivant commute 

TCA.Ä) т(в,в) 

Í.Є. 

cog o F(A, A) . coA = JT(A, 5 ) . coB o coy ; 

ô ^ ) Pour tout couple de flèches composables A -̂ > 2?--V C de A le diagramme 

suivant commute 
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i.e. 
цfi1. coc o T(f, C ) . и , o T(A,g) . (ûf = oзlf o ç)#/ . <aл. 

Par exemple un quasi-wedge projectif de sommet X et de base le 2-foncteur T : Aop x 
xA-*V(A-= 2-catégorie) [1] est un cas particulier de la notion çi-dessus. 

Soient {œA9 œf} et {aA9 af} deux quasi-wedges projectifs de base T : Aop x A -+ V 
et de sommet X. 

Définition. Une modification de {œA9 (of} vers {aA9 af} est une collection de 2-cellules 

{mA : œA -» aA}Ae0bA 

telle que le diagramme suivant commute 

T(A.A) т(в,в) 

T(A.B) 

i.e. 

af o T(A9f) . mA = T(f B).mBoœf. 

Définition. Le quasi-wedge projectif {œA9 (of} de base le bimorphisme^T : Aop xA~> 
—> Vet de sommet Xest dit fin cartésienne généralisée projective si9 pour tout quasi-wedge 
projectif{aÂ9 af} de même base et de sommet X\ il existe une seule flèche a : X' -+ X 
telle que 

\mA . a -= aA9 V^4€06A, 

\(of.a^af9 V/eF/A, 

et si9 deplus9 toute modification {mA} de {aA9 af} vers {aA9 af} induit une seule 2-cellule 
m : a ~* e (o* est induite par {aAf af}) telle que 

mA.m == mA9 y A e ObA. 

Dans ce cas on écrit Cart - J T(A, A) = X. 
A 
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Remarque. Si on renverse le sens des 2-cellules (of,<rf, etc.,... dans les définitions 
ci-dessus on obtient une notion duale de fin cartésienne généralisée, notée 

d 

Cart - J F(A, A). 
A 

Si on suppose que les 2-cellules a)f9 ef, etc., ... sont des identités, alors on obtient 
e 

une notion de fin cartésienne généralisée, notée Cart — j" T(A9 A). 
A 

Exemples. 1°. La fin cartésienne définie dans [1] est un cas particulier de la notion 
ci-dessus. 

2°. Soient 
T: Aop-> W, 5 :A-> V 

deux morphismes et 
O :WxV-»B 

un 2-foncteur; alors la cofin cartésienne généralisée du bimorphisme 

A o p x A ^ W x V - i B 

est appelée Q-produit de T et S, notée 
A 

I08= Cart - J O (FA, SA); 

2.) W = V, et V est à Cat-produits, 

0 ( _ , . ) = - ® - :VxV->V. 

2b) W = Cat et V est à tenseurs, 

O ( - , - ) = - x - :CatxV-> V. 
3°. Soient 

_T:A-+W, 5 : A - > V 
deux morphismes et » 

{ . , . } : W o p x V - 4 B 

un 2-foncteur; alors la fin cartésienne généralisée du bimorphisme 

A°PxA-^^W o p xVi^ lB 

est appelée { }-hom de T vers S: 
u 

{Ti 5} = Cart - J {TA, SA}, 
A 

3.) W = V et V est 2-cartésienne fermée, 

{_, _} = (_)<_) :VopxV-»V. 
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3t») W ** Cat et V est à tenseurs: 

Зc) W - V et 

{_,_} = ( _ ) ( - ) : CaťpxV -+ V. 

{_,_} = V(_,_):Vo pxV-+Cat. 

§2. EXISTENCE DE FINS GÉNÉRALISÉES 

Soient T: Ao pxA-* Cat un bimorphisme et QF(T)la catégorie qui a comme objets 
les couples 

(D X — (v*_4L4eoftA> 1 X /}/6F/A)> 

où xA est un objet de T(A9 A) et xf est un morphisme dans T(d0f> ôxf) de T(ô0f, f) (xdo f) 
vers T(f, di/)(*d,/) d e faÇ°n que: 

i) pour tout couple de flèches composables A -A- _B-̂ > C de A le diagramme suivant 
commute 

9A
f
A(x

A) 
gA(*f) 

9A
fB(XB)= fC%CXB)-^L- fC9C(Xc) 

(фgf)x; •A (Фg f) 

( g f ) A ( x

A ) 
<gf 

xc 

(GF) C (x c ) 

ii) pour toute 2-cellule k :/-+ g : _4 -* B de A, le diagramme suivant commute 

д A ( x a) 
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iii) pour tout objet A de A le diagramme suivant commute 

OA^AM 

OAУW 

On a posé pour simplifier l'écriture 

T(A,g) = gA9 T(f,B)^gB, T(X,A) = XA, T(B,X) = kB, etc. 

Un morphisme dans QF(T) de l'objet (1) vers l'objet 

Y = ( f e U o M . {yf}feFlA) 
est une famille 

{mA : xA -» yA}AeObA 

telle que le diagramme suivant commute 

fA(mд) 

f B ( m в ) 

pour toute flèche f: A -> B de A. 
Alors il est facile de voir que QF(T) est une catégorie; on a les foncteurs projections 

définis par 
prA:QF(T)-+nA,A) 

[/^(WlUOi.ííXyJ/eF.A) = XA 

et les transformations naturelles 

prf : T(A,f) . prA -+ T(f, B) .prB, f:A-> B, 
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définies par 
(Prf\{xc).i**V ** x* :SA(XA) -+fB(xb). 

Le lecteur vérifiera que le système {prA9prf} est la fin cartésienne généralisée de 2 

APPLICATIONS 

1. Soient F, G : A -» B deux morphismes de bicatégories et 

B(F(_),GQ):Ao pxA->Cat 
le bimorphisme associé. 

Dans ce cas les objets de QF(B(F(_), G(_))) sont les familles de flèches-de B 

{aA:FA-*GA}Ae0hA 

et de 2-cellules de B 
{af : G/. adof -> adf . Ff}feFlA 

telles que 
i) pour tout A —> B -%• C dans A, le diagramme suivant commute 

_£L 

GC 

ii) pour A :/-+ g : A -* B dans A, le diagramme suivant commute 

Ff * 

FB 
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iii) pour tout A e Ob A, le diagramme suivant commute 

VA 

ҒOA) 

GA 

/y 
V 
T - GA 

Enfin les morphismes de QF(B(F(_), G(_))) sont les familles de 2-cellules de B 

{mA : aA -> <rA}Ae0bA 

qui font commuter les diagrammes de la forme 

Donc 

c'est-à-dire 

Ғf 

Gf 

°BІÏÏ^TA 

<2F(B(F(_), G(_))) = Pseud (A, B) (F, G) [4], 

Pseud (A, B) (F, G) = Cart - J B(F4, GA). 
A 

2. Soit M : lop x 1 -» Cat un bimorphisme, i.e. un couple de monades commutatives 
sur une catégorie A (v. ex. 2, § 1). 

Or 
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Alors la catégorie QF(M) a comme objets les couples (a9 h)9 où a eOb A et h: Ta 
-> T9a9 de façon que les diagrammes suivants commutent 

T2a 

f*T 

Ta 

Th TT'a=T'Ta T'h 
T'2a 

|H Г 

-T'a 

H) 

/i, /*' et «, ri étant les multiplications et les unités des monades F et T respecitvement. 
Un morphisme dans QF(M) de (a, h) vers (b, k) est un morphisme / : a -> b de A 

tel que 

En d'autres termes 

Cart- JM(1, 1) = Alg(Id)9 

où Alg(Id) désigne la catégorie des algèbres par rapport a la loi distributive 

Id : JT ' ^ T T [3]. 

Par exemple si 7" est la monade identique sur A9 on a 

A/g(/d) = Alg(T). 
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Théorème d'existence de fins cartésiennes généralisées 

Une 2-catégorie V admet des fins cartésiennes généralisées projectives dès qu'elle 
possède des objets commas et Cat-limites projectives. 

Par exemple, les 2-catégories Cat, ^f-Cat, Cat (E), Fib (B), Ord, etc., [2] sont à fins 
cartésiennes généralisées. 

Preuve. Soit T : Aop x A -> V un bimorphisme. 
Pour tout couple de flèches composables A^->B-1* C de A, on construit le cône 

suivant 

(Tgf)A<gђc) ( f A ' f B ^ B ' 3 c ; 

•T(A,C; 

OÙ'-/A>SB, etc. sont les abréviations des T(A,f), T(g>B), etc. 

(a,t>) 
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désigne l'objet comma des flèches a et b respectivement, y et x sont les flèches induites 
pat les 2-cellules 

<Pgf - Pgc • Pi ofc o mgmgc .P2ogA. mfA^fB . P! 
et 

m(gf)A,(0f)c • <rV -P(9f)A 

respectivement et enfin X est le Cat-produit fibre de x et y. D'une manière analogue 
on construit pour toute 2-cellule k:f -* g : A -> B de A et pour tout objet A de A, 
des cônes dont les bases sont 

et 

т(g.в> 

T(A A); 

т(AJñ) TOд.A) 

T(A.A) 

respectivement, et ensuite en prenant la Cat-limite projective de tous ces cônes on 
trouve la fin cartésienne généralisée désirée. 

§3. LA BICATÉGORIE RELATIVE Pseud (I, A) 

Dans ce paragraphe on réalise le but de ce travail, c'est-à-dire on utilise les fins 
cartésiennes généralisées afin d'enrichir la structure de la bicatégorie Pseud (I, A). 

Pour la notion de bicatégorie relative à une 2-catégorie multiplicative V, le lecteur 
est envoyé à [2]. 

Considérons donc une bicatégorie I et une V-bicatégorie A, ou V est à fins carté
siennes projectives généralisées. 

Pseud (I, A) a alors comme objets les morphismes de I vers la bicatégorie | A | 
sous-jacente à A [2], tandis que pour S,TeOb Pseud (I, A) l'objet Pseud (I, A) (5, T) 
est donné par la fin cartésienne projective généralisée suivante 

Pseud(I, A) (S, T) = Cart - J A(6Y, 77) 
i 

Le lecteur vérifiera à l'aide de la propriété universelle des Cart — J que les données 
précédentes s'organisent à une V-bicatégorie, notée Pseud (I, A). 
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Proposition 3.1 Pseud (_, _) : (Bicatm)op x V-Bicatui -> V-Bicatui es un bifoncteur 
tel que 

| Pseud (I, A) | -2» Pseud (I, | A |). 

La construction précédente nous permet de relativiser la notion de quasi-limite [4], 
Ainsi, une V-bicatégorie A est à V-quasi-limites projectives si pour toute bicatégorie I, 
l'homomorphisme relatif diagonal Ât : A -» Pseud (I, A) admet un V-quasi-adjoint 
à droite, i.e. s'il existe un morphisme relatif QLï de Pseud (l, A) vers A et des trans
formations V-quasi-naturalles [2] n : IdA => QLï. Âv et e : Ar. QLj => IdPseud(hA) 

telles que 
A! = s . Aj o Aj. n9 QLj = QLï .Bon . QLl. 

Dans le cas par exemple des Cat-bicatégories ( = bicatégories ordinaires) on retrouve 
les quasi-limites projectives de GRAY [4]. 
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