Archivum Mathematicum

Syméon Bozapalides
Les fins cartésiennes généralisées

Archivum Mathematicum, Vol. 13 (1977), No. 2, 75--87

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/106961

Terms of use:
© Masaryk University, 1977
Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to

digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/106961
http://project.dml.cz

ARCH. MATH. 2, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS
XII: 75—88, 1977

LES FINS CARTESIENNES GENERALISEES

SYMEON BOZAPALIDES
(Received October 8, 1976)

On généralise les fins cartésiennes [1] afin de donner un
construction universelle de la bicatégorie Pseud (II, A) [4].

§1. BIMORPHISMES ET FINS CARTESIENNES
GENERALISEES

Soient A une bicatégorie et V une 2-catégorie.

Définition. Un bimorphisme T : A°® xA — V est la donnée
1. d’une fonction T : Ob AxOb A - Ob V,
2. pour chaque objet A de A, d’un morphisme ,,partiel*
\ T4, -):A->V;
on note
0rg:T(4,1). T(4,8) > T(4,/8), v(f, g €A*,
N : IT(A,B) hd T(A, IB),VBE Ob A,
les multiplications et les unités resp. du morphisme T(A, —),
3. pour chaque objet A de A, d’un morphisme ,,partiel*
T(—,A):A® > V;
on note
@’ : T(g, 4) . T(f; A) = T(fg, 4), ¥(f, 8) € A*,
n® : 114y = T, A),VBe Ob A,
les multiplications et les unités resp. du morphisme T(—, A). A* et I, désignent les
couples de fléches composables de A et les fléches ,,identités* resp. de la bicatégorie A.
De plus, on impose que '
T, B).T(A, p) = T(A', n). T(A, B)
pour tout couple de 2-cellules de A
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Exemples. 1°. Soit A une 2-catégorie; alors un 2-foncteur
T:AxA -V
est un cas particulier de bimorphisme.
2°. Un bimorphisme 1°° x1 — V, est un couple de monades commutatives sur un

objet V:
IT' =T'T,

nT'=Tn, Tn =nT,
uT’ =Ty, Tw =T

3°, Soient F, G : A - B deux morphismes de bicatégories; alors
B(F(.), G(_)) : A°®*x A — Cat

est un bimorphisme. C’est 'exemple typique.
Soient T': A x A — V un bimorphisme et X un objet de V.

Définition. Un quasi-wedge projectif de base T et de sommet X est une collection

de fleches de V .
{‘DA : X > T(A, A} scova

et de 2-cellules de V
{w;: T@of.f) . w; = T(f, 0,f) . ©s}scria

de fagcon que
OW,) pout objet A de A le diagramme suivant commute

ie.
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OW2) pour toute 2-cellule A :f —+ g : A — B de A le diagramme suivant commute

T(A.R) 7®,8)

ie.
w,0T(A, ). w4 = T(A, B). wgo w;;

OW5) pour tout couple de fléches composables A-L> B 2> C de A le diagramme

suivant commute
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i.e.
‘paf.mcoT(_f,C).w'O T(A,g).wf = w”o(p”.wA.

Par exemple un quasi-wedge projectif de sommet X et de base le 2-foncteur 7' : A°P x
x A - V (A = 2-catégorie) [1] est un cas particulier de la notion ci-dessus.

Soient {w,, w,} et {5,, o,} deux quasi-wedges projectifs de base T: A®?x A - V
et de sommet X.

Définition. Une modification de {w4, »,} vers {c 4, 6} est une collection de 2-cellules

{my:04> 04} 4c00a

telle que le diagramme suivant commute

X
o] -— ——a\ 0
TR
T(A.A) \“if_/ T(8.B)
Y
f

T(A.B)

ie.
afO T(A,f).mA = T(_f,B).mBO(Df.
Définition. Le quasi-wedge projectif {w,, w,} de base le bimorphisme:T tAP XA

— V et de sommet X est dit fin cartésienne généralisée projective si, pour tout quasi-wedge

projectif {64, 6} de méme base et de sommet X', il existe une seule fléche ¢ : X' - X
telle que

w,.6=06,, VAeObA,
(J)f 0 =0y, VfEFlA

et si, de plus, toute modiﬁcatton {m,} de {04, o,} vers {a,, 0} induit une seule 2-cellule
m : ¢ — o (o est induite par {c,, a,}) telle que

w,.m=m, VyYAecODbA.

Dans ce cas on écrit Cart — | T(A, A) = X.
A
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Remarque. Si on renverse le sens des 2-cellules w, o, etc., ... dans les définitions
ci-dessus on obtient une notion duale de fin cartésienne généralisée, notée

d
Cart — | T(4, A).
A
Si on suppose que les 2-cellules w,, o, etc., ... sont des identités, alors on obtient

e
une notion de fin cartésienne généralisée, notée Cart — j T(A, A).
A

Exemples. 1°. La fin cartésienne définie dans [1] est un cas particulier de la notion
ci-dessus.
2°. Soient
T:A®” >W, S:A-V
deux morphismes et
O:WxV->B

un 2-foncteur; alors la cofin cartésienne généralisée du bimorphisme

APxA T wxv S B

est appelée O-produit de T et S, notée
TOS = Cart — fo (TA, SA);
2) W =YV, et V est 4 Cat-produits,
0(L,.)=—-®—:¥V¥xV -V,
2,) W = Cat et V est a tenseurs,

O(L,.)==x—:CatxV >V,
3°. Soient
T:A-> W, S:A-V
deux morphismes et oo
{_, -} :WPxV->B

un 2-foncteur; alors la fin cartésienne généralisée du bimorphisme
APx ALY woexv il g
est appelée { }-hom de T vers S:
(T, S} = Cart — Aj (T4, sS4},

3,) W = V et V est 2-cartésienne fermée,

(L, 2} =) :VPxV 5V,
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3,) W = Cat et V est 2 tenseurs:

{-y -} =()):Cat?xV > V.
{, -} =V(_,): V®xV - Cat.

§2. EXISTENCE DE FINS GENERALISEES

Soient T : A°’ x A — Cat un bimorphisme et QF(T) la catégorie qui a comme objets
les couples

m X = ({x}ucova> {xf}feFlA)’

ol x estun objet de T(4, A) et x ; est un morphisme dans T, 1, 0. f) de T(0of; f) (X5, )
vers T(f, 0,f)(x,,s) de fagon que:

i) pour tout couple de fleches composables 42> B-%> C de A le diagramme suivant
commute

IR A) gA(xf) gAfB(xB) . ngB(xB) ____(__g\)__. ngC )
(‘pg f)x A (wgf)xc
@ ap) Xgf - )

;j)“pour toute 2-cellule A : f— g: 4 — B de A, le diagramme suivant commute

(RA)X
fakp) -A - 9, (*a)

Xg Xg

("B)xa

s B - gB(xb)



iii) pour tout objet 4 de A le diagramme suivant commute

()
Xp (‘ A)AO< A)

@A), ‘ / '
A

()  xa)

On a posé pour simplifier I’écriture

T(A’ g) = 84> T(f; B) = gBa T(}‘s A) = A’A’ T(B, }‘) = }‘B’ etc. ...
Un morphisme dans QF(T') de I'objet (1) vers I'objet

Y= ({yA}AeObAa {yf}feFlA)
est une famille

{myix,— VaJacova

telle que le diagramme suivant commute

fa(p) ) () > fa¥p)
X vy
o : =

f ( B) fB(mB) fB(yB)

pour toute fléche f: 4 — B de A.
Alors il est facile de voir que QF(T) est une catégorie; on a les foncteurs projections

pra: QF(T) - T(4, 4)
définis par

{p'tA({xB}BEObA{xf}feFlA) = X4
Pra{imalacosa = my

et les transformations naturelles

P"f:T(Agf)-P"A—’T(f;B)-P"B, f:4 - B,

81



définies par
(Priixey xoh = X5 Ja(x) = fB(x,).

Le lecteur vérifiera que le systeme {pra, pry} estla fin cartésienne généralisée de 1

APPLICATIONS

1. Soient F, G : A > B deux morphismes de bicatégories et
B(F(-), G(.)) : A" x A - Cat
le bimorphisme associé.
Dans ce cas les objets de QF(B(F(-), G(_))) sont les familles de flecches-de B

{o4:FA > GA}4copa
et de 2-cellules de B

{o,:Gf .55 = 055 Ff}reria
telles que

i) pour tout 4 2> B-Z> C dans A, le diagramme suivant commute

FA—FEl _Fg

Gg G
gf —
Gt Pt~ 6g
GC

if) pour 2:f—g: 4 - B dans A, le diagramme suivant commute

I~
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iii) pour tout 4 € Ob A, le diagramme suivant commute

n
//’——__\
AT //n A FA

Flig) J

Enfin les morphismes de QF(B(F(_), G(_))) sont les familles de 2-cellules de B

{mA 104 EA}AGObA _

qui font commuter les diagrammes de la forme

FA

Ff
% (=19 (%
A mp A
GA o

Donc
QF(B(F(.), G(.))) = Pseud (A, B) (F,G)  [4],
C’est-a-dire

Pseud (A, B) (F, G) = Cart — | B(FA, GA).
A

2. Soit M : 1°°x1 — Cat un bimofphisme, i.e. un couple de monades commutatives
sur une catégorie 4 (v. ex. 2, § 1).

(D)
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Alors la catégorie QF(M) a comme objets les couples (a, h), ohaec ObAet h: Ta —
— T’a, de facon que les diagrammes suivants commutent

T2a h TT'a=T'Ta h T2a
BT ' Ky
Ta h Ta
ii)
a »Ta
1h
Ta

U, 1’ et n, n' étant les multiplications et les unités des monades T et T’ respecitvement.
Un morphisme dans QF(M) de (a, h) vers (b, k) est un morphisme f:a — b de 4
tel que

Ta T - Tb
h k
Ta 71 >T'b

En d’autres termes
Cart —j‘M(l, 1) = Alg(Id),
ou Alg(Id) désigne la catégorie des algébres par rapport 4 la loi distributive
:TT7'>T'T [3]
Par exemple si 7" est la monade identique sur 4, on a
Alg(Id) = Alg(T).
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Théoréme d‘existence de fins cartésiennes généralisées

Une 2-catégorie V admet des fins cartésiennes généralisées projectives dés qu’elle
- posséde des objets commas et Cat-limites projectives.

Par exemple, les 2-catégories Cat, %-Cat, Cat (E), Fib (B), Ord, etc., [2] sont a fins
cartésiennes généralisées.

Preuve. Soit 7: A°®®* x A — V un bimorphisme.

Pour tout couple de fléches composables 4--> B-2> C de A, on construit le cone
suivant

ou: fy, g2 etc. sont les abréviations des 7T(4>f), T(g; B), etc.

(@&.b)

Py Pp
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. désigne I’objet comma des fléches a et b respectivement, y et x sont les fleches induites
pat les 2-cellules _
(p"f 'Pac .P2 ofcomga’g‘. .P2 084 -My, ¢B -Pl
et

Migp)aene - Par - Pana
respectivement et enfin X est le Cat-produit fibré de x et y. D'une maniére analogue

on construit pour toute 2-cellule A:f— g : 4 - B de A et pour tout objet 4 de A,
des cOnes dont les bases sont

/T(/Lf)\ 7(%,8)

T ™

T(A,A)\\.f\i)ll//T(A,B) @ 7(8.8)
T(A.Q) 7@.8)

et

T(a.8) lnA T Y nA l N T (a,A)
N v h -

TR T(1a:A)

respectivement, et ensuite en prenant la Cat-limite projective de tous ces cOnes on
trouve la fin cartésienne généralisée desirée.

§3. LA BICATEGORIE RELATIVE Pseud (I, A)

Dans ce paragraphe on réalise le but de ce travail, c’est-a-dire on utilise les fins
cartésiennes généralisées afin d’enrichir la structure de la bicatégorie Pseud (I, A).

Pour la notion de bicatégorie relative a une 2-catégorie multiplicative V, le lecteur
est envoyé a [2].

Considerons donc une bicatégorie I et une V-bicatégorie A, ou V est a fins carté-
siennes projectives généralisées.

Pseud (I, A) a alors comme objets les morphismes de I vers la bicatégorie | A |
sous-jacente a A [2], tandis que pour' S, T € Ob Pseud (I, A) I'objet Pseud (I, A) (S, T)
est donné par la fin cartésienne projective généralisée suivante

Pseud (I, A) (S, T) = Cart — [ A(Si, Ti)

Le lecteur vérifiera a I'aide de la propriété universelle des Cart — | que les données
précédentes s’organisent 3 une V-bicatégorie, notée Pseud (I, A).
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Proposition 3.1 Pseud (_, _) : (Bicat"y? x V-Bicat'") — V-Bicat" es un bifoncteur
tel que

| Pseud (I, A) | => Pseud (I, | A |).

La construction précédente nous permet de relativiser la notion de quasi-limite [4].
Ainsi, une V-bicatégorie A est a V-quasi-limites projectives si pour toute bicatégorie I,
’lhomomorphisme relatif diagonal A;: A — Pseud (I, A) admet un V-quasi-adjoint
a droite, i.e. s'il existe un morphisme relatif QL; de Pseud (I, A) vers A et des trans-

<~
formations V-quasi-naturalles [2] n:Id, = QL;. 4y et ¢:4;. QL= Idpgeuaqr, a)
-« -«

telles que
AI=8.AloA1.n, QLI=QLI.80n.QLI.
-« « <«

Dans le cas par exemple des Cat-bicatégories (= bicatégories ordinaires) on retrouve
les quasi-limites projectives de GRAY [4].
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