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TRANSFORMATIONEN DER LOSUNGEN
VON SYSTEMEN MIT GEGEBENEM
ELEMENT DER MATRIX K(t)

STANISLAV TRAVNICEK, Olomouc
(Eingegangen am 7. Mai 1976)

In den Arbeiten [17] und [2] befaBte sich der Autor mit linearen Transformationen
von Losungen y(t), Y(T) zweier Systeme homogener linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung

yi=bt)y Y, =B(T)Y
® ¥ = )7, Y, = CT) ¥, )
mit b, ¢ € Co(j), B, C € Cy(J), in der Form
¢y (AY =) y(1) = K(t) Y[Z(1)].

Fiir die Matrix K(¢) und fiir die Anfangswerte-Matrix K, benutzen wir die Schreib-

weise
a(t) B() (“o ﬂo)
K(t) = , K, = .
® <v(t) o) =\ &
Es wird angenommen, daB die Funktion Z(¢) ein Intervall i = j auf ein Intervall

I = J und dabei einen gegebenen Punkt ¢, € i auf einen gegebenen Punkt Ty(= Z,) €
€ I abbildet, Z € C,(i), Z'(t) # 0 auf i; «, B, y, 6 € C,(i). Wir betrachten ein System

o = —C[Z] Z'() B + b(t)y

@ P =-BZ®]Z'()a +b(1) 6
Y =c(t)a - =C[z®)] Z'(t) 6
& = c(t) B — B[Z()]'(t) y.

In [1] und [2] betrachtete man auch Spezialfille der Transformation (1) insbe-
sondere wenn irgendein Element der Matrix K() identisch verschwindet (sog. Trans-
formationen vom Typ A4,, 4s, A, bzw. A4;).

Wir gehen von der gegebenen Funknon o € C,(i) aus. Bekanntlich, falls fir alle
Y € (A) ein y € (a) so besteht, daB (1) gilt, dann geniigen die Elemente der Matrix K(¢)
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mit der Funktion Z(¢) dem System (2). Mit Hilfe dieses Systems sind wir nun in der
Lage weitere Elemente der Matrix K(¢) auszudriicken und eine Beziehung fiir die
Funktion Z(t) abzuleiten.

Es werden zunichst folgende Voraussetzungen eingefiihrt:

(P): ZeCyi), Z(t) # 0 auf i, Z() = I < J, be C,'j), ce Cy(j), Be C,()),
Ce Cy(J), b(t) # 0 auf i, C(T) # O auf I. |

Der Einfachheit halber wird im weiteren das Argument ¢ ausgelassen.
Aus der ersten Gleichung (2) folgt

@ ' y=2 s L8 g

aus der dritten Gleichung (2) folgt

und Einsetzen von (3) liefert dann

_L1(y @7z _ Z"> _1 '___1,“_("__”'_ _ )
4 6= b( 5 @) p B bﬂ @) Z o e bea |.

Aus der zweiten Gleichung (2) folgt

® 6= (8 + BZ)Z%).

Der Vergleich von (4) mit (5) ergibt

, 1(b @z z'\, _
@ vz (5 R )

1

_ _W( -+ (@)@ 27 - bo) )

Durch die Methode der Variation der Konstanten erhilt man
b 1
b C(z) \/| Z|

mit : ‘:'
v [ (- ot sz
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woraus nach Ausfithrung der Integration, Abinderung und Einsetzung in (7)

) h= \/ C(Z) \/|Z’ [ .[Zb \/{ (2 t \/[E'—'Sgn bez’x

x<a" - —I;—a + (B(Z2)C(Z2)Z"* - be) a)dt]

mit m als Integrationskonstante folgt. Die funktionen y, é erhilt man dann unmit-
telbar aus der ersten, bzw. zweiten Gleichung (2) und aus (8):

) =@ +C@ZP),  pe®)

(10) o= —b—(ﬁ’ + B(Z)Z'a), PBe(®).

Durch Einsetzen von (8),.(9), und (10) in die vierte Gleichung von (2) wird eine
Bedingung gewonnen, die von der Funktion Z notwendig erfiillt wird (zur Abkiirzung
wird in der Schlufiform der Bedingung fiir B nicht eingesetzt)

202)Z(~{Z,t} + Q(Z) 27 — q,) B — " +
) _3_<_b'_ c@z . Z”)a,, N

2\ T 7

( —2q, + 3(B(2)C(2)Z"* + bc) — 3 b (% + %))a+

)

+ (B(z) C(2)Z”? - B(2)C(Z)Z" + bc' — b'c — —;—(B(Z) C(2)Z'* - be)x
x4 - caz .Z_)) ~o.

Wir schreiben

)= —p gy ’;',((t‘))w(v)c(t),

_1.¢T) , 3 CHT)
0= rem T

+ B(T) C(T).

Es seien o, Y, die Anfangswerte der Lésungen y, ¥ im Punkt ¢, bzw. T ; K, soll so
gewihlt werden, daB y, = K,Y, gelte. Dann ist aus (9) unter der Voraussetzung
Bo # 0, Yo # ag/by (by steht hierbei fir b(r,) u. 4.)

boyo — ag
12 Zh =200~ %0 o
. "=y (FO
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und aus (8)

(13) m-—-\/i%

Aus (10) folgt By = body — BoZya, und Einsetzen in (6) liefert
(14)

" ’ Z' " b, ’ ’ ’ < f C p
ZO = _—_—0 (0(0 - —B‘o"ao —_ (B()C()ZOZ + bOCO) ao + 2C020b000 - bOﬂO + JM) .
Bo 0 by Co

Damit ist der folgende Satz bewiesen:

V1241 Bo-

Satz 1. Es sei a € C3(i) eine beliebig gegebene Funktion, es gelten die Voraus-
setzungen von (P) und es gebe eine Losung y € (a) zu jeder Losung Y € (A) so, daf (1)
gilt (mit derselben Matrix K(t) und Funktion Z(t)). Es seien weiter U, u solche zwei
entsprechende Lisungen und By # 0, o # 0g/by, O seien beliebige Anfangswerte, fiir
die uy = K,U, ist. Dann ist die Funktion B durch (8), Funktion y durch (9), Funktion &
durch (10) gegeben, die Funktion Z geniigt der Gleichung (11) und es gelten (12), (13),
(14).

Satz 2. Es sei a € C4(i) eine beliebig gegebene Funktion, es gelten die Voraussct-
zungen von (P) und U(T) sei eine Losung von System (A), die auf j durch die Anfangs-
bedingung U(T,) = U, definiert wird. Es sei weiter m eine belicbige Konstante, die
Funktionen B, y, 6 seien mit Hilfe von (8), (9), (10) gegeben und die Funktion Z(t)
geniige auf i der Gleichung (11) und den Anfangsbedingungen Z(t,) = Zyo(= Ty),
Z'(ty) = Zy, Z'(ty) = Zg, Wo Z§y # 0, Z; gegebene Zahlen sind. Dann ist die durch
die Gleichung

(15) u(t) = K(t) U[Z(1)]

gegebene Vektorfunktion u(t) eine Lisung von System (a) auf i, die durch die Anfangs-
bedingung u(t,) = K U, mit ay = a(ty),

b m 1 ’ ’
(16) 0=\/ -60“ > Yo='b—‘(°‘o+cozoﬁo),
0l v|Zg| 0
. 1 (b, CoZ zg) . 1 ( b 2 )
0g = ———\|5—— - — —————— g — =——0g — (ByCoZqy + byco)
0 2bo (b() Co Z(,) ﬁo bOCOZE) 0 b() 0 ( 0~040 0 0) 0

bestimmt ist.

Beweis: Durch Einsetzen iiberzeugen wir uns, daB die Funktion a(f) mit den
Funktionen B(z), y(¢), 6(¢) aus (8), (9), (10) den ersten drei Gleichungen (2) geniigen.
Durch Anwendung der Bedingung (11) wird auch der vierten Gleichung Geniige
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getan. Nach [1] ist also die durch die Gleichung (15) gegebene Vektorfunktion u(t)
eine Losung von System (a). Die Erfiillung der Beziehungen (16) fiir B, und y, ist
offenbar, bei 6, wenden wir (10), (6) fiir ¢ = ¢, an.

Bemerkung 1. Aus (11) geht klar hervor, daB fiir 2(¢) = 0 die Funktion Z(¢)
notwendig der Gleichung

(22, 491) —{Z,t} + 0:(2) 2% = q:(1)

geniigt (siehe [1], [2]); die Funktionen f(t), y(¢), (¢) aus (8), (9), (10) stimmen natiir-
lich iiberein mit (63) aus [2]. Aus (11) kann man ebenfalls sehen, daB die Umkehrung
der Aussage nicht gilt; ist Z(¢) eine Losung der DG1 (Q,, 4,), so ist die Funktion
o(t) nicht notwendig Null, sondern eine Lésung der DG1

w 3[b czyz  z"\_,
w w3 R )

< 2, + (BZ)C(Z)Z? + be) - > (gﬁcg(%—+ %))a—-

- (B(z) C(2)Z"? - B(Z)C(Z2)Z" + bc' — b'c — —;—(B(Z) C(Z)Z" - be)x

< (- ng).)é - 2_)>a —o.

Bemerkung 2. Die- Gleichung (11) kann auch als Integro-Differentialgleichung
angesehen werden, der fiir eine gegebene Funktion Z(¢) die Funktion a(t) geniigen
soll. Fiir Z(t), die eine Losung der Gleichung (Q,, ¢,) darstellt, geht diese Gleichung
in die DG1 (17) iiber und fiir Z(¢), die keine Lsung von (Q,, ¢,) ist, ist nach Aus-
filhrung der Differentiation von (11) nach ¢ (unter erforderlicher Erweiterung der
Voraussetzungen von (P)) und nach der Elimination von § eine DG1 vierter Ordnung
fiir die Funktion a(t) erreichbar. Sie lautet

(18) A o™ 4 Aja” + A" + Ay + Agx = 0.
Schreiben wir @,(t) = —{Z,t} + 0,(2) Z%, @,(t) = —{Z, t} + 0,(2)Z"?, so

(19) 4, =0, - 4q,,
A3 = "(Qé—'qll)—2<—l‘)5"+"c‘g‘(%%‘ e )(Qz
A; = %‘( l;; C'é(ZZ))Z + ’—”">(Q2 q1) + 4(Q2 - 41) -

— 30, — q1) <2bc +2B(2)C(2) 2% — _g—ﬁc(%z_ _ _’_’_Z_>
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" -0 3 2 b @z vz
Ay < 20291 — 03ay) + —2—(2bc +2B(2)C(2)2"* - T%(%)“ -2 __)x

x(Q2 — q1) — 40, — ‘11)<in Céz)z 9, + 2 g )"+

+ 20, a0( 9D 30 2+ 3 Y sz -

— B(Z)C(Z)Z" - 3B(Z)C(Z)Z'Z" — b'c — 2bc’ — 2B(Z)C(Z) z"‘),

Ao = —;(Q; - q;)(sT'B(Z) @z + 3bc%%z—' +

+3bc g— —2B(Z)C(2)Z" -3B(Z)C(Z)Z'Z" - 2bc’ — B(Z)C(2)Z" — b’c) +

+ 4(02 — 1) (B(2)C(2) Z* + bc) ~ 6(C, — 4.) (B(2) C(2) Z°°Q; — beq,) +
+ 50 - a)((F@ @ + 200 @) + 8D T+

i’((zz)) C(Z)) Z'* + 6b%c? + 2b'c’ + Eb—c +3b-—— -

— 12bcB(Z) C(Z) Z'* + 4B(Z) C(Z2)Z'*Z" + 8B(Z)C(Z)Z'*Z" +

e VAYA Z")

2 cr2

+3

+ 6B(Z) C(Z)Z2"* — 2(2bc’ + b'c) (_c'(z_)“ + >

- 2'I;,'“(zl?(l) C(2)Z2"? + B(Z2)C(Z)Z"? +3B(2)C(2)2'2") —

—4B(Z2)C(2)Z2*Q, - 4bcq2>.

Wir erreichen dasselbe Ergebnis, indem wir das gegebene System (2) unmittelbar
mit der bekannten Methode (vgl. etwa [3], S. 48) auf die DG1 beziiglich a(t) iiber-
fihren.

Bemerkung 3. Ist die Funktion o(f) nicht gegeben, sondern ein anderes Element
der Matrix K(¢), so erhalten wir die entsprechenden Formeln wie folgt: .

Fiir die gegebene Funktion p(t) vertauschen wir in den Formeln (8), (9), (10), (11)
a(t) und B(t), y(t) und &(t), B(T) und C(T), d. h. auch @,(T) und Q,(7).

Fiir die gegebene Funktion y(¢) vertauschen wir in allen Formeln a(f) und y(¢),
B(t) und 6(t), b(t) und c(z), d. h. auch g,(¢) und g,(z).

Fiir die gegebene Funktion (¢) vertauschen wir in allen Formen) a(z) und 6(¢),
B(t) und ¥(t), b(t) und c(t), B(T) und C(T), d. h. auch Q,(T) und Q,(T), q,(¢t) und
7:(0).
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