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ARCH. MATH, 4, SCRIPTA FAC SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS 
XIII: 227—234, 1977 

TRANSFORMATIONEN DER LÖSUNGEN 
VON SYSTEMEN MIT GEGEBENEM 

ELEMENT DER MATRIX K(t) 

STANISLAV TRÁVNÍČEK, Olomouc 
(Eingegangen am 7. Mai 1976) 

In den Arbeiten [1] und [2] befaßte sich der Autor mit linearen Transformationen 
von Lösungen y(t)9 Y(T) zweier Systeme homogener linearer Differentialgleichungen 
erster Ordnung 

fax y'^b(t)y2 tt=B(T)Y2 

( a ) y'2=c(t)yi t2^C(T)Y„ ( A ) 

mit b9 c e C0(j)9 B9 Ce C0(J), in der Form 

(1) (AY=)y(t) = K(t)YtZ(t)l 
Für die Matrix K(t) und für die Anfangswerte-Matrix K0 benutzen wir die Schreib­
weise 

m~\y(t) mr ° = U 80)' 
Es wird angenommen, daß die Funktion Z(0 ein Intervall i a j auf ein Intervall 
I cz J und dabei einen gegebenen Punkt t0 e-i auf einen gegebenen Punkt Tö( = Z0) e 
e I abbildet, Z e Cx(i)9 Z'(t) # 0 auf i; a, ß9 y9 Se Cx(i). Wir betrachten ein System 

<*' - -C[Z(0]Z'(0^ + ft(0? 
(2) ß' = -5[Z(0]Z'(0a +b(t)ö 

y' = c ( 0 a -C[Z(0]Z'(t)5 
&' - c(t)ß-BtZ(ty]'(t)y. 

In [1] und [2] betrachtete man auch Spezialfälle der Transformation (1) insbe­
sondere wenn irgendein Element der Matrix K(t) identisch verschwindet (sog. Trans­
formationen vom Typ Am9 Aß, Ay bzw. As). 

Wir gehen von der gegebenen Funktion a e C3(i) aus. Bekanntlich, falls für alle 
Y e (A) ein y e (a) so besteht, daß (1) gilt, dann genügen die Elemente der Matrix K(0 
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mit der Funktion Z(t) dem System (2). Mit Hilfe dieses Systems sind wir nun in der 
Lage weitere Elemente der Matrix K(t) auszudrücken und eine Beziehung für die 
Funktion Z(t) abzuleiten. 

Es werden zunächst folgende Voraussetzungen eingeführt: 

<P): ZeC3(i), Z'(t) 96 0 auf /, Z(i) = / C / , 4 G C2 / ) , c e Ct(j)9 B e Ct(J), 
C e C2(J), b(t) # 0 of//1, C(T) # 0 an/ /. 

Der Einfachheit halber wird im weiteren das Argument t ausgelassen. 
Aus der ersten Gleichung (2) folgt 

0) • y = T + m z % 

aus der dritten Gleichung (2) folgt 

ð = ( / — coe) 
C(Z)Z' 

« '--i-14—Ҙãř-^V-l-ř-т^í*'-?-^-*-)-

und Einsetzen von (3) liefert dann 

*>V& C(Z) Z - ; p fop bC(Z)Z'V * 

Aus der zweiten Gleichung (2) folgt 

(5) ö = T(ß' + B(Z)Z'a). 

Der Vergleich von (4) mit (5) ergibt 

<to R> l ( b ' C ( Z ) Z ' Z"\R 
<6> ß-Y{-b~--c(Z)~--zT)ß = 

= -2qzr^(a''-^a' + ( ß ( z ) c ( z ) z ' 2 - f c c ) a ) -

Durch die Methode der Variation der Konstanten erhält man 

<7) -4 c(z)IVrzT 
mit 
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woraus nach Ausführung der Integration, Abänderung und Einsetzung in (7) 

(8) '"fel^fř["-W = sgn ЬCZ 'x 
c ( z ) I V|Z'| 

Ja" - -£-«' + (ß(Z)C(Z)Z'2 - bc)«\dt 1, 

mit w als Integrationskonstante folgt. Die funktionen y, S erhält man dann unmit­
telbar aus der ersten, bzw. zweiten Gleichung (2) und aus (8): 

(9) y = l ( a ' + C(Z)Z'/?), /?_(8), 

1 (10) 5 = -i-(/?f + fl(Z)Z'a), /?e(8). 

Durch Einsetzen von (8),. (9), und (10) in die vierte Gleichung von (2) wird eine 
Bedingung gewonnen, die von der Funktion Z notwendig erfüllt wird (zur Abkürzung 
wird in der Schlußform der Bedingung für ß nicht eingesetzt) 

(11) 3 l i ' Č(Z)Z' Z" , „ 
+ -=-(-v-+ \,L + — a" + 

+ 

2C(Z)Z'(-{Z, /} + ß2(Z)Z'2 - q,)ß - a'" + 

_/___ 
2 V b T C(Z) ^ z' 

( - 2 , , + 3(*(Z)C(Z)Z'2 + bc) - 1 - ^ ( < 3 g * + | 1 ) ) « ' + 

+ (Ä(Z)C(Z)Z'3 - _(Z)c(Z)Z'3 + bc' - ft'c - -^(B(Z)C(Z)Z'2 - frc)x 

/*>' c(Z)Z' Z"\\ n 

Wir schreiben 
,_ _ 1 Z"' 3 Z"2 

i Z ' t } " T Z ' ~ 4""_^' 
,•<. - fe"(0 3 b'2(r) _ . w _ 

Es seien >>o» ̂ o die Anfangswerte der Lösungen y, Y im Punkt r0 bzw. T0; K0 soll so 
gewählt werden, daß y0 = K0Y0 gelte. Dann ist aus (9) unter der Voraussetzung 
ß0 * 0, y0 # a0/£*0 (£0 steht hierbei für b(t0) u. ä.) 

(12) z 0 ~ & o y _°T g °(*o) 
coPo 
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und aus (8) 

(13) m = í ° - vTZol/ío-
»0 

Aus (10) folgt ß0 = 60<5o - _80Z0a0 und Einsetzen in (6) liefert 

(14) 

Z ° " - X fa° - TT" ao ~ (ßoCoZ0
2 + V o ) a0 + 2C0Z0Mo - Ä + ^ ^ 

Po \ Do b0 L0 

Damit ist der folgende Satz bewiesen: 

Satz 1. Es sei et e C3(i) eine beliebig gegebene Funktion, es gelten die Voraus­
setzungen von (P) und es gebe eine Lösung y e (a) zu jeder Lösung Y e (A) so, daß (1) 
gilt (mit derselben Matrix K(t) und Funktion Z(t)). Es seien weiter U, u solche zwei 
entsprechende Lösungen und ß0 # 0, y0 # oe0/b0 > <̂o seien beliebige Anfangswerte, für 
die u0 = KoUo &-*• T>ann ist die Funktion ß durch (8), Funktion y durch (9), Funktion ö 
durch (10) gegeben, die Funktion Z genügt der Gleichung (11) und es gelten (12), (13), 
(14). 

Satz 2. Es sei a e C3(/) eine beliebig gegebene Funktion, es gelten die Vorausset­
zungen von (P) und U(T) sei eine Lösung von System (A), die auf j durch die Anfangs­
bedingung U(T0) = U0 definiert wird. Es sei weiter m eine beliebige Konstante, die 
Funktionen ß, y, 8 seien mit Hilfe von (8), (9), (10) gegeben und die Funktion Z(t) 
genüge auf i der Gleichung (11) und den Anfangsbedingungen Z(t0) = Z0(= T0), 
Zf(t0) = Z0 , Z"(t0) = Z0, wo Z0 =?- 0, Zf

0
f gegebene Zahlen sind. Dann ist die durch 

die Gleichung 

(15) u(t) = K(t) U[Z(0] 

gegebene Vektorfunktion u(t) eine Lösung von System (a) auf i, die durch die Anfangs­
bedingung u(t0) = ÄQUo mit a0 = <x(t0), 

(16) ßo = J i - 1 ~^= , ?o = X " («o + C0Z'0ß0), 
V c ° I v | Z o | t>o 

. 1 I b0 C0Z0 Z0 \ 0 " 1 (ff b0 f / D ^ r-,/2 , i \ i 
Oo = -öTT\~h r -Z7)ßo- -T—— ao ~ -r~ao - (#oQZ0 + ^ 0 ) a o 

2&0 \ 5 0 C0 Z 0 / boC0Z0\ h ) 
bestimmt ist 

Beweis: Durch Einsetzen überzeugen wir uns, daß die Funktion a(t) mit den 
Funktionen ß(t)9 y(t), ö(t) aus (8), (9), (10) den ersten drei Gleichungen (2) genügen. 
Durch Anwendung der Bedingung (11) wird auch der vierten Gleichung Genüge 
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getan. Nach [1] ist also die durch die Gleichung (15) gegebene Vektorfunktion u(t) 
eine Lösung von System (a). Die Erfüllung der Beziehungen (16) für ß0 und y0 ist 
offenbar, bei ö0 wenden wir (10), (6) für t = t0 an. 

Bemerkung 1. Aus (11) geht klar hervor, daß für <x(t) =_ 0 die Funktion Z(t) 
notwendig der Gleichung 

(Ö2,qi) ~ { z , r } + ßa(Z)Z'2 =*_.(/) 

genügt (siehe [1], [2]); die Funktionen ß(t)9 y(t)9 ö(t) aus (8), (9), (10) stimmen natür­
lich überein mit (63) aus [2]. Aus (11) kann man ebenfalls sehen, daß die Umkehrung 
der Aussage nicht gilt; ist Z(t) eine Lösung der DG1 (Q2, qi), so ist die Funktion 
a(t) nicht notwendig Null, sondern eine Lösung der DG1 

- (-2,, + 3(S(Z)C(Z)Z" + tc) ~ | 4 (*§*- + !))«• -

- (ß(Z)C(Z)Z'3 - B(Z)C(Z)Z'3 + bc' - b'c - y (ß(Z) C(Z) Z'2 - bc)x 

£ _rør__Ив-0. 
C(Z) Z ' 

Bemerkung 2. Die Gleichung (11) kann auch als Integro-Differentialgleichung 
angesehen werden, der für eine gegebene Funktion Z(t) die Funktion a(f) genügen 
soll. Für Z(t), die eine Lösung der Gleichung (Q2, #_) darstellt, geht diese Gleichung 
in die DG1 (17) über und für Z(t), die keine Lösung von (Q2, qt) ist, ist nach Aus­
führung der Differentiation von (11) nach t (unter erforderlicher Erweiterung der 
Voraussetzungen von (P)) und nach der Elimination von ß eine DG1 vierter Ordnung 
für die Funktion a(t) erreichbar. Sie lautet 

(18) A4a
(4) + A3<xm + A2<x" + Ax(t! + A0x - 0. 

Schreiben wir Q2(t) = -{Z,t} + Q2(Z)Z'2, Qt(t)= -{Z, t} + QX(Z)Z'2, so 

(19) „ 4 - 0 2 - 9 . , 

„I--(ßS-V0-2(^ + -^f+f)(ßa-„>. 

^4(x + ̂ f + f>5-^ + 4^2-^-
- 3(52 - _0(2bc + 2B(Z)C(Z)Z'2 - *L «V* -~~j, 
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At .» 2(QгЧ\ - öí«.) + y (̂ bc + 2ВД C(Z) Z'2 - -£- ̂ g ^ - -£-1^) x 

X(ßa-«i)-4(ß2- í l)(4-ßa + - - ^ 4 i + - ^ í . ) + 

+ 2(ß2 - « . ) ( з b c - ^ | ^ + З b c ^ + 3-£-B(Z)C(Z)Z'2 -

- B(Z)C(Z)Z'3 - Зß(Z)c(Z)Z'Z" - b'c - 2bc' - 2ВД C(Z) Z'3 j , 

Дo = y ( ß 2 - c7І)(з-^ß(Z)C(Z)Z'2 + З b c - ^ ^ + 

+ 3bc -^- - 2ВДC(Z)Z'3-ЗВДC(Z)Z'Z" - 2bc' - ß(Z)C(Z)Z'3 - b'c j + 

+ 4(ß2
2 - .72)(B(Z)C(Z)Z:2 + Ъc) - 6(Q2 - qt)(B(Z)C(Z)Z'2Q2 - Ъcą,) + 

-(ßi " qi)({бB\Z)C\Z) + 2ВДОД + ВД-^g- + 

-C(Z))z'4 

1 
+ У 
+ 3 ^ ^ - C(Z)\ Z'4 + 6b2c2 + 2b'c' + - Ç c + Зb - Ç -

- 12bcB(Z)C(Z)Z'2 + 4ß(Z)c(Z)Z'2Z" + 8ВД C(Z) Z'2Z" + 

+ 6ß(Z)C(Z)Z"2 - 2(2bc' + Ъ'c)fêĘ£j- + Ş " ) -

- 2-£-(2ß(Z)C(Z)Z'3 + B(Z)Ć(Z)Z'г + ЗВДC(Z)Z'Z") -

- 4ß(Z) C(Z) Z'2ß. - 4bcc72 j . 

Wir erreichen dasselbe Ergebnis, indem wir das gegebene System (2) unmittelbar 
mit der bekannten Methode (vgl. etwa [3], S. 48) auf die DG1 bezüglich a(t) über­
führen. 

Bemerkung 3. Ist die Funktion a(t) nicht gegeben, sondern ein anderes Element 
der Matrix K(t)9 so erhalten wir die entsprechenden Formeln wie folgt: 

Für die gegebene Funktion ß(t) vertauschen wir in den Formeln (8), (9), (10), (11) 
a(0 und J8(0, y(t) und 5(0, B(T) und C(T), d. h. auch Qt(T) und Q2(T). 

Für die gegebene Funktion y(t) vertauschen wir in allen Formeln <x(f) und y(t), 
ß(t) und S(t% b(t) und c(f), d. h. auch qt(t) und q2(t). , 

Für die gegebene Funktion 8(t) vertauschen wir in allen Formen) a(0 und <$(*), 
ß(t) und y(0, ft(0 und c(t)9 B(T) und C(T), d. h. auch QX(T) und Q2(T), qx(t) und 
fc(0. 
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