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OBSERVATIONS SUR LINTRODUCTION
D'UNE METRIQUE DANS LE PLAN AFFIN

Le manuscrit du travail trouvé dans les papiers laissés par

A. SADE
(Présenté le 18 Janvier 1977)

La condition d’indépendance de la mesure de I’angle de deux directions quel-
conques de F, de I’ordre de ses cotés revient au fait que l’indicatrice de Finsler
soit obligatoirement une conique a centre. Si cette conique est une ellipse la géo-
métrie de £, est éuclidienne et si elle est une hyperbole, la géométrie correspondante
est minkowskienne.

Le but de cette Note est de démontrer ce que j’ai énnoncé auparavant en utilisant
une propriété caractéristique des coniques a centre, qui sera établie dans la suite.
Dans ce mode on aboutit a définir la mesure de I’angle de deux directions de E,
(qui fut définie premiérement par Finsler) d’une maniére que je considére étre la
plus naturelle du point de vue géométrique.

I

Théoreme. Soit dans un plan un point fixe O et une courbe (C), réguliére, qui ne
passe pas par O. Soit encore deux rayons quelconques (OM,) et (OM,) qui touchent
la courbe (C) dans les points M, respectif M,, et encore N,, N,, les projections des
points M, et My sur ces rayons, faites selon les directions tangentes a (C) dans les
points My, respectif M, (v. la figure). Les coniques non dégénérées, a centre O, sont
les seules courbes qui ont la propriété (1) de parallélisme des droites (M, M,) et
(N1N2).

Démonstration. Soit XOY un repére orthogonal avec le centre dans le point
fixe 0, et F(X, Y) = 0 I’équation de (C), qu’on suppose &tre variété différentiable
de classe C3. En notant M,(x, y) et M,(4, p), ¥' et a les coefficients angulaires
des tangentes 4 (C) en M, et M, respectivement, on a les équations suivantes:

(OM,) Y=—i—X; (OM,) Y=%X;

(M Ny) Y —p=yX—4);
(M,N;) ¥~y =aX — ).
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En intersectant les droites (OM,) et (M, N,) d’un part, (OM,) et (M;N,) d’autre
part, on trouve pour N,; et N, les coordonnées suivantes:

(N,) sz___u—ly” y=y“_"ly_,;
y—xy y—xy

L, y—oax o y—ox

(NZ) X_A”_ai’ Y_“u—al'

En imposant aux droites (M M,) et (NlNz)‘ la condition de parallélisme

ON, _ 0N,

1 Lo L2
0 OM, OM,

et ayant en vue que ces rapports gardent leur valeur par projection sur les axes de
coordonnées, la relation (1) peut &tre mise sous la forme

(2) l‘—)vy’__)"““x

y—xy Bk’

Par considérations de régularité, il résulte qu’il faut avoir
3 B=pu—ad#0

pour toutes les valeurs possibles de A, u, «, ce qui signifie que la tangente & (C)
dans le point M,(4, u) ne passe pas par O. On verra dans la suite que § =0
correspond a un cas singulier.

En faisant en (2) la substitution

(4) zZ =) —ax,
on obtient

dz 2 2 _
®) (xz+l[3)3;—z + p°=0.

11 faut encore imposer la condition que la relation (1) soit vraie pour tout point
M, € C, ce qui revient a éliminer les paramétres A et u de (5) a I’aide des équations
obtenues de (5) par dérivation. Pour ce but on met I’équation (5) sous la forme

(6) xzz' + B? — 22 = —ApZ,

d’ol, par dérivation répétée, on obtient les équations

) x(2')? + xzz" — zz' = —ABz"
et
dz d’z d3z
8 rn " = — " ’ o= " = " p—
®) 3xz'z" + xzz ABz", (z o ? o z —-—dx3
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De (8) et (7) on obtient, par division terme a terme, I'équation différentielle

zm B e SXZ,Z” + xzzm
©) P

z x(z')? + xzz" — zz'

dont la solution générale représente I’ensemble de toutes les courbes (C) qui ont la
propriété (1).
Une premiére intégration de I’équation (9) conduit a I’équation N
(10) Kiz" = [x(z')* + xzz2” — 22’] =0
ou K, est une constante d’intégration. Compte tenu que I’équation (7) a été
obtenue de (6) par dérivation, en intégrant de nouveau, on obtient de (10) ’équation
11 (K, —x2)2' + (2 + K;) =0,
ou K, est une nouvelle constante d’intégration. Maintenant il est facile a voir que
Péquation (11) est linéaire en x’' = 1/z’ et donc, elle peut &tre mise sous la forme
L)
-— z X+ — K, = 0.
z° 4+ K3} z°+ K,

(12) x'

Par conséquent, sa solution générale peut étre écrite dans la forme

(13) Kiz + Kyx = Ky V22 + K,
ou
13 (K — K3) z* + 2K, K,xz + K3x* — K3K, = 0.

Cette équation représente une famille de coniques dépendant de quatre para-
métres K, K,, K; et o, parmi lesquels les trois premiers sont essentiels. Vu que

(14) o= —K3K};  4=K3K3,

il résulte immédiatement que pour K3 =0, on a § = 4 = 0 et donc I’équation
(13") représente une droite double par origine. Cette possibilité est exclue parce
que la courbe (C) ne doit pas passer par 0. De méme, est exclue la possibilité
K, = 0 pour le méme motif.

En revenant avec la substitution (4), I'’équation (13’) peut &tre écrite sous la
forme

(15) F(x,y) = ay;x* + 2a,,Xy + a3,3* — agp =0,
ou
(16) an = (@Kl - K))? — «?K3; a,, = K;K; — a(K} ~ K3);

- K2 2. 2
a;, = Kj — K3; ag0 = K3K,.

Observations. 1° La solution générale (15) de I’équation différentielle (9) re-
présente une famille de coniques a centre (les cas K, = 0 ou K3 = 0 sont exclus).
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Elle est bien déterminée jusqu’a une centre-affinité unimodulaire donnée par la
transformation (4) qu’on peut la mettre dans la forme

, x=x
@) {z =y — ox;
cette transformation ne change pas le genre et la nature des solutions.

2° 1l n’est pas essentiel d’éliminer le paramétre o en méme temps que A et u;
on peut constater qu’en éliminant tous les trois paramétres directement de (2) et
de ses dérivées succesives, on obtient une équation différentielle d’ordre 3, qui
a la forme

17) y(xy' —y) = 3x(y")?* =0,

qu’on peut nommer I’équation différentielle des coniques a centre. En l'intégrant
on obtient la solution générale

(18) (C, + C3CY)x* — 2C3Cyxy + C3y* = C,,

qui représente une famille de coniques non dégénérées de centre O, les cas d’excep-
tion étant obtenus pour C; = 0, ou pour C, = 0, quand on obtient des paraboles
dégénérées.

3° On peut montrer que I’équation (13’) peut représenter toute conique qui
a le centre en origine. En effet, étant donnés trois nombres b,,, 2b;, et
byy(by1bas — b2, # 0) qui sont les trois coefficients essentiels de I’équation d’une
conique a centre O, le systéme résultant par identification

Kf -Ki= bquKz; KK, = b12K§Kz; K% = b3,K3K;;
(K, #0; K;#0)
est toujours compatible, & solution unique,
bia g o b g
bfZ - b11b22 bfz - b11b22 bfZ - b11b22

4° Réciproquement, si on considére une conique quelconque, non dégénérée,
le centre étant situé dans 'origine, on peut constater que pour toute paire de
directions par O, (OM,) et (OM,), les droites (M, M,) et (N,;N,) sont paralléles;

par conséquent, c’est une propriété caractéristique des coniques non dégénérées,
a centre.

1

II

Dans la suite on va montrer comment en vertu des questions établies auparavant
on peut introduire la métrique angulaire et la métrique des longueurs dans le
plan affin. Vu que le groupe des translations n’altére pas les conclusions qui seront
faites, on considére que tout point du plan est soumis seulement aux transforma-
tions (non singuliéres) appartenant au groupe centre-affin G3.
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Une direction orientée du plan sera représentée par une demi-droite portée par
origine. Un couple de directions orientées définira un angle. Sa mesure sera définie
comme une fonction de ses directions, indépendante de I’ordre de ces directions
et invariante aux transformations de G3.

Considerons une indicatrice (C). A deux directions (d;) et (d,) correspondent
deux points M, et M, (v. la figure). En projetant les points M, et M, sur les
cotés opposées de I’angle, selon les directions tangentes & (C), on construit les
points N,, N,.

Maintenant on défine la mesure de I’angle des directions (d;) et (d,), par le
rapport

ON
(19) mes | (dl’ dz) = ‘5*]‘4—1 .

1

Pour que cette mesure soit indépendante de I’ordre des directions, c’est-a-dire
mes < (dy, d;) = mes « (d;, dy),

il faut que la relation (1) ait lieu. Il résulte alors, en vertu des questions établies
en I, que Pindicatrice (C) doit étre une conique a centre, dont I’équation sera
écrite sous la forme

(20) g11x% + 281,xy + 8220 =1, (82, — 811822 # 0).

Maintenant il nous reste & démontrer que cette mesure est invariante aux trans-
formations du groupe G3. Pour ce but, notons les coordonnées des points M,
et M, par ¢ et n' respectivement (i = 1,2). On a
1) gl =1L gmn=1 (g2=gu), @(j=12).

En calculant les coefficients angulaires m, et m, des tangentes a (C) en M, et M,,
on obtient
' 1 2 1 2
(22) m, = _81151 + glzé_z_, my = __811'11 + g12"2 )
8128" + 8228 121" + 82
Compte tenu de la valeur de (19) donnée par (2) et de (21), il résulte:
& = my¢ _ n’ — mn'

N —mant & —met’

mes < (dy,d,) = mes € (d,,d;) =
ou

(23) mes & (d;,d;) = g4:8'n" + 212(E'* + En') + £2.8%0*
Cette expression est la forme bilinéaire g;;¢'n’ attachée A la forme quadratique
de (20) et par conséquent, elle est invariante aux transformations de G3J. .

Il résulte alors que la mesure de I’angle dépend seulement du genre de I’indicatrice
(elliptique ou hyperbolique), vu que les transformations centre-affines gardent la
signature des formes quadratiques.
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Maintenant, on peut définir le produit scalaire de deux vecteurs. Pour ce but,
on défine d’abord la longueur d’un vecteur u = (‘) par le rapport
i
u
(29) full =—,
4
ou &' indique la direction du vecteur u par rapport a I'indicatrice (20) et 'indice ,,i*
nous montre qu’en (24) on a considéré le rapport des composantes de méme indice.
Soit maintenant u et v deux vecteurs de directions &' et ', respectivement. En
vertu de la définition donnée auparavant, on a
i i

u i v
f=_t, A=
Tul vl

En les substituant en (23) on obtient

g u'v’
25 Wy =-—f
25) mes < (V) = T3 v
ou
25 gyu'o! = .| v .mes € (uv).

Alors, on peut appeler I’expression (25’) ,,produit scalaire des vecteurs u et v*
et la mesure de I’angle des vecteurs u et v, donnée par (25), sera nommée ,,le
cosinus de I’angle des vecteurs u et v*.

Mt N, My
‘%r,’”vl% ’MMJHNlNz

Fig. 1
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Vu que mes < (d;, d;) = 1, ce qui résulte de (20), en faisant dans (25') u = v,
on retrouve ’expression analytique de la longueur de u:

lul = \/gij“iuj'

L’exposé qu’on a fait peut constituer un schéma d’une possibilité d’introduction
d’une métrique angulaire et de la métrique des longueurs dans le plan affin, sous
forme de rapports simples mais en utilisant la notion de I’idicatrice. De plus, on
a donné une justification accessible de I'idée que seulement la forme bilinéaire
symétrique, attachée a une forme quadratique, est capable a fournir une mesure
de I'angle qui soit indépendante de I’ordre des cotés et encore ayant un caractére
affin. D’autre part, la propriété géométrique des coniques a centre, établie en I,
constitue la plus simple justification du fait que seulement les formes quadratiques
non dégénérées sont adéquates a I’introduction d’une métrique dans E,.
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