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UBER EINE NICHTLINEARE PARAMETRISCHE
DIFFERENTIALGLEICHUNG DRITTER ORDNUNG

JAN VORACEK, Brmo
(Eingegangen am 20. Dezember 1981)

Wir befassen uns mit den Eigenschaften der Losungen x(¢z) der Differential-
gleichung (Dgl.) - ‘

1) x" + a(t,x, x', x") x" + b(t) x' + h(x) = e(t, x, x', x")
und der Spezialfille

(1) x" + a(t)x" + b(t) x' + h(x) = e(t)

bzw.

1" x" + a(t) x" + b(t) x' + h(x) = e(t, x, x', x").

Wir studieren die Frage der Existenz von x(z) auf der Halbgeraden {¢t,, o)
und der kiinftigen Beschrdnktheit der Funktionen x"(¢), x'(z), x(¢).

Fiir die Dgl. (1’) haben wir diese Fragen in der Arbeit [1] diskutiert und zwar
mittels einer Methode die in [2] zum Studium der Dgl.

x" + f(x") + g(x) x’ + h(x) = e(t)

angewandt worden ist. In dieser Arbeit benutzen wir eine Modifizierung der
erwihnten Methode, welche die Bedingung a* > B (s. [1]) durch (36) zu ersetzen
ermdglicht. '

Viele Autoren (s. [4] oder z. B. [5] u. a.) haben in der letzten Zeit dhnliche
Probleme unter Benutzung vor. Ljapunovschen Funktionen studiert. Uberwiegend
wird in diesen Arbeiten in (1) eine Funktion 4(x) mit der Eigenschaft lim k(x) =

|x| =

= oo betrachtet. In der vorliegenden Arbeit setzen wir dagegen (4) voraus.

1. Lemma 1. In der Dgl. (€) seien die Funktionen a(t, x, y, z), b(t), h(x), e(t, x, y, 2)
stetig fiir alle reellen Werte ihrer Argumente. Weiter setzenm wir voraus, es gibt
solche positive Konstanten o, A, B, B, H, E, daf

()] aZalt,x,y,z2)S A firalle tt, x, y, 2]
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3) ' B<bey<B fiir alle t

4 |h(x)| £ H  firalle x
%) le(t,x,y,2)| S E fir alle [t, x, y, z]
gilt.

Wenn wir mit {t,, T.) (t, < T, < ©) das maximale Intervall bezeichnen, worauf
eine beliebige, fest erwihlte Losung x(t) von (1) fortgesetzt werden kann, so ist die
Abschitzung (fiirt < T,)

6) liminf | xX() | SUA+H+E+ DB ':=L,
t—Tx
richtig.

Beweis. Siehe [1].

In den folgenden Hilfsitzen (Lemma 2.—Lemma 7) behalten wir dauernd
alle Voraussetzungen von Lemma 1. und die hier eingefiihrte Symbolik. -

Lemma 2. Auf einem Intervalle I < {t,, T,) sei die Ungleichheit

@) [ X@)| S L +1
erfillt. Wir setzen firr U = 0 ‘
(8) Ly(U):=(B(U+ 1)+ H+ E)a~.

(i) Ist I ein beschranktes Intervall und t, € 1, dann haben wir
® Ix'(t)l < Max (| x(t,) |, Lo(Ly))

Jur alle te clI fiir welche auch t = t, gilt.
(ii) Fir I = {ts, o) (ts = to) ist sogar die Abschdtzung

(10) lim sup | x"(t)l S Ly(Ly

richtig. o
Beweis. Auf I'haben wir

a LX) £ ~20(x0) — Lo(Ly) | ¥0) ).
(i) Fir t,ecll, t, > ¢, folgt aus |

(12 ' 1 x"(ts) | > Max (I x"(2,) |, L,(L,))

die Existenz von t,,¢t; in I, t; £ f, <ty S t, mit der Eigenschéft

13 %) = Max (1 x"(1)) |, Lo(Ly)), [ x"(£) | > Max (| x"(2,) |, Ly(L,))

auf (t;,t;). (13) und (11) geben auf (t,,t,) die Ungleichheit —— d x"%(t) S0,
welche im Wiederspruch zu | x"(¢3) | > | x"(t,) | (vgl. (13)) steht.
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(ii) Wir wahlen ein beliebiges positives & < 2¢. Gibt es nun fg 2 t5 so, daB

(14) [ x"(t6) | > 20(2x — 8)™* Ly(Ly)

richtig ist, so haben wir infolge (11) auf einem Intervalle {fs, t7) (tz > t)
(15) —dde"Z(t) < —6x"3(1), | X"(1) | < 20 — 8)” " Ly(Ly)s

d. h.

| x"2(t) | £ x"2(t) exp (= 8(t — t5)).
Es muB} also
lim inf | x"(¢) | £ 2a (20 — 8) ™' Lo(L,)

t—
sein und da 6 > O beliebig klein sein darf, auch
liminf | x"(¢)| £ L,(L,).
) t-> o
Zujedemg > Ogibtesalsoeint, > t5s0,daB | x"(t,) | < L,(L,) + e gilt. Infolge (i)
bekommen wir auch | x"(t) | < L,(L,) + ¢ auf jedem Intervalle <t,, tg)> (tg = t,)
und (10) ist bewiesen. :

Bemerkung 1. Nach dem vorangehenden Lemma ist es im Falle (i) immer mdoglich
die Losung x(¢) nach rechts iiber den rechten Endpunkt von 7 fortzusetzen. Wenn
| x"(ty) | £ L,(L,) richtig ist, so haben wir | x"(t) | < L,(L,) fiir alle ¢ 2 ¢, die
in cl/ liegen. - ‘ :

Lemma 3. Sei T;:= (@;, O;,,) < {ty, T,) ein Intervall mit den folgenden
Eigenschaften: ' .

(16) %) |>L +1 auf T,
17) [x(@) ] =1x(@4y) | =Ly + L.

" Mit den Bezeichnungen (U Z 0) '
(18) c LyU):=Ue™ ' + L, +1,
19  L(U):= Max (U, L(Ly(U) = D),
gelien auf cIT,; diese Abschitzungen: .
(20) | x'(t) | S Lyt x"(©) D),
21 C X)) S Ly x"(@) D).

Beweis. Infolge (16) und (17) gibt es in T, einen Punkt A; mit der Eigenschaft
x"(A) = 0. Wegen

(—2— x 2(/1:)) = —b(A) x"*(%) ~ (h'x(4)) — eld)) x'(4) < 0
ist aber A, gerade der einzige Punkt des Maximums von | x(¢) |, der auf T, existiert.
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Wir haben also
X@)x"(t) 20 auf (O 4, xX@Ox"() <0 auf {4, Opy)

und daraus weiter

Ai
ej; a(t, x(1), x'(1), x"O) | x"()) | dt = ] x'(4) | = Ly — 1),
At
;,‘ b)) 1 x'(1) | — (h(x(r)) — (1)) sgn x'(©,)dt = (B(Ly + 1) — H — E) (4 — 6)) > 0.
Die zwei letzten Ungleichheiten liefern zusammen mit (1)

: | XA | =L = 1) 2[x"(@) 1,
d. h. (20).

Auf (@, 4,) gilt offensichtlich
LX) £ ~21X0 1@l ¥©1 + BL; + ) — H +E) <0

und damit auch
[x(O) 2 x"(t)| auf (O 4iD.

Ahnlich rechnen wir auf <4;, ©;,,) mit Beriicksichtigung von (20)
d ", ”, ” ”
(23) > 1) = =21x"(0) | (21 x"(®)| — BLy(1x"(8)]) — (H + E).
Die Ungleichheit
[ x"(8) | > Ly(Ly(| x"(©@) | = 1))
ist also unméglich auf (4;, ©;4,).

Bemerkung 2. In den Bezeichnungen aus Lemma 3 ist die Funktion | x°(¢) |
auf ¢(@,, 4;) streng abnehmend von | x"(©)) | zu 0. Fiir eine festerwahlte Zahl k,
0 < k < 1 werden’wir durch x; den Punkt aus (6,, 4,) bezeichnen, in welchem
| x"(ed | = | x"(©) | k gilt.

Lemma 4. Setzen wir eine Zahl Q > 1 fest.

a) Falls
(249 | x"(6) | > «’Ly(L,) (@ — 1) (da + B)™* := Ls(Q)
richtig ist; so gilt auch -
(25 % — 0, > a(l — k) (Q(da + B))™* := Le(k, Q).

b) Fiir die Linge von T; haben wir die Abschéitzung
(26) 6,4, - 60,224+ A+ B+ D x(O):= L2 x(O)].
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Beweis. Wir benutzen die Identitit auf <{#o, T):
27 x"(t) sgn x'(t) = —af(t, x(t), x'(t), x"(1)) x"(¢) sgn x'(¢) —
= b(e) x'(1) — (h(x(2)) — e(t, x(2), x'(t), x"(1)) sgn x'(¢).
a) Auf (O;, ;) bekommen wir aus (27)
x"(r)sgnx'(t) 2 —A | x"(0,) | — BLy(| x"(0) ) — (H + E),
| x"(x) | = 1x"(@) | 2 ~((4 + Ba™) | x"(@) | + aLy(Ly)) (x, — O,
d. h.

(28) % — 0, > ol — k)|x"(®)]
TS Ua+ B x(O) | + #PLy(Ly)

woraus die Behauptung a) bereits unmittelbar folgt.
b) Auf T; haben wir auch (vgl. (4), (5), (6))

(29) x"(t)sgnx'(@)) £ —a(t, x(), x'(1), x"(£)) x"(t) sgn x'(©)) — (A + B + 1).
Da fiir jedes re T; nach (2), (22), (20) die Ungleichheiten

sgn x'(@i)éf a(s, x(s), x'(s), x"(s)) x"(s) ds = sgn x'(@,)i[ a(.)x"(s)ds 2
2 Asgn¥(0) [ ¥'(5)ds 2 —da™ | (6))]
A

richtig sind, kommen wir mittels.Integration von (29).zu
(30) x"(1)sgnx'(@) £ (1 + Aa™ N x"(O) -~ (4 + B+ 1)(t — 8).

Wenn wir noch (30) iiber T, integrieren, so geht

05U+ 4x™)|¥'(O)| B4y — O) = 5 (A+ B+ 1 (Bysy — 6)?
(d. h. (26)) hervor.
Bemerkung 3. Mit
& Lk 0= KLk O

sind, falls x"(©,) (24) erfiillt, nach Lemma 4 auch die folgenden Abschatzungen
richtig: ‘ '

(32) P;: =6‘f1x”’(:) dt 2 Li(k, Q) x"*(®),
6
Oi+y
(33) ( g | x"(t)| dt)* < L2 | x"(©) | P} < L3Lg*(k, Q) P}.

Lemma 5. Es gilt T, = © ﬁirleine'beliebige Lasung x(t) von (1).
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Beweis. Setzen wir voraus, es gibt eine Losung x(¢) von (1) fiir welche T, <
ist. Der Bemerkung 1 rach ist dann (7) auf keinem Intervalle (¢., T,) mdoglich.
Da gleichzeitig auch (6) besteht ist es klar, daB eine nichtabnehmende Folge
{@} = <1y, T,) (i = 1,2, ...) existieren muB mit den Eigenschaften:

(i) auf Ty, (s =1,2,.. ) gilt [X()| <L; + 1,

G) |x@) =L +1@G=12..),

(iii) auf Th, (s = 1,2, ..) gilt | x'(t) | > L, + 1,

(iv) lim@; = T,.

i= o
Aus (iv) folgt lim (@;,; — @) = 0 und aus (28) auch lim | x"(@,,) | = 0.

Mittels Bemerkung 2 und Lemma 3 gelangen wir zu (vgl. (18), (19))

limsup | x"(¢) | £ L,(L,) < ®© (fiir ¢ < T).

t-Ty
Man kann also die Losung x(¢) rechts iiber den Punkt T, fortsetzen, was im Wider-
spruch zu der Bedeutung von T, steht.

Bemerkung 4. Es ist ohne weiteres klar, daB die bisher bewiesenen Behauptungen
auch fiir allgmeinere Typen einer nichtlinearen parametrischen Dgl. dritter Ordnung
gelten, z. B. fiir die Dgl.

x" + a(t, x, x', x") x" + b(t, x, x’, x") x' + h(t, x, x’, x") =0,

nur brauchen die Funktionen b(t, x, y, 2), h(t, x, y, z) die Voraussétzungen der
Art (3), (4), (5) zu erfiillen.
Wir wihlen noch positive Zahlen ¢, r < 1 und fiihren die folgenden Konstanten
ein:
G4)  Ly(k, 0,r) := Max (B = B) (L, + 1) (@)™ Li*(k, 0), LX(Q),
Q(H + E) | Lq | (arL3k, @))~1)*).
(35) Lio(k, Q, &, r) := Max (Lo(k, Q, r), e(2aLg(k, Q) (1 — r))™").

Lemma 6. Wenn noch

(36) b)) <0  firallet

gilt und T, das Intervall aus dem Lemma 3 bedeﬁtet, Jfolgt aus
37 - x"%(0) 2 L}ok, Q,¢,r)

die Ungleichheit

(38) x40,y £ x»z(g‘) - &

Beweis. Auf T, bekommen wir (vgl. (11))

(39) -ade”z(t) < —2ax"%(t) — 2b(0) (1) x"(1) + 2(H + E) x"(1) |.
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Infolge (17), (36) haben wir

Q141

2 [ HOXW)x'()dt 2 B ~ B)(Ly +1)?
6

und (39) gibt somit auch
O+

x"}(0;41) — x"HO) £ —2«P} + (B — B)(Ly + 1)* + 2(H + E) [ |x"(t)]d1.
[-]]

Aus der letzten Ungleichheit errechnen wir mit Hilfe von (33), (34), (35), (37)

xX"0;4) = x"%(0)) £ —Z“Piz(l -r) S —¢
d. h. (398).

Bemerkung 5. Alle Voraussetzungen des Lemmas 6 seien erfiillt und x(f) sei
eine solche Losung von (1) zu der die im Beweise des Lemmas 5 beschriebene
Zahlenfolge {@;} existiert. Wenn fiir eine natiirliche Zahl s die Ungleichheit

(40) 1 x’(als-l) | é L4(‘ LlO(k’ Q) &€, f) |)
richtig ist, so gilt auch
41) | x"(0,) | £ Ly Lio(.) ) fiir alle natiirliche m = 2s — 1

und infolgedessen auch

42) | %'(t) | £ La(La(l Lyo() ),
[ x"(t) | < La(La(l Lyo() 1))

furallet 2 ©,,_,.

Fiir eine natiirliche Zahl g folgt namlich aus |x"(@2,-1) | £ L4(|Ly0(.)|) mit Hilfe
der Bemerkung 1, (19), (35) auch | x"(€,,) | = L4(I L1o(.) [). Wenn [x”(l 21 S
< | Lyo() | ist, so bekommen wir die Ungleichheit | x"(@5444) | £ Ly( Lo() |)
aus Lemma 3. Ist aber | x"(@;,) |> | Lio(.) | richtig, so folgt | x*(@24+() | <
< |x"(@,,) | durch Lemma 6. Somit ist (41) durch Induktion be wsen. Die
Abschitzungen (42), (43) folgen auf clT,, aus (41) in Verbindung mitLemma 3.
Auf cIT,,_, sind sogar die Ungleichheiten

[X'@) | S Ly + 1, x"(t) | £ Ly(| Lyo() D
erfiillt.

Lemma 7. Unter den Voraussetzungen von Lemma 6 betrachten wir eine solche
Losung x(t) von (1), zu der die nichtabnehmende divergente Zahlenfolge {©,} aus
dem Beweise von Lemma 5 existiert. Dann gibt es eine natiirliche Zahl s, so, daf

(44) | X"(024,-1) | £ Lo(I Lyolk, @6, 7))
gilt. :
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Beweis. Setzen wir voraus die zu beweisende Behauptung sei unrichtig. In
diesem Falle miissen wir dann |x"(@,,_,)| > L(| L,o(.)]) fiir s = 1,2, ... haben.
Aus den Lemmas 2, 3 erhalten wir

45) [Lio() | <1x"(@2) | 1 x"(O25-1) |
und weiter infolge Lemma 6
(46) x"2(O3541) £ x"4(O,,) — &

fiir jede natiirliche Zahl s. (45) und (46) liefern so x"%(@,) = x"%(@,) = x"%(03) +
+ €2 ... 2 x"%O,,,,) + ne, was fiir geniigend groBes n zum Widerspruch fiihrt.

Satz 1. In der Dgl. (1) seien die Funktionen a(t, x, y, z), b(t), h(x), e(t, x, y, 2)
stetig fiir alle reellen Werte ihrer Argumente und geniigen sie den Bedingungen (2),
(3), (4), (5), (36). Wir wihlen positive Zahlen k < 1, Q > 1, &, r < 1 und halten sie
fest. Jede Losung x(t) der betrachteten Dgl. existiert auf der Halbgerade {t,, )
und es gilt

@7 . liﬁiup [x'()] £ Ls(L4(| Ly(ok, Q, & 1)),
lit‘ri sup | x"(t) | £ Ly(L4(| L1o(k, Q, & 1)),

wo die Ausdriicke Ly(U), L,(U), L}y(U) fir U = 0 in (18), (19) und (35) definiert
sind.

Beweis. Wir betrachten eine festerwihlte Lésung x(¢). Laut Lemma 5 existiert
sie auf (f5, ). Aus dem Lemma 2 folgt, daB gerade ein aus den folgenden zwei
Fallen vorkommt: '

(i) Esist | x'(t)| < L, + 1 auf {t,, o). Lemma 2 gibt in diesem Falle

limsup [x'(1)| < L, +1, limsup|x"()| < L, (Ly)
[ 2] [ 2]
und somit auch (47).

(ii) Zu x(r) gibt es eine nichtabnehmende divergente Zahlenfolge {@,} aus dem
Beweise von Lemma 5. In diesem Falle existiert eine natiirliche Zahl s, so, daB (44)
gilt (Lemma 7) und hiervon erhalten wir (42), (43) auf (@,,__,, c0) mittels Be-
merkung 5.

Bemerkung 6. Die Abschidtzungen (47) werden wir im Folgenden einfacher in
der Form

@47 . limsup [x'(f)| < D', limsup|x"(t)| < D"
t—®

t=*00

‘schreiben. Aus (1), (2), (3), (4), (5), (47’) folgt auch
lim sup | x"(t) | < AD” + BD' + H + E := D"
t—>

fiir jede Losung x(¢) der Dgl. (1).
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Setzen wir in (1) e(t, x, y, z) : = h(t) + b(t), erfiillt die auf diese Weise ent-
standene Dgl. alle Voraussetzungen des Satzes 1 und besitz die divergente Lésung
x(f) := t. Die Beschrinktheit aller Lésungen kann man also unter den Voraus-
setzungen des Satzes 1 allein nicht erwarten.

2. In diesem Teile werden wir uns mit der Beschrianktheit der Ldsungen der
Dglin. (1") und (1”) beschiftigen. Zunéchst fithren wir drei einfache Sitze an,
in welchen die Forderungen an die Glattheit von a(t) fortschreitend gestarkt
werden.

Satz 2. Alle Voraussetzungén des Satzes 1 seien erfiillt und es gelte dariiber noch

t
(49) | fe(s)ds| < E  fiir allet
o
(50) lim inf xh(x) > 0.
|x[=o

Wenn die Funktionen a(t), b(t) die Eigenschaften

&) Tlaw-aldt<oo,  §Ib()—Bldt< oo

(fir eine passende Konstante a) besitzen, dann gibt es eine solche positive Zahl D,
dap fiir beliebige Losung x(t) der Dgl. (1") die Abschditzung
(52) lim sup | x(t)| £ D

1=

gilt.
Beweis. Siehe [1] (Th. 2).

Satz 3. Alle Voraussetzungen des Satzes 1 und (49) seien erfiillt. Weiter sei
(53) f1a'()]dt: = C < 0.
0

Gibt es eine solche Zahl R = 0, daf
(&) xh(x) 20  firalle |x| Z R

ist, bleibt jede Lisung x(t) von (1) beschrinkt auf {t,, ©). Wenn h(x) sogar der
Bedingung (50) geniigt, dann erfiillt jede diese Lésung (52).

Beweis. Wir betrachten wieder eine beliebig erwahlte Losung x(¢). Nach Satz 1
kann ein ¢, = ¢, so bestimmt werden, daB wir
(55) | x'(t)| £ D + 1, [ x")| = D"+ 1 firallet = ¢,
haben.

Durch Integration der Identitit welche aus (1) durch einsetzen von x(¢) entsteht
kommen wir zu :

(56) b(t) x(t) — b(t,) x(t,) — ‘j b'(s) x(s)ds = 3' e(s)ds — x"(¢) +
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+ x"(1,) — a(t) x'(t) + a(t,) x'(1,) + }a’(s) x'(s)ds — ;' h(x(s))ds :=

=@t + .'f a'(s) x'(s) ds.

Wenn nun A(x) der Bedingung (54) geniigt, so folgt aus (56) fiir alle ¢ = ¢, die
Ungleichheit

57 BIx(t)| £B|x(t)| +2(E+D"+1+ D' +1)(4+C)):=G,,

welche die behauptete Beschrianktheit von x(t) beweist.
Wenn aber h(x) (50) erfiillt, sei fiir alle | x | 2 S xh(x) 2 n := lim inf xh(x)/2.

|x|-=wo
Aus der Voraussetzung | x(¢) | = S auf <{t,,?) (t = t,) und aus (56) erhalten wir
dann

t
(58) BIx(D| £ Gy —n [(x(t)| + (D' + 1)(s — t))"* ds,
tx
" was zunidchst zum Schluss
(59) liminf|x(1)| £ S
| -

fithrt. Aus (59) bekommen wir dann

(60)  limsup |x(t)| S B"Y(BS + 2AE+ D"+ 1+ (D' + 1)(4 + C)) := D,

L aad )

d.h. (52).

Satz 4. Alle Voraussetzungen des Satzes 1 und (49) seien erfiillt. Wenn die Funktion
b(t) — a'(t) fiir geniigend grofe t nicht wachsend wird und dariiber noch

(61) lim (b(t) — a'(1)) > 0

t= o
gilt, so bleiben beide Behauptungen des vorangehenden Satzes richtig.
Beweis. Anstatt (56) benutzen wir die Identitéat

(62)  (b(t) = @) x(1) = (b(t<) = @'(8) x(t)) = [ (b'(s) ~ a"(5)) x(s) ds = ().

Sonst kann der Beweis auf dieselbe Weise erbracht werden, wie der des Satzes 3.

Satz 5. Alle Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfiillt. Wenn noch

(63) ‘ lima(t):=a
t-* 00
existiert und die Funktion h(x) die Eigenschaft
(64) lim inf h(x) sgn x > E
|*]=o

besitzt, dann geniigt jede Losung x(t) der Dgl. (1") der Abschitzung (52).
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Beweis. Infolge (36) haben wir natiirlich lim b(t) = B. Aus (63) folgt 30 :=
=
1= lim inf A(x) sgn x — E > 0. Gleichzeitig kann man eine Zahl ¥ > 0 so finden,
|x]=o

daf
h(x) sgn x > 20 firalle [ x| 2V

gilt. Wir bestimmen noch t, = t, mit der Eigenschaft, daB fiir alle ¢ = ¢, (55)
besteht und dariiber noch

la(t) —a| £o2(D" + 1),  b(1) = < a2D" +1)7"
gilt. Aus (1) bekommen wir
(65) Bx(t) = Bx(t,) — x"(t) + x"(t,) — ax'(t) + ax'(t,) +
+ j‘ e(s, x(s), x'(s), x"(s)) — (a(s) — a) x"(s) — (b(s) — B) x'(s) — h(x(s))ds.

Ist | x(¢) | = V fiir alle ¢ = ¢, so folgt aus (65)

Blx@)| S Bl x(t)| +2D" + 1+ a(D’ + 1)) — o(t — 1),
d.h.
(66) liminf | x(f)| < V.

Aus (66) folgern wir leicht
limsup [x(t) | S V +2(D" + 1 + a(D’ + 1)) 1.
t=

Bemerkung 7. Weitere Sitze iiber die kiinftige Beschrinktheit der L&sungen
von (1”) kann man aufstellen indem man in den Sétzen 3., 4. die Bedingungen (49),
(50) durch (64) ersetzt. Beachten wir noch die Arbeit [1], so ist es ohne weiteres
klar, daB Siatze analog zu den Sitzen 3., 4. usw. bewiesen werden kénnen, in
welchen die Bedingung (36) durch B < a? ersetzt wird. Dabei ist es moglich
anstatt b(z) eine allgemeinere Funktion b(z, x, y, z) zu betrachten, die der Bedingung
(3) geniigt.

In der Arbeit [3] wurde bewiesen, daB wenn (4), (5), (49) gelten und dariiber
noch auch

lim sup xh(x) < —Hb ™ '(Max(D’, D") + E)

|x |~

richtig ist, so besitzt die Dgl.
x" 4+ ax” + bx" + h(x) = e(t)

(mit positiven Konstanten a, b) divergente Losungen. Sind alle Voraussetzungen
des Satzes 2. (3., 4.) erfiillt und wenn noch weiter

67 xh(x) >0 fiir alle x # 0
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gilt, so dndert jede Losung von (1°) das Zeichen auf beliebigem Intervalle (¢, o)
(t 2 to), oder es gilt
(68) lim x(¢t) = 0.

t—> o
Aus der Beschrinktheit der Funktionen x(t), x'(¢), x"(¢) auf <t,, ©) und aus (1)
folgt ndmlich

| T h(x(9) dt | < oo.

Dagegen fithrt die Voraussetzung, daB auf {t,, c0) sgn x(¢) = const schlieBlich
gilt und gleichzeitig lim sup | x(¢) | > 0 ist, zusammen mit (67) zu

t—

TIR(x) 1dt = | [ h(x(0)dt] = w.
Aus (68), (47') folgt aber auch

lim x'(t) = im x"(t) = 0

t— t—> o0

und daraus sehen wir unmittelbar, daB z. B. im Falle einer periodischen Funktion
e(t) alle Losungen x(¢) von (1") oszillieren.
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