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ARCH. MATH. 4, SCRIPTA FAC SOL NAT. UJEP BRUNENSIS 
XIX: 187—198, 1983 

ÜBER EINE NICHTLINEARE PARAMETRISCHE 
DIFFERENTIALGLEICHUNG DRITTER ORDNUNG 

JAN VORÄCEK,Brno 
(Eingegangen am 20. Dezember 1981) 

Wir befassen uns mit den Eigenschaften der Lösungen x(t) der Differential­
gleichung (Dgl.) 

(1) xm + a(t, x, x', x") x" + b(t) x' + h(x) = e(t, x, x'9 x") 

und der Spezialfälle 

0 0 xm + a(t) x" + b(t) x' + h(x) = e(t) 

bzw. 

(10 xm + a(t) x" + b(t) x' + h(x) = e(t9 x9 x
f, x"). 

Wir studieren die Frage der Existenz von x(t) auf der Halbgeraden </0» oo) 
und der künftigen Beschränktheit der Funktionen x"(t), x'(t), x(t). 

Für die Dgl. (V) haben wir diese Fragen in der Arbeit [1] diskutiert und zwar 
mittels einer Methode die in [2] zum Studium der Dgl. 

xm + f(x") + g(x) x' + h(x) = e(t) 

angewandt worden ist. In dieser Arbeit benutzen wir eine Modifizierung der 
erwähnten Methode, welche die Bedingung a2 > B (s. [1]) durch (36) zu ersetzen 
ermöglicht. 

Viele Autoren (s. [4] oder z. B. [5] u. a.) haben in der letzten Zeit ähnliche 
Probleme unter Benutzung von Ljapunovschen Funktionen studiert. Überwiegend 
wird in diesen Arbeiten in (1) eine Funktion h(x) mit der Eigenschaft lim h(x) -== 

= oo betrachtet. In der vorliegenden Arbeit setzen wir dagegen (4) voraus. 

1. Lemma 1. In der Dgl. (e) seien die Funktionen a(t, x, y, z)9 b(t)9 h(x)9 e(t9 x9 y9 z) 
stetig für alle reellen Werte ihrer Argumente. Weiter setzen wit voraus, es gibt 
solche positive Konstanten <x, A9ß, B, H, E, daß 

(2) a S ä(t, x, y,z) £ A für alle [t, x, y9 z] 
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(3) ß ^b(t)^B für aller 
(4) \h(x)\^H für alte x 

(5) | e(U x,yyz)\ SE für alle [r, x, j , z] 

gilt. 
Wenn wir mit <t0, Tx) (t0 < Tx S °o) das maximale Intervall bezeichnen, worauf 

eine beliebige, fest erwählte Lösung x(t) von (\) fortgesetzt werden kann, so ist die 
Abschätzung (für t «g Tx) 

(6) liminf | x'(t) \ £ (A + H 4- £ -f 1) jT 1 := L1 
t-*Tx 

richtig. 
Beweis. Siehe [1]. 
In den folgenden Hilfsätzen (Lemma 2. —Lemma 7.) behalten wir dauernd 

alle Voraussetzungen von Lemma 1. und die hier eingeführte Symbolik. 

Lemma 2. Auf einem Intervalle I c <f0, Tx) sei die Ungleichheit 

(7) | x'(0 I :g A + 1 
erfüllt. Wir setzen für U^O 

(8) L2(U) : = (B(U + Ij'+H + E) a"1. 

(i) Ist I ein beschränktes Intervall und tt e /, dann haben wir 

(9) | x"(t) | £ Max (| *'(«*.) i, L2(L.)) 

för alle tecll für welche auch t ^ tt gilt. 
(ii) rör / = <r5, oo) (ts ^ f0) WJ* jo^ar die Abschätzung 

(10) lim sup | x"(() | .3 L2(L.) 
f~*00 

ricA/ig. 
Beweis. Auf/haben wir 

(11) ^ X " 2 ( 0 * -M^CO - L2(L0 |x"(0|). 

(i) Für t4 e cl/, f4 > tt folgt aus 

(12) I x"(f4) | > Max fl xr(ti) |, L2(Lt)) 

die Existenz von f2, t3 i*1 A h S h < t$ £ t4 mit der Eigenschaft 

(13) | x*(/2) | = Maxfl x*(tx) \,L2(LJ), \x*(t) | > Maxfl xm(t^)\,L2(Ld): 

auf (t2, *3). (13) und (11) geben auf <f2, f3> die Ungleichheit '•--.• x'2(t) £ 0, 
dt 

welche im Wiederspruch zu | x*(t3) | > | x*(f2) | (vgl. (13)) steht. 
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(ii) Wir wählen ein beliebiges positives S < 2a. Gibt es nun t6 >. t5 so, daß 

(14) | **(/«) | > 2«(2oc - S)'1 L2(Lt) 

richtig ist, so haben wir infolge (11) auf einem Intervalle <t6> tj) ('7 > tö) 

(15) 4fX"2® ~ ~ÖX"2W' I *"W I < 2«(2a - S)"1 £2(-<i). 

d.h. 
\x"2(t)\<x"2(t6)exp(-S(t-t6)). 

Es muß also 
lim inf | x"(t) | ^ 2a (2a - <5)_1 L2(LJ 

r->oo 

sein und da S > 0 beliebig klein sein darf, auch 

lim inf | x"(t) \ £ L2(LJ. 
r->oo 

Zu jedem Q > 0 gibt es also ein tQ > t5 so, daß | x"(tQ) \ < L2(Lt) + Q gilt. Infolge (i) 
bekommen wir auch | x"(t) \ ^ L2(LX) + Q auf jedem Intervalle <rc, f8> (t8 ^ tQ) 
und (10) ist bewiesen. 

Bemerkung 1. Nach dem vorangehenden Lemma ist es im Falle (i) immer möglich 
die Lösung x(t) nach rechts über den rechten Endpunkt von /fortzusetzen. Wenn 
| x"(tx) | ^ L2(Lt) richtig ist, so haben wir | x"(t) \ ^ L2(Lt) für alle / ;> /- die 
in cl/ liegen. 

Lemma 3. Sei Tt := (Gi9 6><+1) c </0, Tx) ein Intervall mit den folgenden 
Eigenschaften: 

(16) |* ' (0 l> .I i + l aufT{9 

(17) \x'(0d\ = \x'(0i + i)\ = L t + 1. 

Af/f den Bezeichnungen (U ^ 0) 

(18) L3(U):= Chx"1 +Z.! + 1, 

(19) L ^ l O ^ M a x ^ i a ^ t O - l ) ) , ' , 
gelten aufc\Tt diese Abschätzungen: 

(20) \x'(t)\^L3f\x"(0l)\), 

(21) I *'(f) I <. I4(l *"(#,) I). 

Beweis. Infolge (16) und (17) gibt es in T( einen Punkt A, mit der Eigenschaft 
x"(A.) - 0. Wegen 

( y * ' a t t )Y- - * W * ' 2 W ~ (Wx<A,)) - «U,))*'^) < 0 

'st aber A, gerade der einzige Punkt des Maximums von | x'(t) |, der auf Tt existiert. 
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Wir haben also 

x'(0 x*(0 £ 0 auf <0„ Xt>, x'(t) x"(t) S 0 auf <A„ 0,+1> 

und daraus weiter 

J a(t, x(t), x'(t), x"(t)) | x"(01 dt £ a(| x'(A,) | - Lx - 1), 

/ Kt) | x'(01 ~ (h(x(t)) - e(t)) sgn x'(0f) dt ;> (ftl^ + 1) - H - £) (A4 - 0t) > 0. 
ei 

Die zwei letzten Ungleichheiten liefern zusammen mit (1) 

*(\x'ad\~Ll - O J S I X W I , 
d. h. (20). 

Auf <0, Xty gilt offensichtlich 

^ -x" 2 (0 £ -21 x"(01 («| x"(01 + ß(Lt + 1) - (H + £)) < 0 

und damit auch 
| x"(0,) I £ I x"(t) | auf <0<,A,>. 

Ähnlich rechnen wir auf <A,, 0j+ 1) mit Berücksichtigung von (20) 

(23) AX" 2 ( i ) £ -21 x"(t) | (a | x"(01 - BL3(\ x"(0<) |) - (H + £). 

Die Ungleichheit 

| x"(0 I > L2(i3(l x'(Qi) I - 0) 

ist also unmöglich auf (Xi9 0f+j>. 

Bemerkung 2. In den Bezeichnungen aus Lemma 3 ist die Funktion | x*(0 I 
auf <0| , A|> streng abnehmend von | x"(&i) | zu 0. Für eine festerwählte Zahl k9 

0 < k < 1 werdenwir durch xt den Punkt aus (0i9 Xj) bezeichnen, in welchem 
\x%Hd\^\x"(0i)ikgilt 

i4. Setzen wir eine Zahl Q > 1 fest, 
a) Falls 

(24) | x"(&d I > a%(£i) ((ß - 0 (AOL + B))"l : - L5(ß) 

richtig ist; so gilt auch 

(25) x, - 0 , > <x(l - *) (Q(A<* + 5))"1 : » £6(fc, ß). 

i ) För rfie Länge von Tt haben wir die Abschätzung 

(26) 0 i + 1 - 0 ( ^ 204 + a)C4 + j» + l ) - 1 | x^©,) I := L2 | x*(04) J. 
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Beweis. Wir benutzen die Identität auf <t0, Tx): 

(27) x"(t) sgn x'(t) = -a(t, x(t), x'(t), x"(t)) x"(t) sgn x'(0 -
- b(t) x'(t) - (h(x(t)) - e(t, x(t), x'(t), x'(t)) sgn x'(t). 

a) Auf <©,-, xty bekommen wir aus (27) 

x"(0 sgnx'(0 Z-A\ x"(0t) | - BL3(\ x"(9t) |) - (H + E), 
| x"(xt) | - | x"(0t) | = -(Ol + Bx-1) \ x"(0d | + aL2(L.)) (x, - 0;}, 

d. h. 
a( l-fc) |x"(0;) | 

(28) x, - , = 
(Лa + B)|x"( ;)|+a2L2(L:) 

woraus die Behauptung a) bereits unmittelbar folgt, 
b) Auf r, haben wir auch (vgl. (4), (5), (6)) 

(29) xm(t) sgn x'(&t) £ -<*(*, x(t), *'(*), **(')) x"(r) sgn x'(©i) - C4 + ß + 1). 

Da für jedes te Tt nach (2), (22), (20) die Ungleichheiten 

sgn x'(0d J a(s9 x(s), x'(s), x'"(s))x"(s) ds fc sgn x'(©,) J «(•) *"(*)ds fc 

£ AI sgn x'(<9,) J x"(s)ds £ -Aar1| x"(0f)| 

richtig sind, komme» wir mittelsjntegration von (29) zu 

(30) x*(f) sgn *'(#,) ^ (1 + -4a"1) x"(0,) - (^ + 0 + 1) (/ - ©<). 

Wenn wir noch (30) über Tt integrieren, so geht 

0 £ (1 + Ax~l) | x"(©i) | (<9m - ©,) - 1 ( 4 + jj + 1)(0<+1 - ©,)* 

(d. h. (26)) hervor. 

Bemerkung 3-Mit 

(31) ^ ( * , 0 : - * a - t o ( * , ß ) 

sind, falls x"(0j) (24) erfüllt, nach Lemma 4 auch die folgenden Abschätzungen 
richtig: 

(32) P?: = J x"2(f) dr js L*(fc, ß) *"2(Ö<), 
ei 

(33) (Y\x\t)\dt)2£L2
1\x''m\P? ^ ? t s U 0 P ? . 

Lemma 5. Es gilt Tx '=-= oo für eine beliebige Lösung x(f) von (1), 
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Beweis. Setzen wir voraus, es gibt eine Lösung x(t) von (1) für welche Tx < oo 
ist. Der Bemerkung 1 räch ist dann (7) auf keinem Intervalle <fx, Tx) möglich. 
Da gleichzeitig auch (6) besteht ist es klar, daß eine nichtabnehmende Folge 
{<9J c (t0, Tx) (i = 1, 2, ...) existieren muß mit den Eigenschaften: 

(i) auf T2s.x (s = 1, 2, ...) gilt | x'(t) | < Lx + 1, 
(ii) \x'(0d\ = ^ + 10 = 1,2,...), 

(iii) auf T2s (s = 1, 2, ...) gilt | x'(t) \ > Lx + 1, 
(iv) lim ©i = Tx. 

Aus (iv) folgt lim(6>i+1 - 0t) = 0 und aus (28) auch lim | x"(02s) | = 0. 
i->oo s-*oo. 

Mittels Bemerkung 2 und Lemma 3 gelangen wir zu (vgl. (18), (19)) 

lim sup | x"(t) | = L2(LX) < oo (für t < Tx). 
t^Tx 

Man kann also die Lösung x(t) rechts über den Punkt Tx fortsetzen, was im Wider­
spruch zu der Bedeutung von Tx steht. 

Bemerkung 4. Es ist ohne weiteres klar, daß die bisher bewiesenen Behauptungen 
auch für allgmeinere Typen einer nichtlinearen parametrischen Dgl. dritter Ordnung 
gelten, z. B. für die Dgl. 

xm + a(t, x, x', x") x" + b(t, x, x', x") x' + h(t, x, x', x") = 0, 

nur brauchen die Funktionen b(t, x, y, z), h(t, x, y, z) die Voraussetzungen der 
Art (3), (4), (5) zu erfüllen. 

Wir wählen noch positive Zahlen e, r < 1 und führen die folgenden Konstanten 
ein: 

(34) L9(k, Q, r) : = Max ((B - ß) (L, + l)2 («•)-» L;*(k, Q), L2(Q), 

(2(H + E)\L1\(<xrL2(k,Q)y1f). 

(35) L\0(k, Q, s, r) : = Max (L9(k, Q, r), e(2«Li(k, Q) (1 - r))~ *). 

Lemma 6. Wenn noch 

(36) b'(0 rs 0 für alle t 

gilt und T, das Intervall aus dem Lemma 3 bedeutet, folgt aus 

(37) x"2(0t) £ L2
0(k, Q, e, r) 

die Ungleichheit 

(38) x'2(&,+i) £ x"2(Gt) - e. 

Beweis. Auf Tt bekommen wir (vgl. (11)) 

(39) A x " \ t ) .g _2«x"2(0 - 2b(t) x'(t) x"(t) + 2(tf + £) |*»(i) |. 
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Infolge (17), (36) haben wir 

2 J \t) x'(t) x"(t) dt£(ß-B) (Lt + l)2 

und (39) gibt somit auch 

x"2(0i+i) - x"2(0<) .^ -2<xP,2 + (B - ^ ( L i + l)2 + 2(H + £) J *| x"(0 | dl. 

Aus der letzten Ungleichheit errechnen wir mit Hilfe von (33), (34), (35), (37) 

x"2(0i+1) - x-HOd £ -2aP2(l - r) £ - e , 
d. h. (38). 

Bemerkung 5. Alle Voraussetzungen des Lemmas 6 seien erfüllt und x(t) sei 
eine solche Lösung von (1) zu der die im Beweise des Lemmas 5 beschriebene 
Zahlenfolge { 0 j existiert. Wenn für eine natürliche Zahl s die Ungleichheit 

(40) I x'(9lB-x) I S LA(\L10(k9 ß , e, r) |) 

richtig ist, so gilt auch 

(41) | x"(0n) | g L4(\ L10(.) |) für alle natürliche m £ 2s - 1 

und infolgedessen auch 

(42) \xf(t)\^L,(L4(\Li0(.)\% 

\x"(t)\ ^L4(L4(\Li0(.)\)) 
für alle t ^ ' Ö 2 J - I -

Für eine natürliche Zahl q folgt nämlich aus |x"(02€-i) I ^ - ^ ( I A O O . )
 mit Hilfe 

der Bemerkung 1, (19), (35) auch | x"(02q) | g L4(|L10(.) I). Wenn [x'(| 2€) | £ 
^ I -^io(-) I 1st> s o bekommen wir die Ungleichheit | x"(02q+t) | S L4( L0(.) ]) 
aus Lemma 3. Ist aber | x"(02q) |> | Li0(.) | richtig, so folgt | x*(02<i+i) | < 
< I x"(02q) | durch Lemma 6. Somit ist (41) durch Induktion be wsen. Die 
Abschätzungen (42), (43) folgen auf clT2q aus (41) in Verbindung mitLemma 3. 
Auf c lT^-! sind sogar die Ungleichheiten 

|*'(0I &Lt + 1,|**(0I £L4(\Li0(.)\) 
erfüllt. 

Lemma 7. Unter den Voraussetzungen von Lemma 6 betrachten wir ein? solche 
Lösung x(t) von (1), zu der die nichtabnehmende divergente Zahlenfolge {0t} aus 
dem Beweise von Lemma 5 existiert. Dann gibt es eine natürliche Zahl sx so, daß 

(44) | x"(01Sx..) | g .U|XJ0(*. ß> -• ' ) I) 

gilt. 
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Beweis. Setzen wir voraus die zu beweisende Behauptung sei unrichtig. In 
diesem Falle müssen wir dann |x*(02s-i)l >^4(l^ioC)l) für s = - ,2, . . . haben. 
Aus den Lemmas 2, 3 erhalten wir 

(45) |L 1 0 QI <\x"(02s)\ ^\x"(02s.l)\ 

und weiter infolge Lemma 6 

(46) x"2(02s+i)Sx"2(O25)-8 

für jede natürliche Zahl s. (45) und (46) liefern so x"2(0x) ^ x"2(02) ^ x " 2 ^ ) + 
+ e ^ ... ^ x"2(&2n+t) + ne, was für genügend großes n zum Widerspruch führt. 

Satz 1. In der Dgl. (1) seien die Funktionen a(t, x, y, z), 4(f), ft(x), e(t, X, j , z) 
stetig für alle reellen Werte ihrer Argumente und genügen sie den Bedingungen (2), 
(3), (4), (5), (36). Wir wählen positive Zahlen A: < 1, ß > 1, c, r < l und halten sie 

fest. Jede Lösung x(t) der betrachteten Dgl. existiert auf der Halbgerade <t0> °o) 
W/M? es gilt 
( 4 7 ) Hm sup | x'(01 £ L3(L4(I Lx(ofc, ß> e, r) |)), 

lim sup | x"(01 £ L4(L4(| L10(fc, ß, ß, r) |)), 
*-»co 

wo cfle Ausdrücke L3(El), L4(C1), L2
0(U) für U^Oin (18), (19) twd (35) rfe/iniert 

swJ. 
Beweis. Wir betrachten eine festerwählte Lösung x(t). Laut Lemma 5 existiert 

sie auf <t0, oo). Aus dem Lemma 2 folgt, daß gerade ein aus den folgenden zwei 
Fällen vorkommt: 

(i) Es ist | x'(t) | ^ Lx + 1 auf </0, oo). Lemma 2 gibt in diesem Falle 

lim sup | x'(01 g Lt + 1, lim sup | x"(0 | <; L2(Li) 
f-*00 f-*00 

und somit auch (47). 
(ii) Zu x(t) gibt es eine nichtabnehmende divergente Zahlenfolge {0 J aus dem 

Beweise von Lemma 5. In diesem Falle existiert eine natürliche Zahl sx so, daß (44) 
gilt (Lemma 7) und hiervon erhalten wir (42), (43) auf <02jjB-i, oo) mittels Be­
merkung 5. 

Bemerkung 6. Die Abschätzungen (47) werden wir im Folgenden einfacher in 
der Form 

(47') Hm sup | x'(01 ^ />', lim sup | x"(01 S D" 

schreiben. Aus (1), (2), (3), (4), (5), (47') folgt auch 

lim sup | xm(t) \£AD" + BD' + H + E:= Dm 

| - > 0 0 

für jede Lösung x(t) der Dgl. (1). 
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Setzen wir in (1) e(t, x, y9 z) := h(t) + b(t), erfüllt die auf diese Weise ent­
standene Dgl. alle Voraussetzungen des Satzes 1 und besitz die divergente Lösung 
x(0 : = t. Die Beschränktheit aller Lösungen kann man also unter den Voraus­
setzungen des Satzes 1 allein nicht erwarten. 

2. In diesem Teile werden wir uns mit der Beschränktheit der Lösungen der 
Dgln. (V) und (1*) beschäftigen. Zunächst führen wir drei einfache Sätze an, 
in welchen die Forderungen an die Glattheit von a(t) fortschreitend gestärkt 
werden. 

Satz 2. Alle Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfüllt und es gelte darüber noch 
t 

(49) \le(s)ds\£E für alle t 
o 

(50) liminfx/i(x)>0. 

Wenn die Funktionen a(t), b(t) die Eigenschaften 
/ri\ oo oo 
K ' f | f l ( 0 - f l | d l < o o s f\b(t)-ß\&t< co 
(für eine passende Konstante a) besitzen, dann gibt es eine solche positive Zahl D, 
daß für beliebige Lösung x(t) der Dgl (V) die Abschätzung 
(52) lim sup | x(01 S D 

f->00 

gilt. 
Beweis. Siehe [1] (Th. 2). 
Satz 3. Alle Voraussetzungen des Satzes 1 und (49) seien erfüllt. Weiter sei 

(53) ] | a ' (0 |d*: = C<oo . 
o 

Gibt es eine solche Zahl R <> 0, daß 

(54) xh(x) Z 0 für alle \x\^R 

ist, bleibt jede Lösung x(t) von (V) beschränkt auf <f0, oo). Wenn h(x) sogar der 
Bedingung (50) genügt, dann erfüllt jede diese Lösung (52). 

Beweis. Wir betrachten wieder eine beliebig erwählte Lösung x(t). Nach Satz 1 
kann ein tx ^ t0 so bestimmt werden, daß wir 

(55) | x'(0 I £ D' + 1, | x"(0 I .S -D" + 1 für alle t £ tx 

haben. 
Durch Integration der Identität welche aus (V) durch einsetzen von x(t) entsteht 

kommen wir zu 

(56) b(t) x(0 - b(tx) x(tx) - f b'(s) x(s) ds - f e(s) ds - x"(0 + 

195 



+ x"(tx) - a(t)x'(t) + a(tx)x'(tx) + J a'(s)x'(s)ăs - J h(x(s))às : = 

:=Ф(0 + Ja'(s)x'(s)ds. 

Wenn nun A(x) der Bedingung (54) genügt, so folgt aus (56) für alle t ^ tx die 
Ungleichheit 

(57) ß | x(t) \£B\ x(tx) | + l(E + D" + 1 + (D' + 1) (.4 + C)) := Gx, 

welche die behauptete Beschränktheit von x(t) beweist. 
Wenn aber h(x) (50) erfüllt, sei für alle | x | £ S xh(x) £ rj := lim inf xh(x)/2. 

|XJ-*C0 

Aus der Voraussetzung | x(t) | ^ S auf <tx, t) (t ^ f*) und aus (56) erhalten wir 
darin 

(58) ß | x(01 £ Gx - r\ } (| *(**) |+(Z>' + 1) (5 - r,))-1 ds, 

was zunächst zum Schluss 

(59) l i m i n f | x ( 0 I ^ S 
f-*oo 

führt. Aus (59) bekommen wir dann 

(60) lim sup |x(01 £ ß~\BS + 2(E + D" + 1 + (D' + l)(A + C)) :== Z>, 
t-*oo 

d.h. (52). 

Satz 4. Alle Voraussetzungen des Satzes 1 und (49) seien erfüllt. Wenn die Funktion 
b(t) — a'(t) für genügend große t nicht wachsend wird und darüber noch 

(61) lim (b(t) - a'(t)) > 0 
f->00 

gilt, so bleiben beide Behauptungen des vorangehenden Satzes richtig. 
Beweis. Anstatt (56) benutzen wir die Identität 

(62) (b(t) - ö'(0) x(0 - (b(tx) - af(tx) x(tx)) - f (b'(s) - a"(s)) x(s) ds = $(t)-
tx 

Sonst kann der Beweis auf dieselbe Weise erbracht werden, wie der des Satzes 3. 

Satz 5. Alle Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfüllt. Wenn noch 

(63) l i m a ( 0 : = a 
f-*00 

existiert und die Funktion h(x) die Eigenschaft 

(64) lim inf h(x) sgn x > E 
| * | - 0 0 

besitzt, dann genügt jede Lösung x(t) der DgL (V) der Abschätzung (52). 
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Beweis. Infolge (36) haben wir natürlich lim b(t) =- ß. Aus (63) folgt 3cr:« 

:*= lim inf A(x) sgn x - £ > 0. Gleichzeitig kann man eine Zahl F > 0 so finden, 

daß 
A(;t) sgn x > 2c für alle \x\^V 

gilt. Wir bestimmen noch tx = f0
 m ^ der Eigenschaft, daß für alle t = tx (55) 

besteht und darüber noch 

\a(t) - * | = <r(2(ZT + l))-1 , *(0 - jJ £ a(2(Z>' + 1))-1 

gilt. Aus (V) bekommen wir 

(65) ßx(t) = ßx(tx) - x"(0 + x"^) - ax'(t) + ax'(tx) + 

+ } e(s, x(s), x'(s), x"(s)) - (a(s) - a) x"(s) - (b(s) - j8) x'(0 - h(x(s)) ds. 

Ist | x(t) | = Kfür alle t = tx, so folgt aus (65) 

jB | x(0 i = /»I *(**) | + 2(D" + 1 + a(D' + 1)) - <x(* - tx), 
d.h. 

(66) liminf|x(OI = K 
f-*oo 

Aus (66) folgern wir leicht 

lim sup | x(t) \SV + 2(D" + 1 + a(D' + l))ß~l. 
t->00 

Bemerkung 7. Weitere Sätze über die künftige Beschränktheit der Lösungen 
von (1") kann man aufstellen indem man in den Sätzen 3., 4. die Bedingungen (49), 
(50) durch (64) ersetzt. Beachten wir noch die Arbeit [1], so ist es ohne weiteres 
klar, daß Sätze analog zu den Sätzen 3., 4. usw. bewiesen werden können, in 
welchen die Bedingung (36) durch B < a2 ersetzt wird. Dabei ist es möglich 
anstatt b(t) eine allgemeinere Funktion b(t, x, y, z) zu betrachten, die der Bedingung 
(3) genügt. 

In der Arbeit [3] wurde bewiesen, daß wenn (4), (5), (49) gelten und darüber 
noch auch 

lim sup xh(x) < -Hb'\Max(D'9 D") + E) 
| x | - *oo 

richtig ist, so besitzt die Dgl. 

x" + ax" + bx' + h(x) = e(t) 

(mit positiven Konstanten a, b) divergente Lösungen. Sind alle Voraussetzungen 
des Satzes 2. (3., 4.) erfüllt und wenn noch weiter 

(67) xh(x) > 0 für alle x # 0 
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gilt, so ändert jede Lösung von (V) das Zeichen auf beliebigem Intervalle (r, oo) 
(/ ^ t0)> oder es gilt 

(68) lim x(0 = 0. 
t~+ao 

Aus der Beschränktheit der Funktionen x(t)9 x'(t), x"(t) auf <f0, oo) und aus (V) 
folgt nämlich 

| jÄ(x(0)dr |<oo. 

Dagegen führt die Voraussetzung, daß auf </0, oo) $gnx(t) = const schließlich 
gilt und gleichzeitig lim sup | x(t) | > 0 ist, zusammen mit (67) zu 

f~*00 

J|/i(x(0)|dt = |J/.(x(0)df| = oo. 

Aus (68), (47') folgt aber auch 

lim x\t) = lim x"(t) = 0 
t-*oo t-*aO 

und daraus sehen wir unmittelbar, daß z. B. im Falle einer periodischen Funktion 
e(t) alle Lösungen x(t) von (V) oszillieren. 
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