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REALISIERUNG UND AUSWAHLAXIOM

NORBERT BRUNNER
(Eingegangen am 20. Mirz 1982)

Abstract. Aczel’s realisation principle R, that on every infinite set there exists
a Hausdorff topology with an infinite set of nonisolated points, is compared with
weak variants of the axiom of choice.

Wir untersuchen in dieser Note das folgende Realisierungsaxiom von Aczel.

R: Auf jeder unendlichen Menge gibt es eine T,-Topologie mit unendlich vielen
nicht isolierten Punkten. -

In der Algebra haben Hajnal und Kertész gezeigt, da das folgende Analogon
von R zum Auswahlaxiom &dquivalent ist: Auf jeder unendlichen Menge gibt es
eine Gruppe (vgl. [12] fiir weitere Informationen). Realisierungsprobleme fiir
topologische Gruppen fiihrten hingegen zu Resultaten, die von der Kontinuums-
hypothese abhingen. Somit stellten sich automatisch folgende Fragen iiber R:
Folgt R aus dem Auswahlaxiom 4C und ist R dazu dquivalent? Wie Aczel bemerkt
hat, gibt es in ZF° auf jeder unendlichen Menge der Gestalt X x w eine T,-Topo-
logie ohne isolierte Punkte (w = {0, 1, ...}, ZF© ist das Zermelo — Fraenkel System
ohne AC und Fundierungsaxiom, ZF = ZF° + Fundierung); insbesonders gilt
das fiir die wohlordenbaren Mengen. Weiters sieht man leicht, daB eine Menge R -
erfiillt, wenn sie eine Teilmenge mit R hat. Somit folgt R aus dem folgenden Axiom.

W: Jede unendliche Menge hat eine unendliche abzihlbare Teilmenge.

Da W aus AC* folgt, aber nicht dazu dquivalent ist (vgl. [6, 9], AC” das AC
fiir abzdhlbare Familien), beantwortet das die obigen Fragen. Von einigen Ab-
schwichungen von R hat Aczel gezeigt, daB sie in ZF© gelten, und das fiihrte
ihn in [1] zum Problem, ob R von AC abhingt. Wir beantworten es mit folgendem
Satz, der auch zum Teil die Position von R in der Hierarchie der Auswahlprinzipien
bestimmt. P(R) ist die Potenzmenge der reellen Zahlen. Eine Dedekind-Menge
ist eine Teilmenge von R, die ein Gegenbeispiel zu W ist; gibt es Dedekind-
Mengen, so ist R nicht wohlordenbar.

Satz

(1) Ist P(R) wohlordenbar und gilt R, so gilt in ZF° auch K:

K: Jede Folge von zwei-elementigen Mengen hat eine Teilfolge mit einer Aus-
wahlfunktion.

39



(2) Aus der Aussage ,,P(R) ist wohlordenbar (kurz: PRW) folgt nicht K,
-PRW + K impliziert nicht R, aus PRW, K und R folgt nicht W und K + R
impliziert nicht, daB es keine Dedekind-Mengen gibt. Diese Unabhéngigkeits-
sdtze gelten in ZF.

Beweis: Das Axiom K wird durch eine Arbeit von Kleinberg [10] iiber den
Satz von Ramsey motiviert, der ebenfalls K impliziert. In der Notation von [3]
ist K = PAC?. Offen ist, ob PRW + PACY, das AC fiir Folgen von zwei-element-
igen Mengen implizieren. Es reicht dazu aus, PACy,,(= ACy;, nach [3]) zu beweisen.
Der Beweis von (1) liefert allerdings nur: Ist (£,),.. e¢ine unendliche Folge endlicher
Mengen mit mindestens zwei Eleglenten, so gibt es eine unendliche Teilmenge mit
einer Selektionsfunktion g ([14]: g(x) < x, g(x) # @ und g(x) # x). Da nur eine
Teilmenge mit solch einer Folge gesucht wird, kann man ,,w* durch irgendeine
wohlordenbare Menge ,,wo* ersetzen. Wir erhalten insbesonders PAC® fiir alle
n € o (Induktion nach n).

(1) Sei (F,),eo €ine Folge disjunkter endlicher Mengen; X = () F,. Sei indirekt

new

(F)seo €in Gegenbeispiel zum oben erwahnten partiellen Selektionsprinzip; d. h.:
Istf: - P(X)\{0} eine Funktion mit f(n) < F,, so ist f(n) # F, nur fiir endlich
viele n € w méglich. Fiir M € Xist M’ = (M x{0}) U ({ne w: M n F, # 0} x {1}).
Nach R gibt es auf X eine T, Topologie X mit einer unendlichen Menge P von
nicht-isolierten Punkten. Als Subbasis fiir eine Topologie X’ auf X’ = X x {0} u
v o x {1} wihlen wir {{n, 1)}, 0\{(n, 1)} : ne w, 0 X}. Ist pe X\(Px{0}), so
ist p isoliert, wiahrend jede Umgebung eines Punktes p € P x {0} unendlich viele
Punkte aus w x {1} enthilt. X’ ist eine Modifikation der Alexandroff-Verdoppelung
(vgl. [5]). Wir zeigen, daB X'T, ist. Wie wohl Soundararajan [13] als erster
publiziert hat, ist ein separabler T,-Raum als Menge in P(R) einbettbar. Daraus
folgt mit PRW, daB Px {0} < (wx{1})” wohlordenbar ist. Als unendliche,
wohlordenbare Teilmenge von () F, induziert P jedoch eine Auswahlmenge fiir

new

unendlich viele F,, ein Widerspruch. Zum Nachweis von T, geniigt es, fiir xo # X,
in P disjunkte Umgebungen von (x;,0) zu finden. Es gelte x; € F,;) und 0, X
seien disjunkte Umgebungen von x;. Zur Abkiirzung setzen wir 4; = 0; N
N(wx{1}). Wenn 4 = A, n A, unendlich ist, definiert f(n) = 0, N F, fiir
(n, 1) € A eine partielle Selektionsfunktion von (F,),c0, da 0; N F, # 0 fiir ie 2
und (n, 1) € A. Dies widerspricht unserer Annahme iiber (F,),.,, und daher ist 4
endlich. 0)\4 sind die gesuchten disjunkten offenen Umgebungen von x;.

(2) Zum Beweis der Unabhingigkeitssitze verwenden wir Permutationsmodelle
von ZF° und wenden darauf Transfer an, um Modelle von ZF zu erhalten.

M, sei das Fraenkel Modell. Dort ist U = U P,, die Menge der Urelemente,

new
eine Vereinigung einer Folge (P,),., vOn disjunkten zwei-elementigen Mengen.
Die Gruppe G der Permutationen besteht aus den Bijektionen g: U — U, fiir die

N
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fiir alle ne w g'P, = P, ist und I ist das Normalideal der endlichen Teilmengen
von U. Wie man in [6] nachlesen kann, wird durch diese Informationen ein
ZF°-Modell charakterisiert (vgl. auch [9]), wo die Potenzmenge von wohlorden-
baren Mengen wohlordenbar ist. Insbesonders gilt PRW. Da diese Aussage be-
schrankt ist, ist sie nach Jech —Sochor [8] auf ein ZF-Modell transferierbar. Ist M
eine Teilmenge von U und e € I ein Triger von M (symbolisch: M € 4(e)), wobei
es |JP,soistfiri > n, P, < Moder P, n M = @, wie aus einem Permutations-
Argument folgt. Mithin ist (P,),.,, ein Gegenbeispiel zu K und als beschrinkte
Aussage ist ,,nicht X* transferierbar. Somit folgt K nicht aus PRW.

M, ist das Fraenkel —Halpern Modell, wo U eine amorphe Menge von Ur-
elementen ist. G ist die Gruppe aller Permutationen und / = [U]~“. Wie Blass [2]
gezeigt hat gilt in diesem Modell der Satz von Ramsey, aus dem PAC, folgt
([2], [10]) und daher K. Wie [7] gezeigt haben, gilt sogar das Auswahlaxiom fiir
lineargeordnete Familien lineargeordneter Mengen in diesem Modell. Wir zeigen,
daB K injektiv beschrinkt ist und daher nach Pincus [11] transferierbar. K ist
namlich zur folgenden Aussage iiber Dedekind-endliche Mengen #quivalent:
Ist X D-finit, so auch [X]? das System der zwei-elementigen Teilmengen. Ist
niamlich 4 < [X]* abzihlbar und unendlich, so induziert K eine abzihlbare,
unendliche Teilmenge von U 4 < X, und ist umgekehrt (F,),., ¢in Gegenbeispiel
zu K, so ist X = () F, D—finit, aber [X]*> Dedekind-unendlich. PRW gilt in M,

new

und wird ebenfalls transferiert. R ist jedoch ungiiltig. Wie in [4] bemerkt wurde,
existieren auf einer unendlichen amorphen Menge U nur folgende T, Topologien:
die diskrete Topologie und die Einpunkte-Kompaktifizierung der diskreten Topo-
logie einer Teilmenge von U, die beide nicht R sind. Mit Transfer folgt: PRW
und K impliziert nicht R. '

M ist das Mostowski Modell. Dort bilden die Urelemente U eine dicht, end-
punktfrei und linear geordnete Menge, die Permutationen sind die monoton
steigenden Abbildungen und 7 = [U]=®. Wie in [4] gezeigt wurde, ist eine Menge
in diesem Modell entweder wohlordenbar oder sie enthilt eine Kopie eines Teil-
intervalls von U, weswegen sie R ist (Ordnungs-Topologie). Wie oben folgt: Im
transferierten Modell gilt R, PRW, mit dem Teil (1) des Satzes daher K, es gilt
aber nicht W, da U ein Gegenbeispiel liefert.

Als nichstes betrachten wir das Cohen— Halpern—Levy Modell M, von ZF,
das aus einem ZF-Modell M hervorgeht als M = M(a,, ..., A), wobei a, Cohen-
generische reelle Zahlen sind und 4 = {a; : i € w} eine D-finite, unendliche Teil-
menge von R ist (vgl. [6]). In-diesem Modell gilt bekanntlich BPI, das Primideal-
theorem fiir Boole’sche Algebren, woraus K folgt (via ACy,,). Zum Nachweis von R
notieren wir, daB jede unendliche Menge entweder wohlordenbar ist oder eine
unendliche Teilmenge von A enthilt ([4]) und im letzteren Fall wegen des Konti-
nuititslemmas [6] sogar ein Teilintervall von 4, auf dem die Ordnungstopologie R
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ist (A4 ist dicht geordnet). Somit ist auch (2) bewiesen. Wir notieren noch, dafi
es in M, auf jeder unendlichen Menge eine T,-Topologie ohne isolierte Punkte gibt.
q.e. d.
Diese Untersuchungen legen folgende Definition nahe: X ist Aczel-endlich,
wenn fiir jede T,-Topologie auf X die Menge der isolierten Punkte cofinit ist.
Amorphe Mengen sind Aczel-endlich und diese ihrerseits Dedekind-endlich.
Interessante Probleme tauchen auf, wenn man Fragen analog zu [15] stellt.
Der Verfasser mdchte dem Referee fiir viele niitzliche Bemerkungen danken.
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