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АППРОКСИМАЦИЯ ОБОБЩЕННЫХ 
РЕШЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ 

КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ* 

БОШКО С. ЙОВАНОВИЧ 

(Поступило в редакцию 11. 11. 1985) 

Абстракт. В работе исследуется сходимость разностных схем, аппроксимирующих задачу 
Дирихле для эллиптического уравнения с переменными коэффициентами, в случае когда 
коэффициенты уравнения и его решение принадлежат пространствам Соболева—Слободец-
кого. Получены оценки скорости сходимости, согласованные с гладкостыо данных. 

Ключевые слова. Конечные разности, разностная схема, согласованная оценка, простран
ства Соболева—Слободецкого. 

М8 С1а$8Шса*юп. 65Ж0. 

1. Рассмотрим краевую задачу для уравнения эллиптического типа второго 
порядка с переменными коэффициентами: 

0) - 1 4-[аи-%!-\ + аи = 19 х = (х19 х 2 )еО = (О, I)2, 
1,1=1 СХ1 \ 0Х) / 

и(х) - 8(х)> х 6 Г = д^, 
где 

2 2 

я.7 = яу(х) = *л> Е аи%& = со Е #> 

с0 = соп8* > 0 и а = а(х) = 0. 

Обычным способом введем в области & = ^ и Г равномерную сетку о> 
с шагом к. Обозначим со = соп^, у = со п Г, у^ = {хеу \x^ = 0, 0 < х3_ 7- < 1}> 
со^ — со ^ у] и со+ = со и ух и у 2

и {(^ 0)1- Для сеточных функций будем 
использовать следующие обозначения: 

V** = V±^^x19x2) = к^1 ± (2 - л к х2 ± и - 1) *), 
»,, = 0> + ' - »)/*. V-, = (* - 17--0/Л-

Определим также сеточные скалярные произведения и нормы: 

(V, ») = к2 X |>(Х) *(х), || Г ||2 = || О Ц ^ = (*, V), 

* Предложено на конференции Е(^АО!РР 6, Брно, 26—30-го августа 1985 г. 
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[», w)y = ft2 I f(*)w(x), | [» ||2 = |>, V)j, 
xecoj 

[v, w) = h2 £ t>(x) w(x), |[ t> ||2 = [i;, »), 
«X6C0 + 

l |f | |2K, ( (0 )=l|t ) | |
2 + |[t>Jl||

2 + |[t; ; t I | |
2

( 

II V ЦЦ1Ш) = || V | | ^ + || Vx^x^ || 2 + |[>Я 1 Я а || 2 + || 1>,а5а ||
 2. 

Краевую задачу (1) аппроксимируем следующей разностной схемой [1]: 

1 2 ~ 
<2) - у ! [(ву*,,)» + К^Л.] + <™ = /, хесо, 

К*) = #(*Х * е у. 

В случае когда й = а9 / = /, и коэффициенты и решение задачи (1) достаточно 
гладкие (а^ 6 С3, аеС9 ие С4), легко получается следующая оценка скорости 
сходимости разностной схемы (2) (см. [1]): 

I I " - »Ицг}(в) = 0(Л2). 
В работах [2 — 6] для разностных схем, аппроксимирующих уравнения 

с постоянными коэффициентами, получены оценки скорости сходимости, 
согласованные с гладкостью решения рассматриваемой задачи: 

(3) || м — 17 | |^ ( а ) ) = ск'-к || и ||^,(Л), /с < 5 = /с + 2. 

В настоящей работе оценки вида (3) распространяются на уравнения 
с переменными коэффициентами. 

2. Предположим, что обобщенное решение и(х) задачи (1) принадлежит 
пространству Соболева —Слободепкого IV^(О), \ < з й 3 [7]. Предположим 
также, что ац(х)е~У%'1((1) и а(х)еЪа0(О) при \ < з й 29 соответственно 
а(х) е 1У%~2(0) при 2 < 5 й 3 (при \ < з й 2 условие а(х) ^ 0 понимаем 
в смысле „почти всюду"). 

В дальнейшем тексте будем использовать следующие обозначения: [г]" — 
самое большое целое число, которое < г: Кк — множество многочленов сте
пени ^ к (к — целое); |.|^г(^) — старшая полунорма пространства 1Ур(Е), 

Положим в уравнении (2): й = Та9 / = Т/'9 где Т — произведение стеклов-
ских операторов усреднения: Г = Т\Т\9 Г/ = Г/7у~, 

Т//(х) = 1 Т/(*1 + (2 - Л « ~ *-)> *2 + О - 1) « - х2)) <«, 

Т;/(х) = - '{ / ( х . + (2 - Л « - х.), х 2 + О - 1 ) « - х 2)) <«. 

Пусть и решение задачи (1) и V решение задачи (2). Погрешность 2, = и — г 
определена в узлах сетки а.), и удовлетворяет условиям: 
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l 2 

(4) - r S [(flyZ,,),, + (-W-W-J + ( T f l ) Z = ^> * e f i i , 

rдc 

Z(JC) = 0, X є y, 

^ = 2 Чу.*,+ 1. 

Чу = Г ^ Г Ь ^ в у - ^ - ^ - 0,5(домх, + ву'и^1), 

Ч = (Га) и - Г(ам)-

С помощью суммирования по частям, используя неравенство Коши — Швар
ца, легко получается следующая апприорная оценка: 

(5) Ъ2\\тмйс(Ъ |[Чу|||а + | |чИ а) 1 / а, 
- .1=1 

где 

с = 72(1 + 16"х)со г = сопз* > 0. 

Оценка скорости сходимости рассматриваемой разностной схемы бази
руется на апприорной оценке (5) я следующей лемме. 

Лемма. Пусть { ограниченный билинейный функционал на \Ур(Е) х УУг

9(Е) 
(1 ^ р, ^ й +оо; г, г > 0) и пусть: 

V Р е ^ [ г 1 _, V к е ЩЕ): С(Р, и» = 0, 

ЧVе\V^

р(Е\ У С б ^ и . : № , 0 = 0. 

Тогда для каждого V е №р(Е) и каждого и> е \У*Ч(Е) выполнено неравенство: 

где с =- с(Е, р, г, д, г) = сопз! > 0. 

Доказательство следует из леммы Дюпона—Скотта [8], таким же образом 
как аналогичный результат для целых г и г [9] следует из леммы Брамбла-
- Гильберта [10]. 

Чтобы получить оценку скорости сходимости разностной схемы (2), дос
таточно оценить слагаемые в правой части неравенства (5). Предварительно 
представим г}и в виде: 

гдe 

чu - чbł> + чí/> + W + «#». 
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ЧЬ2) = [Г|+Г3

2.Л у - 0.5(аи + а - Л ^ Т 2 . ^ ) , 

С = 0.5Ц, + а

+/)[т+Ти-~ - 0,5(1^ + и&\ 

цф = -0,25(а17 - а$){их, - 1/+/). 

С помощью линейного преобразования ^ = x^ + И^^ отобразим область 
*.(*) == {̂  = 0̂ 1 > <̂ 2) I *» .2 ^ -$ ** + Л, х3_. - А _2 <-з-. -̂  * з - . + А) н а прямо
угольник .Е| = {/ = (/,, /2)1° = ^ -_5 Ь ~1 __= з̂_1 = 1} и положим а*(0 = 
= И//{), м*(0 = и(%). Тогда значение ц\^ в узле хесо( можем представить 
в виде: 

- [Я 11 - .,_, | а*<0 е.*. _ . 2 ] . Г|111 - .,_, | -^-ёг . -Г Л 1 . 

Из теорем вложения [11] следует: 

| п\? | й сН'х || а* \\^{Е() || и* Ц ( Е | ) , г ^ О, Г = 1. 

Таким образом, значение г/̂ > в узле лгесо^ является билинейным ограничен
ным функционалом на гУ^Е^х \У\(Е^. Кроме гого ц\р = 0 если а^е&0, 
а также если и* е &х. Из леммы следует: 

| ,$> \йсН~х\ а* \„^Е1) | и* \Щ{Е1), 0йгй1,1й*й2. 

Возвращаясь к старым переменным, получаем: 

I ч\? I й сНг+г~2 | аи \^Ых)) | и \„<Мх)). 

Отсюда следует: 

1 [ С II. ^ сй^ '" 1 1 аи \^{а) | м Ц й ) , 0 ^ г ^ 1,1 _* ' _* 2. 

Полагая г + * = _? и проводя очевидные оценки, окончательно получаем: 

|[>#> ||, ^ ей5"1 || а0- \\„^т || I/ | Ц ( Л ) , К 5 й 3. 

Такие же неравенства выполнены и для ?/-/\ г]\^} и ̂ ^>. 
Тем же способом поручаем оценку: 

И II = ^ $ _ 1 II л ||и---(я) II и Ии-«_), К 5 ^ 3. 

где з' = тах{_?, 2}. 
Из этих оценок и неравенства (5) окончательно получаем искомую оценку 

скорости сходимости разностной схемы (2): 

u - » II *»(«)= IIZIkj(c»-á 
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(6) = сй5 _ 1(тах || аи ||*-чя) + II а Ии"-«(П)) II " Иж-со). 
-..I 

1 < .у ^ 3, .у' = тах {я, 2}. 

Заметим, что оценка (6) согласована с гладкостью данных. 

3. Похожие результаты можно получить и в других сеточных нормах. На
пример, если ие Щ(0), аие 1У°а~

1(0), а~ гУ*0~
2(0), 2 < 5 й 4, используя 

второе основное неравенство для сеточных функций [12]: 

Ц 2 | | Ж 2 ( с о ) ^ с | | ^ | | ^ с ( X || Ч У . 5 | ||2 + || ч | | 2 ) 1 / 2 , 

и описанный поступок, получаем следующую оценку скорости сходимости 
нашей разностной схемы: 

II и - V ||и-;(<0) = сЛ5"2(тах || аи \\--.^{а) + II а \\->ш-ЧП)) II и | |Ж, ( П ), 2 < 5 = 4. 

Примечание: При з > 2 а(х) является непрерывной функцией. Также, /(х) 
является непрерывной при 5 > 3. Тогда в (2) можно положить а = а, соответ
ственно / = /. Полученные оценки при этом сохраняют силу. 
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