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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 91 (1966), Praha

PERTURBIERTE HOMOGENE LINEARE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ZpeNEK Husty, Brno
(Eingelangt am 28. November 1964)

VORBEMERKUNGEN UND HILFSSATZE

Anstatt ,,homogene lineare Differentialgleichung® sagen wir kurz ,,Gleichung‘.
Die Symbole f’, f®[f"1] bedeuten die Ableitungen der Funktion f mach x[t].
»x €I, lesen wir wie folgt: ,.fiir alle x im Intervall I,“. Die Funktion x = T_,(t)
istdiezu t = T(x) inverse Funktion. Insofern kein MiBverstindnis zu befiirchten ist,
werden wir kurz T statt T(x) schreiben. Ist g eine nichtnegative ganze Zahl, so be-
deutet das Symbol T(x) e C,(I,), daB die Funktion T®@ im Intervall I, stetig ist.
Mit E, bezeichnen wir die Menge aller (endlichen) reellen Zahlen.

Es sei T(x) e C5(I;), T' # 0in I,. Der Ausdruck

1T” 3 /(T"\?
Tx}=-—-=(=]), xel
{T.x} 2T 4(T’> !

heiBt die Schwarzsche Ableitung der Funktion T(x) im Intervall I,.
Die allgemeine Gleichung n-ter Ordnung ist von der Gestalt

(a) igq(';) a()y*x) =0, ao=0inly, ayeColls), i=0,1,..n.

Wenn a;flage Co(ly), i =1,2,...,n (g =1)[a; =0]{a; =0, i =1,2} ist, so
wird (a) reguldr (normal) [halbkanonisch] {kanonisch} genannt. Die Gleichung (a)
mit a, % 0inI, ist reguldr. Wenn (a) in I, regulér ist, so bezeichnen wir die Gleichung

™ 4 2": (’f)_“_i Yo = 0
i=1

i/ ag

als Normalform von (a) in I,.
Der Begriff der Dimension wird in [2; I] erklirt. Die Gleichung (a) wird eine Glei-
chung mit Dimension genannt, falls der Koeffizient a; die Dimension i, i = 0,1, ..., n
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und die Funktion y(x) die Dimension 0 hat. Der Koeffizient a; von (a) hat in I, eine
stetige Dimension, falls a; € C,_(I,) ist. Die Gleichung (a) wird eine reguldre
Gleichung mit stetiger Dimension in I, genannt, falls (a;/ ap) € C,—{(I,), i =
=1,2,..,nist

Es sei die Gleichung

n

(v 5700 =0
i=0\1

in I, definiert und es sei I = I; N I, * 0. Die Gleichungen (a), (b) sind in I identisch,
wenn a; = b;, i = 0,1,...,n, xel und wir schreiben (a) = (b). Es sei (a) [(b)] in
I,[1,] regulir. Die Gleichungen (a), (b) sind in I quasiidentisch, wenn sie in I das-
selbe Hauptsystem (von Losungen) haben. Bezeichnung: (a) = (b), x € I,.

Im folgenden setzen wir voraus, daB (a) eine regulire Gleichung mit stetiger
Dimension in I, ist.

Der Begriff der iterierten Gleichung ist in [I; S. 40] erklart.

.(0.1) Die Gleichung (a) ist in I, iteriert dann und nur dann, wenn sie in I, zu
einer reguldren Gleichung mit stetiger Dimension quasiidentisch ist, die wir durch
(n — 1)-fache Iteration der Gleichung

u’y + [au? —(n—Duu']ly =0, a;eC,4(I,)

erhalten, wobei u eine beliebige Losung der Gleichung

’ 2
e ORI
n+1jag ao ay

ist. Siehe [1; Satz 7,1].

(0.2) Die Gleichung (a) ist in I, iteriert dann und nur dann, wenn sie in I, mit
der Gleichung

(02.1) I, <y;ﬂ , fﬁ) =) (n) fi (ﬂ , 51) Yo =0
- do Qo i=0\1 do Qo

wobeifi(xl, xZ), i=0,1,...,n fiir gegebenes n das iterierte Polynom zweier Ver-
dnderlichen mit Dimension i ist, quasiidentisch ist. Siehe [1; Bem. 8,1a].

(0-3) fo(xly x2) = 1 ’ fl(xb xz) = X1 fz(xn x2) = Xz .
Siehe [1; Satz 6,1, (7,29)].

00 1(n02)-1, (y; @)=yt S (’,')f.- (&),
ao ao i=2\1 ao

wobei fi(x,) = {0, x,), i =0,2,3,...,n fiir gegebenes n das iterierte Polynom
einer Verdnderlichen mit Dimension i ist. Siehe [1; Bem. 7,3c].
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" Essei 0 % I,, = I,. Mit dem Symbol m(I 1x) bezeichnen wir die Menge, deren
Elemente folgendermaBen definiert sind: eine zweigliedrige Folge {T(x), u(x)} e
e m(I,,), falls

T(x)€ Cos1(I1s), T'(x) *+ 0, x€I,,, T'(x) hat die Dimension 0,
u(x) e C(Iy;), u(x) # 0, xely,, u(x) hat die Dimension 0 .

Wihlen wir ein Element {T(x), u(x)} € m(I,,). Die Gleichung (a) geht durch die Trans-
formation y(x) = u(x) Z(x), t = T(x) in eine Gleichung (a) iiber, die wir das Bild
von (a) in Iy, der Koordinaten T(x), u(x) nennen. Bezeichnung: (&) {T(x), u(x)}.
Mit 0,(I;,) [PI1x)] {kd(I1:)} bezeichnen wir die Menge aller Bilder [halbkanonischer
Bilder] {kanonischer Bilder} von (a) in I,,, deren Koordinaten Elemente der Menge
m(I,,) sind.

~(0.5) Das Bild (a) {T(x), U(x)} € o,(I1x) ist halbkanonisch dann und nur dann,
wenn

(05.1)  U(x) = cexp {— f & ds} |T'[*=™72, 0+ ceE,, xel,.
X0 0
Siche [2; I- (3,2.11)].
Da das halbkanonische Bild () {T(x), U(x)} € p,(I;,) laut (0.5.1) durch die erste
Koordinate bestimmt wird, schreiben wir statt (a) {T(x), U(x)} € p,(I,,) kurz

(5') {T(X)} € pa(le)-
Das Bild (a) {x} € p,(I,) nennen wir das halbkanonische Hauptbild von (a) oder
auch die halbkanonische Hauptform von (a).
Gilt
a,

v .
0.6) A(x) =k}_:0 (;) a(x) xi_k(—- a_) , i=0,1,...,n, xel,,

0

wobei x;_; das Polynom des Elementes —a, /ao mit Dimension i — k ist, so kénnen
wir das halbkanonische Hauptbild von (a) in der Form

() c. exp {- (ayfac) ds} [Ao(x) Z0(x) +i=i2 (’:) () z(»-f)(x)] —0, xel,

X0

schreiben. Siehe [2;1-3,2; S.498]. Laut (0.6) ist A, = a,, A; = 0. Die Funktionen
A, = AyfAq, i = 2,3,..., n bezeichnen wir als Hauptkoeffizienten von (a).

Die Funktionen @(,, ..., A,), kurz @,, i = 3,4,...,n sind in [2;11I-(3.30)]
definiert und werden Hauptinvarianten von (a) genannt.

(0.7) Es sei ay = 1. Dann ist
(0-7‘1) A! = QI{ > i= 2, 3, ey

156



und laut [2; I11-(3,35)] gelten die Formeln

(0.7.2) @i(AZ’ .oy Al) =a; + h,(al, Agy veny Q- 1) , I= 3, 4, e Ny,

wobei h; ein Polynom der Elemente ay, a,, ..., a;—1 mit Dimension i ist.

08) (@) {T()} € kfl) < (T, 3} =

31%2, xEI“.

Siehe [2; I-Hilfssatz 3,3.1]. ‘

Es seien A, j = 2,3,..., n resp. @ (272, .. @[) i =3,4,..., n die Hauptkoeffi-
zienten resp. Hauptmvananten des Bildes (a) {T(x), u(x)} €0 (I 1x)- Laut [2; III-
Satz 3.3] gilt

0.9) OLUW[T(X)], ..., WITE)} [T'(x)] = OA,, ..., W),
xel,,, i=3,4,...,n

Den Intervall
(0.10) I = T(Iy)
nennen wir Definitionsbereich des Bildes (i) {T(x), u(x)} € 0,(I,).

(0.11) Das Bild (a) {T(x), u(x)} € 0,(I,,) ist von der Gestalt
@  u@TEr [zo (?) a i) zt"-ﬂ(t)] =0, x=T,(i), teh,

mit z(t) = Z[T-(1)],
(0.11.1) |
aft) = [T’()c)]‘ik};:,0 <;€> a(x)®7: ‘k[n(x) (x)], i=01...,n, x=T_@),

,’()_T() U(x) = u(x)
T'(x)’ u(x)’
wobei ®"}, fiir gegebenes n das i-te Polynom der Elemente 1,  mit Dimension i — k

ist. Siehe [2; I-Satz 3.1.10].
Laut [2; 1-(2,3.4)] ist

(0.11.2)

@3'(n, ) =

0.12) ey ) =1, oy = 5

—i)(3n - 3i+ 1 ’
=(n l)('llz i+ )’12+("—i)(§'1'+71C)+C2+C’ i=01,..n
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(0.13) Das halbkanonische Bild (A) {T(x)} € p,(I;,) ist von der Gestalt
® |

() [T [Ao(t) 20 + 3 ( )A () 2" ‘](t)] =0, x=T,(), tel,,
mit
©0.13.1) A(l) = [T’(x)]“‘z < )Ak(x)db ATn)], i= 23, x =T A1),
wobei (0.5.1), (0.6) gilt. Siehe [2; I- Satz 3,2.15)].

Nach [2; I- (2,3.6)] ist
(0.14)

n, i . i i—1 n.i n+3i2—7i+3 n+2i—3,
o' (m) =1, oY'(n)= v @%'(n) = 1 ’Iz—'—6—'l.

0.15) Wenn {T, x} = [3/(n + 1)] A, gilt, so ist das Bild (A) {T(x)} € p(I )
kanonisch und lapt sich in der Form (A) mit (0.13.1) schreiben, wobei A, = 0,
(0.5.1), (0.6),

1

0.15.1 "=p? 4+
( ) 1 2’, n+1

A,

(0152) v = (_":(’)%('k)‘!l‘lgo ke nikaL) | xelly,

i=0,1,..,n; k=0,1,...,i

gilt. Fy Lk ist fiir gegebene n, i das k-te Polynom des Elementes N, mit Dimension g.
Siehe [2; I- Satz 3,3.5].

1. PERTURBIERTE GLEICHUNGEN

Essei .
(@) A YO(x) + ,i (':) a(x) y*~(x) = 0

eine Gleichung mit stetiger Dimension im Intervall I,. Es seien ferner f,(xl, x2),
~i=0,1,..., n fiir gegebenes n iterierte Polynome. Setzen wir

(11) ;= a; — fla, a;), i=3,4,..,n, xel,
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Die Gleichung (a) kénnen wir mit Hilfe von (1.1) umformen und finden
(o) L(y;aia2) + 3 <':) ofx) y*7x) =0, xel,.

Die Gleichung (m) bezeichnen wir als perturbierte Gleichung oder ' perturbierte
Form von () und die Funktion w; nennen wir Perturbationskoeffizient von (a) der
Dimension i.

(1.2) Die Gleichung (a) ist im Intervall I, iteriert dann und nur dann, wenn
a; = f(ay, a;), i =3,4,...,n, xel, ist.
Der Beweis ergibt sich aus (0.2), (0.3).

(1.3) Die Gleichung (a) ist im Intervall I, iteriert dann und nur dann, wenn
w;=0,i=3,4,...,n, xel, ist, wobei w;, i = 3,4, ..., n Perturbationskoeffizien-
ten von (a) sind.

Folgt aus (1.1), (1.2).

(1.4) Die Gleichung (a) ist im Intervall I, iteriert dann und nur dann, wenn
0,=0, i=3,4,..,n, xel, ist, wobei @, i=3,4,...,n Hauptinvarianten
von (a) sind.

Der Beweis ergibt sich aus dem Satz 4.4, der in [2; III] hergeleitet wird.

Im folgenden setzen wir die Funktionen w,[@,], i = 3, 4, ..., n als Perturbations-
koeffizienten [Hauptinvarianten] von (a) voraus. Zu bemerken ist, daB fiir die Haupt-
koeffizienten von (a) die Beziehungen (0.7.1) und (0.6) mit a, = 1 gelten.

15 w;=0, i=3,4,..,n, xel;<0;,=0, i=3,4,..,n, x€el,.
Folgt aus (1.3), (1.4).

1.6) 0, =0, k=3,4,..,i, xel;<0,=0, k=3,4,...,i,
xel,;, 3ZiZn.

Fiir i = n folgt (1.6) aus (1.5). Setzen wir also voraus, daB 3 < i < nist. L. Nehmen
wir zundchst an, daB w, =0, k = 3,4,...,i, xel, ist. Es verbleibt @, = 0, k =
= 3,4,...,i, x eI, zu zeigen. Dazu machen wir die Widerspruchsannahme &; ¥ 0,
35j£i,0,=0,k=23,4,...,j — 1. Betrachten wir jetzt die Gleichung

J n
(te1) y®+y (") ay" ™M+ ¥ (”) flay,a)y® ™ =0, xel,.
v=1\V v=j+1\V i
Laut (0.7.2) [(1.1)] sind die Funktionen 0,[w,], v = 3,4, ..., j durch die Koeffi-
zienten ay, a,, ..., a,[a;, a,, a,] eindeuting bestimmt, so daB die Funktionen 6,[w,],
v = 3,4, ..., j Hauptinvarianten [Perturbationskoeffizienten] von (1.6.1) sind. Nach
(1.1) und der Voraussetzung verschwinden in I, alle Perturbationskoeffizienten von
(1.6.1). Laut (1.5) verschwinden in I, auch alle Hauptinvarianten von (1.6.1), was
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zu O; % 0 im Widerspruch steht. IL. Es sei jetzt @, =0, k =3,4,...,i und es
existiere ein derartiger Perturbationskoeffizient w;, daB 3 <j < i, @; £ 0, w, = 0,
k = 3,4,..7,j — 1. Betrachten wir jetzt die Gleichung

(1.6.2) y(’"+z<) y Y 4 Z ()E(al,az,...,av_i)y(” =0, xel,,
v=j+1

wobei
(1.63) Ej+1(a1, gy vvuy aj) = —th(al, Ay vuey aj) )

(1.64) hfay, az...a,_1) = —hfay, az..say Bjpg, Bppzs oo Byon)s
v=j+_2,j+ 3,..,n

Die Funktionen h,, v = j + 1,j + 2, ..., n sind durch die Formeln (0.7.2) bestimmt.
Zu bemerken ist, daB die Funktionen O,[w,], v = 3,4, ...,j Hauptinvarianten
[Perturbationskoeffizienten] von (1.6.2) sind. Nach (0.7.2), (1 6.3), (1.6.4) und der
Voraussetzung verschwinden in I, alle Hauptinvarianten von (1.6.2). Laut (1.5)
verschwinden in I, auch alle Perturbationskoeffizienten von (1.6.2), was zu w; % 0
im Widerspruch steht. Damit ist (1.6) bewiesen.

.7 0 =0, k=34,..,i—1, ,%0, xel, <
@kEO, k=3,4,...,i_1, @i$0, erl’

Folgt aus (1.6).

(1.8) @i=(Di+gi((o3,w4,...,wi__l,al,az), i=3,4,...,n, erl,

wo g; ein Polynom der Elemente wj, @y, ..., W;_1, ay, a; mit Dimension i ist,
dessen jedes Glied wenigstens eine der Funktionen o, k = 3,4,...,i — 1; s =
=0,1,...,i — k als Koeffizient hat.

Wenn wir in (0.7.2) a, = o, + f(a1, a2), v = 3,4, ..., i einsetzen, erhalten wir

(1-8-1) 0;,=w;+ fi(an az) + hjlay, a;, 03 + fs(ap az): e @Wig + fi—l(av as)].

Das Polynom h; teilen wir in zwei Teile. Zum ersten Teil, den wir mit g(ws, 04, ---»
..s W;_1, Gy, 4;) bezeichnen, gehdren jene Glieder des Polynoms h;, die wenigstens
eine der Funktion o, k=3,4,...,i—1, s=0,1,...,i — k als Koeffizient
haben, so daB g; =0, wenn w; =0, k = 3,4,...,i — 1. Zum zweiten Teil, den
wir mit gi(fbfb ""fi—l)’ fi=ay, f,=a, fj =fj(a1’ az), j=34..,i- 1
bezeichnen, gehdren die anderen Glieder des Polynoms h;. Die Gleichung (1.8.1)
kdnnen wir also in der Form

6 =w;+ Gt(w's’ Wyy ooy Dy—1, By az) +f;(d1, a,) + ﬁt(fufz, v fizy)
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schreiben. Nach (1.6) gilt

(1-8-2) fi(als az) = —gi(f1,f2,~--,fi-1), xel;,
so daB (1.8) in Kraft ist.

(1.9) Der erste Perturbationskoeffizient von (a), der in I, identisch nicht ver-
schwindet, ist die Hauptinvariante von (a).

Folgt aus (1.8). Diese Behauptung setzt die Anordnung der Perturbationskoeffi-
zienten nach der Dimension voraus, wo w; vor wj ist, wenn j < k ist, so daB w; als
der erste Perturbationskoeffizient bezeichnet wird und immer w; = 0, gilt.

(1.10) w;=0;+G(0,,0,,..,0;,_y,a,,a,), i=23,4,...,n, xel,,

wo G; ein Polynom der Elemente @5, O,, ..., ®;_,, a,, a, mit Dimension i ist,
dessen jedes Glied wenigstens eine der Funktionen @ff’, k=3,4,..,i—1, 5=
=0,1,...,i — k als Koeffizient hat.

Folgt aus (1.8).

(1.11) Nach (1.8.2) schlieBen wir, daB f{a,, a,) das Polynom der Elemente
fi1sSf2s « - fi—1 mit Dimension i ist.

Es seien fi(X), i =0,2,3,...,n iterierte Polynome in einer Unbestimmten einer
Gleichung n-ter Ordnung. Durch die Substitutionen

(1-12) Qi=Ai—fi(A2)’ i=3,4,-..,n, xEII,

wo A;, i = 2,3, ..., n die Hauptkoeffizienten von (a) sind, geht die halbkanonische
Hauptform von (a) in eine Gleichung der Gestalt

@ 1(Z; 4,) + é:s (':) Q%) 2 (x) = 0,’ xel,

iiber. Die Gleichung (Q) bezeichnen wir als perturbierte halbkanonische Haupt-
form von (a) und die Funktion Q; nennen wir Hauptsemiinvariante von (a) der
Dimension i. ‘

2. TRANSFORMATION PERTURBIERTER GLEICHUNGEN

In den Absitzen 2. und 3. werden alle Bezeichnungen aus dem Absatz 1. verwendet.

(2.1) Die perturbierte Form des Bildes (a) {T(x), u(x)} € 0,(I,) ist eine Gleichung
von der Gestalt

@ W7 (T O] 1ei 30 32) +§3(’:)6,(t) A0} =0, tel,,
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mit
@L1) &) = [T'(0)] {23 [1(x), (] + au(x)}, % = T-o(9), telar,s

(212) ay(t) = [T'(x)]~2 (&3 °[n(x). t(x)] + 2075 2[n(x), {(x)] as(x) + ax(x)} »
x=T_4(t), tel,,

{2.1.3) I(z; a,, ay) = 2"(t) + .-21 <n)f.-(51’ a,) 2" 1),

i

(2.1.4) f{ay, a,) = [T’(x)]"'zi (

k=0

’i)fk(al’ az) ¢?’—ik(ﬂs C) »

x=T_4(), tel,, i=12..,n,

@1s) @)= [T'(x)]"‘ké:a (;c) x) B0, 0), x = T_y(0),
tel,,, i=3,4,..,n,

wobei (0.12) fiir i = 1, 2 gilt.

Laut (0.11) ist das Bild () {T(x), u(x)} € 0,(I;,) von der Gestalt (a), wobei (0.11.1)
{0.11.2) mit g, = 1 gilt. Wenn wir in (0.11.1) i = 1, 2 einsetzen, erhalten wir (2.1.1)
(2.1.2). Fiihren wir die Funktionen

(2.1.6) @oft) = aft) — fla, a;), i=3,4,..,n, tel,,

ein. Dann kénnen wir die Gleichung (&) mit Hilfe von (2.1.6) umformen und erhalten
die perturbierte Form (®) von (a). Setzen wir ferner (1.1) in (0.11.1) ein. Dann folgt
aus (0.11.1) unter Benutzung von (0.3)

(2.1.7) aft) = [T"(x)]-"kgi0 (,i)fk(al, ax) @74n, (1 +

+ [T'x)]17'Y (Ilc) o OV (], x=T-(t), tel,, i=12,..,n,
¥=3

wobei wir ) = 0, i = 1, 2 setzen. Die Gleichungen (2.1.6) kénnen wir unter Beriick-
k=3 ‘
sichtigung von (2.1.7) in folgender Form schreiben:

(2.1.8) ot) = [T’(x)]-iéo (;) filay, az) ®4[n, (] —
— fa, a;) + [T’(x)]‘.ié:a (;c) o @[], i =3,4,...n.
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Nach (0.9), (1.6) schlieBen wir, daB (2.1.4) fiir i < 3, 4, ..., n in Kraft ist. Laut (0.3),
(2.1.1), (2.1.2) gilt (2.1.4) fiir i = 1, 2. Nach Eipfilhrung der Ergebnisse (2.1.4) in
{(2.1.8) folgt (2.1.5). Damit ist alles bewiesen.

(2.2) wkEO, k=3,4,...,i, xeli,,@(‘[),‘EO, k=3,4,---,i’
tel,,, 35isxn.
Folgt aus (0.9), (1.6).
(2.3) wkEO, k=3,4,-..,i"’1, wi$0, erlx¢>6kEo,
k=3,4,...i—1, @,%0, tel,.
Folgt aus (0.9), (1.7).

{(2.4) Wenn (2.3) gilt, so ist @,[T(x)] [T'(x)]’ = ox).
Folgt aus (0.9), (1.9).

{2.5) Die perturbierte halbkanonische Hauptform von (a) ist von der Gestalt (Q)
mit
Ay =a, —a; —ai,

1z 4) = 2009 + 5, (1)) 207009
i=2\1
i .
i) =3, (VA r=e), 1225, xe,,
Q(x) =kgo (;() oi-(—a;), i=34,..,n, xel,

‘wobei A;, i = 2,3, ..., n die Hauptkoeffizienten von (a) sind.
Folgt aus (2.1), falls wir T(x) = x, u(x) = c.exp {— [5, a;ds}, 0+ ceE,,
xo€ly, @, =0, @, = A, { = —a,, O75(0, —a,) = x;_(—ay) setzen, s. [2; I,

(2.3.2)].

(2.6) Die perturbierte Form des halbkanonischen Bildes (A) {T(x)} € p/I1,) ist
von der Gestalt

(@) ULT_ (0] {TTT- o))" {1 (: 4,) + z ( )Q(t) fin- '](t)} —0, tely,
mit .

A(t) = [T~ {" + 1[1 n(x) - n(x)] + Az(x)} x=T_\(t), tely,
L) = 290 + 3, ('i'>f,(Zz) =),
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(2.6..1) fA) = [T’(x)]"éo(;)fk(Az) (), x = T-q(t),

1512‘, i—2,3,...,n

(262) a0 = [T z ( )mx)@ W), x =T,
| tely,,, i=3,4,..n

wobei A;, i =2,3,..,n[Q;, j =3,4,...,n] die Hauptkoeffizienten [die Haupt-
semiinvarianten] von (a) sind und (0.5.1) gilt.

Diese Behauptung beweisen wir auf dieselbe Art wie (2.1), wenn wir (0.13), (0. 14)
Q) = 4, - f(4,), i = 3,4,..., nstatt (0.11), (0.12), (2.1.6) beniitzen.

(2.7) Die perturbierte Form des kanonischen Bildes () {T(x)} € k,(I,,) ist von
der Gestalt

[U(T- ()] {TTT-A(O)]}" {z["](t) + z ( )Q(t) 2 ﬂ(:)} ~0, tel,
mit

(2.7.1) Q(t) = il (n —iyN[r (x)]“‘Z ( o ,‘(x)Zni kmepnik(4,),

i=3,4,..., s, X = l(t) tEIzt,

wobei A, der Hauptkoefﬁzieni von (a), Q,, i = 3,4, ..., n die Hauptsemiivarianten
von (a) sind und (0.5.1), (0.15.1) gilt.
Folgt aus (2.6), falls wir 4, = 0,

(2.7.2) flA) =0, i=23,..,n,

I(z; 4;) = z!")(t), (0.15.2) setzen.

28) ‘
kiomn_———)-fk(Az)F W(4)=0, v=0,1,..,i, i=3,4,...,n, xe€l,.

Es sei T(x) eine Losung der Gleichung {T, x} = [3/(n + 1)] A;, die in einem
beliebigen Punkt x, € I, die Anfangsbedingungen

(28.1) T(x0) = to, T(x0)=1, T'(xo)=¢

erfiillt und die im Intervall @ + I,, c I, definiert ist, wobei ¢ € E; ebenfalls beliebig
ist. Es sei T(I,,,) = I, Laut (2.7.2), (2.6.1), (0.15.2) gilt
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(282) il(n—i) [T'(x)]"z )fk( 2)2 n' kR ”‘(A )=0,
x = T_l(t), telz,o, i=34,..,n

Durch Einsetzen ¢ = v — k, t = T(x) in (2.8.2) finden wir

(283) Ty — b f(A)FRA) =0, xeln,, i=34 .0
v=0 k=0 N

<o k! (n — k)

Fiihren wir in (2.8.3) X = Xo ein, so ist mit Riicksicht auf (2.8.1), (0.11.2)

(28.4) vgofi-vkgom Al A(xo)] FoAs(xo)] = 0, i = 3,4, ..

Da ¢ eine beliebige Zahl ist, muB (2.8) im Punkt x, € I, gelten. Da x, € I, ebenfalls
beliebig ist, gilt (2.8) fiir alle x e I.

3. GESCHLECHT HOMOGENER LINEARER GLEICHUNGEN

Es seien ©;, i = 3,4, ..., n die Hauptinvarianten von (a) und essei k,2 < k < n
eine natiirliche Zahl. Gilt ©;, =0, j =3,4,..,n +2 — k, ©,,3_, % 0 (fir k = 2
setzen wir @,,; = 0), so sagen wir, daB die Gleichung (a) des Geschlechtes k ist.
Aquivalente Gleichungen sind desselben Geschlechtes. S. [3; III].

(3.1) (a) ist genau dann eine Gleichung des Geschlechtes k, wenn

(3.11) IL(y;ap,a) + Y (?)wiy("""=0, Grasx 20, 3 o,

i=n+3-k i=n+1

die perturbierte Form von (a) ist.
Folgt aus (1.7).
(3.2) (a) ist genau dann eine Gleichung des Geschlechtes k, wenn

I(Z alaZ) + Z (I:) 6"2[”—1.] =0, Bpy3-%*0, "tel,,.

i=n+3 -k

mit (2.1.1)—(2.1.5) die perturbierte Normalform des Bildes () {T(x), u(x)} € 0(I,)
ist. ’

Folgt aus (2.1), (2.3), (3.1).
3.3) (a) ist genau dann eine Gleichung des Geschlechtes k, wenn

z[n] + Z ('}) ﬁiz[n*-l‘] =0 , §n+3—k $ 0 , tEIzt
1

i=n+3-k

mit (2.7.1) die perturbierte Normalform des Bildes () {T(x)} € k(I,,) ist.
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Folgt aus (3.2).

Es sei M die Menge aller reguliiren Gleichungen mit stetiger Dimension im Inter-
vall I,. Auf der Menge M existiert die Zerlegung in Klassen der Gleichungen dessel-
ben Geschlechtes.

Aus [3; Satz 2.9] folgt diese Behauptung: Eine selbstadjungierte Gleichung n-ter
Ordnung ist eine Gleichung des Geschlechtes hichstens n — 1.

(a) ist genau dann eine Gleichung des Geschlechtes 2, wenn sie iteriert ist.

(a) ist genau dann eine Gleichung des Geschlechtes <3, wenn jedes ihrer kano-
nischen Bilder eine binomische Gleichung ist.

In der Arbeit [4] wurden einige Eigenschaften von Gleichungen des Geschlechtes.
2, 3 und 4 untersucht. Auf Grund der in [4] angefiihrten Ergebnisse gilt z.B. folgende
Behauptung: Es sei im Intervall I, = {x,, ©) (a) eine Gleichung des Geschlechtes
< 3 und es sei A,[Q,] der Hauptkoeffizient [die Hauptinvariante] von (a). Wenn
die Gleichung y” + [3/(n + 1)] A,y = 0 oszillatorisch ist und Q, 2 0, x eI, so-
oszilliert jede Losung von (a), die wenigstens eine Nullstelle hat. Falls n gerade ist,
so ist (a) streng oszillatorisch.

Viele fiir Gleichungen 2-ter Ordnung bewiesenen Eigenschaften kann man leicht
fiir Gleichungen n-ter Ordnung und des Geschlechtes 2 formulieren. Man kann er--
warten, daf3 einige fiir Gleichungen k-ter Ordnung bewiesenen Eigenschaften allge-
mein fiir Gleichungen n-ter Ordnung und des Geschlechtes k gelten werden, s. [4]..
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Vytah

PERTURBOVANE HOMOGENNI LINEARNI{ DIFERENCIALNI ROVNICE

ZpeNEK Husty, Brno

Rovnici (a) y™ + Z()a y(" " =0, a;eC,_{I,) miZeme psit v perturbova-
ném tvaru (o) L(y; a, az) + Z()w YD =0, kdeI,(y; ay, a,) = 0 je iterovand

rovnice n-tého fddu, w; je koeﬁ01ent perturbace rovnice (a) dimense i. (1.3) Rovnice (a)
je iterovand prdvé tehdy, kdy? w; =0, i =3,4,...,n. Necht @, i =3,4,...,n
jsou fundamentdlni invarianty rovnice (a). (1.6) w, =0, k = 3,4, ..., i <> O, =0,
k=3,4,..,i53<i<n(18)0; =w; + g(ws, 04, ..., 0;_y, ay,a,), i = 3,4, ...,

.» 1, kde g, je polynom prokii w,, w,, ..., w;_4, ay, a, dimense i — k, jehoZ kaZzdy
¢len md za soucinitele aspori jednu z funkci 0, k = 3,4,...,i —1;5s=0,1,....,
..., i — k. (1.9) Proni nenulovy koeficient perturbace je fundamentdlnim invarian-
tem. Rovnici (A) Z® + Z () 4Z""P =0, kde 4;,i=2,3,...,n jsou fundamen-

tdlni koeficienty rovnice (a) nazyvdme fundamentdlnim polokanonickym tvarem
rovmce (a). Rovnici (A) miZeme psit v perturbovaném tvaru (Q) I(Z; 4,) +

+ Z MHe Z(" D = 0, kde Q, je fundamentdlni semiinvariant rovnice (a) dimense i,
i=3 '

i=3,4,...,

Necht le c I, T(x) € Cpii(I1y), u(x) € C(I,), T'(x)u(x) # 0 v I,. Transfor-
maci y(x) = u(x) Z(x), t = T(x) pfevedeme rovnici (a) na rovnici (a), kterou nazyvame
obrazem rovnice (a) v intervalu I, o soufadnicich T(x), u(x) a zavddime ozna&eni
(8) {T(x), u(x)}. (0.5) Obraz (a) {T(x), U(x)} je polokanonicky prdvé tehdy, kdyz
U(x) = c.exp {— [%,(as/ao) ds} |T’|* "2, Podle (0.5) soudime, Ze polokanonicky
obraz je ur&en prvni soufadnici a proto zavddime oznadeni (&) {T(x)} (2.1) Obraz
(a) {T(x), u(x)} md perturbovany tvar (®) u(T')"[1(z; a,, a,) + Z (M@ =0,
kde klademe a, = (T) [®7'(n, &) + a,). @, = (T') "% [®5*(n, C) + 207, {)ay +
+ ay), @, =(T)"* Z (k) @ @0 n, ), ®vE(n,{) jsou jisté polynomy dimense
i — k proki n-T/T {=vfu. @2) 0, =0, k=3,4,....i < &, =0, k=
=3,4..i 3Zign (26) Polokan‘onick}? obraz (&) {T(x)} md pertur-
bovany tvar U(T') [L(z; 4;) + Z (N Q""" =0, kde klademe A, =

= (1) {l(n + 1)/6] Gn* — ’1)+A2} Q=(T) Z(u) Q07 (n), @1y(n) jsou
jisté polynomy dimense i — k proku n. (2.7) Kanomcky obraz (@) {T(x)} md per-
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turbovany tvar U(T'Y [2'" + Z () Rz =0, kde klademe Q, = i'(n — i)!.
|=3

.(T’)“Z(l/k! (n — k) kan'""“’F"""‘(Az), F2%(A4,) jsou jisté polynomy di-

mense g prvku A;. (2.8) Z(l/k' (n — K)) filA4,) Fobi(4,) =0, v=10,1,.

i=34,..,n kde fi(4,)je 1terovany polynom dimense k prvku 4,. _
Jestlize @ =0, j=34...,n+2—-k, 0,.;,%0 (pro k=2 klademe
6,1 =0), pak fikdme, Ze rovnice (a) je rodu k. (3.1) Rovnice (a) je rodu k tehdy

a jen tehdy, kdy¥ rovnice I(y; ay, a,) + Z () @™ " = 0 je perturbovanym

i=n+3-k
tvarem rovnice (a). Samoadjungované rovnice n-tého fddu jsou rodu nejvyse n — 1.

Rovnice n-tého fddu jsou rodu nejvyse 3 prdavé tehdy, kdyz jejich kanonické obrazy
jsou binomické rovnice. Rovnice je rodu 2 pravé tehdy, kdyZ je iterovand. Mnoho
vlastnosti rovnic druhého fddu miZeme snadno formulovat pro rovnice n-té¢ho fddu
rodu 2. D4 se ofekdvat, Ze nékteré vlastnosti rovnic k-tého fddu budou platit obecng
pro rovnice n-tého fadu rodu k.

PesomMme

NEPTYPBUPOBAHHBIE OTHOPOHBIE JIMHEMHBIE
ANOOEPEHIIVAJIBHBIE YPABHEHUA

3AEHEK I'VCTBI (Zden€k Husty), BpHo

' Vpasuenue (a) y™ + 2():1 YD =0, a;e C,_(I;) MOXHO THCATL B TEPTYp-
6upoBaHHOM BHzIE () /, (y a,,a,) + Z () wp®"~? = 0,rne I(y; 4y, a,) = 0 sBisercs

UTEPUPOBAHHBIM YPABHEHNEM R-OTO nopsuma, ®; xo3bduurenToM mneptypOanmu
ypaBHeHust (a) pasmepHoctH i. (1.3) Vpasuenue (a) seasemcAa umepupoeanHvim
mo2oa u moavko moezoa, ecau w; =0, i =3,4,...,n. Iycts O, i =3,4,...,n
ABJIsIOTCH (PyHIaMeHTaJIbHBIMM UHBapHaHTaMH ypaBHeHus (2). (1.6) w, =0, k =
=3,4,..,i60,=0,k=3,4,...,i;32i=n (18) 0; = w; + g(w;, 0, ...,

e W1, A1, 82), i = 3,4,...,n, 20€ g;—NOAUHOM IAEMEHMOB W3y Wy, « .y W1, A1y dy
PpasmepHocmu i, Kaxcowlii uieH Komopoz2o umeem 8 Kawecmese xoddduyuenma 00wy
us gyneyuii 0, k = 3,4,...,i — 1;5 =0, 1,...,1 — k. (1.9) ITepswiii korppuyuenm
nepmypbayuu, Komopblii omauuern om HyAa 6 Hekomopoii mouke unmepeadsa I,, agaa-

. n
emca @yndamenmannoim unsapuanmom. Ypasuenue (A) Z™ + Y () A,Z"7D =0,
i=2 .
roe A;, i = 2,3, ..., n aBiserorca QyHAaMEHTaIbHBIMH K03 duImeHTaMu ypaBHeHUS

(a), Mbl Ha3biBaeM GyHIaMEHTaJbHOM MOJyKaHOHWYeCKo# GopMoit ypaBHenus (a).
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VpasueHne (A) BO3MOXHO NHCaTh B meprypbuposanHom sunme (Q) I(Z; 4,) +
n
+ 3 (7) QZ" D =0, roe Q; sBrseTcs (YHAAMEHTATIBHBIM CEMHMHBAPHAHTOM

ypaBHeHus (a) pa3MepHoCTH i, i = 3,4,...,n

Mycts I, < I}, T(x) e C, ((I;,), u(x) e C,(I;,), T'(x)u(x) #+ 0, x € I,,. Tpanc-
dopmanmeit y(x) = u(x) Z(x), t = T(x) nepeBeneM ypaBHeHue (a) B ypaBHEHHE (3), KO-
TOpoe Ha3biBaeM 06pa3oM ypaBHeHues (a) B uHTepBatyie I;, ¢ koopaunatamu 71(x),
u(x); BBenem o6osuauenme (3) {7(x), u(x)}. (0.5) Ob6pas (a) {T(x), U(x)} aeanemca
noAyKaHoHueckum moz0a u moavko mozoa, ecau U(x) = cexp {— [} (ai/a,) ds} .
T|@=m/2) M3 (0.5) caenyer, uTo mosykaHoHWYeckuii o6pa3 oOmpenesieH NepBOW
KOOPIMHATON, M I03TOMYy MbI BBomuM o6Go3nadenue () {7(x)}. (2.1) Obpas
a) {T(x), u(x)} npunumaem nepmyp6uposannyio gopmy (®) w(T')Y'[I(z;ay, ay) +

+ Z()a) 2 =0, 20e a; = (T) L[@%i(n, ©) + a.), a, = (T")~ [@7*(n, §) +
+ 2¢" M0 ay + a3), @; = (T)” Z(k) 0 @1, 0, Btin, §) meamomen noau-

Homamu pazmeprHocmu i — k 31emenmos n = T"/T' {=ulu (22) w, =0, k =
=3,4,...,iew0,=0, k=3,4,...,n, 3 £i < n. (2.6) Hoayxanonuueckuii ob6pas

(A) {T(x)} umeem nepmyp6uposannyro gopmy U(T')" [I(z; 4,) + i(") Q] =

=0, 20e A, = (T)"*[((n + D[6) Gn* — ') + Az], Qi = (T)” Z () ot 2n),
7 (1) neastomen noaunomamu pazmeprocmu i — k s1emenma . (2. 7) Kanonuueckuﬁ
obpasz (o) {T(x)} umeem nepmyp6upoeaHHylo dopmy U(T )il AL Z (D Q1] =
=0, 20e Q,=il(n—i)! (T)"Z(l/k'(n - k) Qan‘ k- "F""‘(Az) FrM(4y)
ABAAIOMCA NOAUHOMAMU DAZMEPHOCIU Q 3AEMEHMA Az (2.8) kzo(l k! (n — K))).

SlA4y) FhHA,) =0, v =0,1,...,i, i = 3,4, ..., n, 20e f(A,) asasemca umepupo-
8AHHBIM NOAUHOMOM PAZMEPHOCIU k semenma A,.

Ecmm @;=0,j=3,4,..,n+2—k,0,,5_, % 0 (11 k = 2 nonoxum 6,,, =
= 0), moToM rosopuM, 4to ypaBHenue (a) pona k. (3.1) Ypasnenue (a) agrnemca

n
ypasnenuem poda k mozoa u moavko mozoa, ecau ypasnenue L(y; ay, ay) + Y, (’,') .
X i=n+3-k

.0;y""D = 0 aeasemca nepmypbuposannoii opmoii ypasnenus (a). Camoconps-
JKCHHbIE YPaBHEHHS AM-OT0 NOpSAIKa SBJIAIOTCA pona < n — 1. YpaBHeHHA n-TOTO
NOpsIKa SBIAETCS poa < 3 TOrJa U TOJbKO TOTJa, KOra KX KaHOHUYECKHe 06pa3bl
SBJIIOTCS OMHOMHYECKHMH YypaBHEHHAMH. YPaBHEHHE SBJISETCS poza 2 Torma
4 TOJILKO TOT/1a, €CJIH OHO HTEpUPOBaHO. MHOTO CBOMCTB ypaBHEHHI BTOPOT'O MOPSAA-
Ka MOXHO JIErKo cOpMyJTHPOBATh [l YPaBHEHHUI n-oro mopsaka ponaa 2. MoxHO
OXHUIATh, YTO HEKOTODbIE CBONCTBA ypaBHEHHH k-0ro mopsaka 6yAyT cipaBeIHBbI
BoOOLIE I ypaBHEeHHM n-oro mopsuka poxa k.
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