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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 85 (1960), Praha 

K JEDNÉ EXTREMÁLNÍ ÚLOZE O CHROMATICKÝCH 
ČÍSLECH KONEČNÝCH GRAEÚ 

K A R E L CULÍK, Brno 

(Došlo dne 20. prosince 1958) 

V tomto příspěvku se studuje otázka, jak se změní chromatické 
éíslo konečného neorientovaného grafu, když k němu přidáme pře
depsaný poěet dalších hran. 

Nechť V 4= 0 je konečná množina a E je systém některých jejích dvou
prvkových podmnožin {x, y) c V {x 4= y). Grafem rozumíme uspořádanou 
dvojici {V,E) a E nazýváme jeho relaci. E se obvykle nazývá množinou hran 
(neorientovaných), ale každou neorientovanou hranou jsou určeny právě dvě 
orientované hrany, tj. množinou E je v našem případě určena jistá areflexivní 
a symetrická binární relace definovaná ve V. Proto lze na relaci E přenést 
všechny pojmy a výsledky obecné teorie grafů [1]. Zejména E nazýváme 
V-relací, jestliže platí 

x, y} z e V , x 4= y =¥ z "¥ x , {x, y} e E => bud {x, z} e E 

nebo {y, z}eE • ' . (V) 

a chromatické číslo grafu (V, E) označujeme %{E). Graf nazýváme k-chroma-
tickýxn, jestliže jeho chromatické číslo je k. 

V tomto příspěvku jsou zodpovězeny dvě těsně spolu souvisící otázky: 
(1) Jaký je nejmenší počet hran, které musíme přidat ke k-chromatickému grafu 

(F, E), abychom dostali n-chromatický graf (V, E'), když n je dané přirození 
ěíalo splňujkí nerovnosti k <S n sg kard F, a ' 

(2) nejvýše o kolik se zvětší chromatické číslo k-chromatického grafu (F, E), 
když k němu přidáme m hran, kde m je přirozené číslo splňující nerovnost kard E + 

/kard V\ n 
4- m < 

Označujme symbolem í J množinu všech dvouprvkových podmnožin 

množiny F. 
Nechť nyní F = {F1? F 2 , ..., F J je chromatický* rozklad k-chromatického 

grafu (F, E) a nechť E' je libovolná relace splňující E c E' c í I. Značí-li 
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Ei = E' n í 9*l a jsou-li V* ^(i^-chromatické rozklady grafů (Vi9 E{), pal
te 

zřejmě U V{ ~ V je chřomatický rozklad grafu (V, E') a proto %(E') g 
i = l 

ѓ _ l 

Je-U navíc E V-relací, pak podle [1], věta 3, je E = j J — U I * I, a tedy 

E ' - E C \ J V Á . Odtud pro chřomatický rozklad V' = {Vl9 V2, ..., V'h} 

grafu (V, E')9 kard V = #(-£")> plyne, že ke každému V'j9 1 á y __" A, existuje 
takový 7,-, 1 fg i íg k, že VJ c Vi9 t j . že V' je zjemněním rozkladu V, a proto 
kard V' = kard F. Nechť dále V, = {V; | V; c VJ^takže je zřejmé, že F'< jsou 
chromatické rozklady grafů (Vť, _?,), a proto kard V ^ %(Ei) pro i = 1, 2, ..., &. 

__ k __ /c 

To však znamená, že %(E') = kard V' = 2 kard?', ^ 2 *(-»,). Platí tedy 
i _ l i _ l 

Věta 1. Nechť V = {Vl9 V2, ..., Vk} je chřomatický rozklad k-chromatického 

grafu (V, E) a nechť E' je libovolná relace splňující podmínku E c E' c I }. 

Pak %(E') ^ _? %(Ei), kde Et = E' n I ') > a jestliže E je V-relací, pa£ platí 

%m = 2%(Ei). 
i = l 

Z předešlých úvah je vidět, že věta 1 platí i pro nekonečné grafy. 
Je-li F = {Vi, V2, ..., Vk} chřomatický rozklad A-chromatického grafu 

(V, E), pak F je zřejmě hlavním rozkladem (viz [1]), a tedy podle [1], věta 1, 
platí: V i + V i => existují takové xeV{, y e V3-, že {x, y} e E. Odtud plyne 

kard 2? >̂ I I. Na druhé straně obsahuje-li (V> E) k uzlů, které jsou uzly úpl

ného subgrafu, a jsou-li ostatní uzly isolované, pak kard E = I I, takže platí 
Lemma, k-chromatický graf, který má nejmenší počet hran, je graf, který 

obsahuje úplný subgraf o k uzlech a jehož ostatní uzly jsou isolované. 
Nechť nyní V = {Vx, V2, ..., Vk} je chřomatický rozklad i-chromatického 

V-grafu (V, E) a nechť relace E' je taková, že E c E' c [ J a že %(E') = n. 

Nechť dále Ei = E' n j *J; označme rz- = %(E{) pro 1 _S i _S i . Pak podle 
k í 

věty 1 platí 2 ^i = n> kde &, w jsou pevná přirozená čísla, a otázka (1) znamená, 
i _ l ' 

najít takovou E', aby výraz 2kard2ž/ í nabýval nejmenší hodnoty. Podle 
i _ l 
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lemmatu je kardK, £.= («) si existují takové Si9 že v předešlé nerovností 

nastane rovnost (totiž Et je množina všech hran úplného subgrafu o r€ uzlech 

z V i). Jde tedy o to najít taková ri9 aby ]>>* = ^ a při tom aby 2 I 9 ) ^ylo 

3 71 
j - p r o l nejmenší. To však podle [2] věta 2, nastane tehdy, když r{ = 

[^ + k~\ Tn -4- k\ 

— í — I P r° ? <iž=k, kde j = ÍJ I — r — I — n* a přísl^S^ nejmenší 
hodnota m(w, &) = 21 9 / Í e dána výrazem 

(i) m{n,k) = (»- *[»]) [ | ] 
Předpokládáme nyní, že existuje takový &-chr.omatický graf (V, E) a taková 

relace E'} E cE' cl A, %(W) = w, že platí kard ($ ' — E) < m(n, k). Přede

vším existuje taková V-relace Et, že JS c Ex c I ? I a při tom ^(^i) = x(E) ^ ^ : 

(viz [1]). Pak kard (Er — J.7-J <; kard (.#' — E) < m(n, k), takže podle pře
dešlého %(EX u K") < w, avšak s druhé strany Ex u Ef 3 JB1? proto podle [1], 
lemma 6, musí být %(El u Í7') = %(E'), což je spor. Platí tedy 

Yěta 2. NecM n je přirozené číslo splňující nerovnosti k íg n <J I I . 

Pa& že k-chromatickénu grafu je třeba přidat alespoň m(n, k) hran, aby vznikl 
n-chromatický graf. Existují k-chromatické grafy takové, ze přidáním právě 
m(n, k) vhodných hran vzniknou grafy n-chromatické. 

Funkce m(n, k) je při pevném k (viz [2]) neklesající vzhledem k proměnné 
n a tedy ke každému přirozenému ěíslu m je nerovnostmi 

(2) m(n, k) :g m < m(n + 1, k) 

jednoznačně určeno jisté n = n(m, k). Z věty 2 pak plyne 

Důsledek. Přidáváme-li ke k-chromatickému grafu (V, E) m hran, kde kard E + 

+ m ^ 1 , pak vznikne graf, jehož chromatické cislo je nejvýše rovno 

%(m, k). 
Poznamenejme ještě, že m(n + 1, k) = m(n, k) + ů(n, k), kde ů(n, k) = 

— w = 1. 
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Резюме 

К ОДНОЙ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ О ХРОМАТИЧЕСКИХ 
ЧИСЛАХ КОНЕЧНЫХ ГРАФОВ 

КАРЕЛ ЧУЛИК (Karel Öulik), Врио 

Используются результаты из [1] и [2], и доказывается следующая тео
рема: 

Если п ~~~ такое натуральное число, что к <£ п ^ \Л, то к ахромати

ческому графу, который имеет v вершин, надо добавить по крайней мере 

т(п, к) ребер, чтобы получить п-хроматическии граф. Существуют такие 

k-хроцатические графы, что после добавления именно т(п, к) ребер возни

кнут п-хроматические графы, если 

«**>-(-*Шт]+»(.)• 
Z u s a m m e n f a s s u n g 

ZU EINER EXTRBMALEN AUEGABE ÜBER DIE CHROMATISCHEN 
ZAHLEN DER ENDLICHEN GRAPHEN 

KABUL öuiiic. Brno 

Mit Hilfe der Resultate aus [1] und [2] wird folgender Satz bewiesen: 

tischen Oraphen, der v Knotenpunkte enthält, muss man mindestens m(n, k) 
Kanten zugeben, um einen n-chromatischen Oraphen zu bekommen. Es existieren 
solche k-chromatische Oraphen, dass nach dem Zugeben der m(n, k) Kanten die 
n-chromatischen entstehen, wobei 

«<"•*>- ( — * М ) Н + * ( »)*-• 
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