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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 86 (1961), Praha

O POSITIVNE DEFINITNICH BASICH
NAD OBORY INTEGRITY REALNYCH CISEL

. OrLpkicH Kowarskr, Brno
(Do§lo dne 12. kvétna 1958, po tpravé dne 14. dubna 1960)

-V této précm se zabyvam problémem: Je din redlny &iselny obor integrity O;
- studuji se k $ mnoZiny kladnych &isel {w, ..., o} té vlastnosti, Ze kazdy
" kla«dn&pwekﬁrozéﬁeného oboru integrity Ofwy, ..., ;] Ize vyjadfit ve tvaru

. | ‘ s

B= X e ioit.., o
U yeeis ig=0

' Kde By 47, jsou vesmes nezdporn4 isla z oboru O.
1. ZAKLADNI OZNACENI A POIMY

v celé pra01 znadi T téleso redlnych &isel, O, Oy, ... (resp. Ty, T, ...) obory in-
tegnty v télese T (resp. podt&lesa T); O+ zna¥ mnoZinu kladnych sel v O. Jsou-li
% ...,u,, reélné gisla, pak Ofa,, ..., o] resp. O(xy, ..., o) je nejmensi obor integrity
resp. téleso « upcr ‘Oadisla ay, ..., 0.

Po ﬁéchxo poznémkach pnstoupime k z&kladni definici.

ce LI. Mmzma {wy; ©2, <., o} kladnych Eisel je positivné definitni base nad
o@mrm integrity O, Jesflliekaz ¢ Eislo P z mnoZiny (Ofwy, @,, ..., w,])* lze vyjddrit ve
tvaru .

2

: S1 Sk . . .
(1) B = Z Z “ae Z hil,iz,...,ﬂc CD;‘CD;_Z...CD;"

{=0 ,=0 =0
kde h;, ;,, . €0, by, . 5 = 0 pro vSechny k-tice iy, ..., 4. V pFipadé k = 1 mlu-
vime .s'pecielne o positivné deﬁnitm’m prvku (Et’sle) nad oborem integrity O. ’
Poznamka 1.1. Nad libovolnym oborem integrity O miiZeme sestrojit nekoneéné
mnoho trividlnich positivng definitnich basi. Takovou basf je kazda mnoZina {a,, a,,
vewy @} prvkil z OF. V dalSich odstavcich poznime, Ze existuji také netrividlni base.
Véta 1.1. Je-li mnoZina {w, ..., w} positivné definitni base nad oborem integrity O,
pak je {0y, . .- 0} positivné definitni basi nad podilovym télesem Pg, oboru integrity O.
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Dikaz. Bud e (Po[w, ..., w])*; pak existuje &slo se OF takové, Ze sfe
€ (0[601, cie a)k])*‘. Odtud Ize sp vyjadfit ve tvaru (1) s koeficienty 4;,,;,, ... ;, Z oboru

O, tedy B lze vyjadfit rovnd¥ ve tvaru (1) s koeficienty 1 h; = 0 z t&lesa P,.
s

1si250,0p =

Snadno zjistime, Ze kazdy positivng definitni prvek nad O je algebraicky nad O.
O tom mluvi ' ‘

Véta 1.2. Je-li w positivné definitnim prvkem nad oborem integrity O, pak « vyhovuje
algebraické rovnici nad oborem O tvaru ‘
) X"+ ...+ ax —a, =0,
kde '

a,>0,a, 20, ...,a,=0,a;>0,aq,>0.

Dikaz. Zyolme v O* &islo a > w, pak a — w e (O[w])* a podle pfedpokladu

existuje vyjadfeni tvaru

a—w=)Y ho', kde heO, h20 pro i=0,1,....,5 a h #0.
i=0 X

Plati tedy A, + ... + (hy + 1)@ — (a — hy) = 0. Z¥ejm& a — hy > 0. Cislo
tedy vyhovuje rovnici tvaru (2), cbd. R
Dalsi véta podava dileZity piiklad positivné definitni base:
Véta 1.3. Bud ddn obor integrity O; necht @, ,, ..., & jsou Cisla z T* t€ viast-
nosti, Ze ‘ -
(3)  , je positivné definitni nad O ,
@, je positivné definitni nad O[w,] ,

wy, je positivné definitni nad O, ..., 4],
pak mnoZina {wy, @, ..., W} je positivné definitni base nad oborem O.
Dikaz. Véta zfejmg plati pro k = 1. Pfedpoklddejme tedy platnost véty pro ng-
jaké k = ra dokaZme ji odtudiprok = r + 1.
Necht tedy Cisla w4, @,, ..., ®,,, spliiuji pfedpoklady (3) Poloime( 0O, = O[wl, cens
.-ss @,]. Z¥ejm& plati vztah
O[Cl)l, ceny Wp Dy 1] = or[a)r+1]‘

a prvek ,., je déle podle pfedpokladu positivng definitni nad O,. Odtud plyne, Ze
libovolné Be(Ofwy, ..., w,4+,])* lze vyjadiit ve tvaru g =Y Ao}y, kde ;€ O,
i=0

;20 pro i=0,1,..,s. Podle indukéniho pfedpokladu Ize vSechny nenulové
koeficienty 4; vyjadiit ve tvaru (1), kde klademe k = r, odtud ihned dostavame vy-
jad¥eni prvku § ve tvaru (1), oviem prok = r + 1.

Tim je diikaz tiplnou indukci proveden.
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Pravé dokdzand vita nas pfivadi k této definici:

Definice 1.2. Po&itivné definitni base {®,, ..., w;} nad oborem integrity O se nazyvd
komposiéni nad O, jestlize prvky w; pFi vhodném oislovdni spliiuji predpoklady (3).

Poznédmka 1.2. Autoru neni zndmo, zdali nad n&jakym oborem O existuji posi-
tivné definitni base, které nejsou komposiéni nad O. VétSina dile odvozenych vy-
sledkid se tyka pravé komposicnich basi.
~ 'Jako prot&jSek k v&t& 1.3 uvedeme toto slabgi tvrzeni:

Véta 1.4. Bud M = {wy, ..., ,} positivné definitni base nad oborem integrity O.
Je-li N = {w;,, ..., 0} libovolnd podmnotina mnoZiny M, pak mnoZina M — N je
positivné definitni base nad oborem integrity O[w;,, ..., a),‘].

Dikaz véty je' snadny a pfenechidvam jej &tenafi.

" Z véty 1.2 snadno plyne

Véta 1.5. Je-li {wy, ..., ®} komposi¢ni base nad oborem integrity O, pak obor
Ofwy; ... <o) je koneénym algebraickym rozsiFenim oboru O.

Podrobnosti dikazu pfenechavam &tendfi (viz [1], str. 111-112).

Poznimka 1.3. Autoru neni znimo, zistane-li véta 1.5 v platnosti za obecn&jiho
pfedpokladu, ¢ mno#ina {w;, ..., @} je positivné definitni base nad oborem O.

Z¥ejmé jsou tyto vity:

Véta 1.6. Je-li mno¥ina {0, ..., 0} komposiéni base nad oborem O, pak je {wy, ...,
«s W} komposiéni basi i nad télesem Po.

Véta L7. Je-li {@y, ..., o} positivné definitni base nad oborem O a {u, ..., s}

positivné definimi. base nad oborem O[oy, ..., ], pak je {@y, ..., g Hys +-es s}
positivné. definitni base nad O.

2. ZAKLADNI LEMMA

Nésledujicf pomocna véta ndm umoZni konstruovat netrividlni komposi¢ni base
nad obory integrity:

Lemma 2.1. Necht O je obor integrity s jednickou a nechf &islo w > O vyhovuje
rovnici
@ - ) =a™ e +ax—1=0
takove, Ze ‘
“a)aeOproi="1,..,m"
b)Yy > 0, oy 20,8, 20,
c) je-li & # o, f(2) = 0, pak |a| > .
Potom je w positivné definitni prvek nad oborem integrity O.
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Ditkaz Pfedevsim je vidét z Descartesovy véty, Ze w je jediny kladny (a tudiz
jednoduchy) kofen rovnice (4). Odtud snadno plyne, Ze funkce f(x) je rostouci
v &isle w. Oznaéme f'(x) prvni derivaci funkce f(x); pongvadz je f'(w) # 0, plati
f'(®) > 0. Mame ukézat, Ze kaZdé &islo 1€ (O[w])* lze vyjadiit ve tvaru

) 2= hot
kde h,€e O, h; 2 0proi=1,...,s =
A) Pfedpokladejme nejprve, Ze e (O[w])* je tvaru
(6) A=by+ b+ ... + b,_j0"",
kde
b;eO pro i=0,1,...m—1.

Uvazujme posloupnost b, = (bo , By s -o» by ,») m-Clennych vektord, kterd je
definovana pron = 0, 1, 2, ... po&itedni podminkou by = (bo, by, ..., by—y) a systé-
mem m rekurentnich podminek
(7) bow+r = aiho, + by,

bymer =abon  + by,

bz nt1 = Auoybop + by s
Om—1,n+1 = Gubo,n
pro n=20,1,2,... Tuto posloupnost vektori nazveme posloupnosti prlslusnou
k &islu A. Je zrejmé Ze sloZky vSech vektord b, leZi v oboru O.
Uké&Zeme nyni, Ze plati

(8) A= by 0" + by " 4 4 By 0"
pron = 0,1, 2, ... Tvrzeni je zfejm& spravné pro n = 0. Pfedpokladejme tedy, Ze plati
rovnost (8) pro jisté n, dokdZeme odtud jejf platnost i pro hodnotu n + 1. Z rovnosti
=a,0 + ... + a,0" plyne
bo,uw" = albO,nwn+1 + ...+ ambO,nwn+m .
Dosadime-li poslednf vztah do pravé strany rovnosti (8), dostaneme podle (7)
A= bo i1 @ A by g
Rovnost (8) tedy plati i pro hodnoturn + 1 a tim je dokazdna pron =0, 1, 2, ...
PoloZme v systému rovnosti (7) postupn& n =k, k + 1, ...,k + m — 1, pak vy-
ludovanim z téchto m systémi ziskame vztahy

9) bogem = Abopsm-1F oo + @Gubo s
bik+m = @boyim—1 + oo + @ubo ki1,

bpez ftm = Gu-1Oam-1 + Gubo gim-2 >
bm-—l,k+m = Gpbgim-1 -
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Prvni ze vztahii (9) je rekurentni podminka pro posloupnost {b, ,} prvnich sloZek
vektori b,. Posloupnost {b, ,} tedy vyhovuje diferenéni rovnici

(10) xk+m - alxk+m__1 = ees ™ amxk = 0 -

Jak je zndmo z theorie linearnich diferenénich rovnic s konstantnimi koeficienty
(viz nap¥. [2], str. 296 —297), tvoX{ viechna feSeni této diferendni rovnice m-rozmérny
vektorovy prostor nad t€lesem komplexnich &isel. Jedna z moZnych basi tohoto pro-
storu se uréi nasledovné:

Pfedng& napieme tzv. charakteristickou rovnici diferenéni rovnice (10)

gx)=x"—ax" "t —ax""? — . = Gy x—a,=0.

Necht {oy, oz, ..+, %, By, ..., Bs} je mnoZina ko¥end rovnice g(x) = 0, kde ay, ..., a,
jsou jednoduché kofeny a kofen f; ma ndsobnost ¢; > 1 proi =1, 2, ..., s. Pak je
pfisluina base tvofena (line4rn& nezavislymi) posloupnostmi

: l,di,a%,...,d';_l,.,., (1 §l§r)
1’ ﬁj:ﬁ?3-"’ﬁ;—1s veey
O, ﬂj’ 2/3?: seey (n - 1) ﬁ;wl;

0, 8, 29782, ..., (n — D)7 11,

kde oviem r + ¢4 + ¢5 + ... + ¢, = m. Existuji tedy vhodné koeficienty d,, d,, ...,
d, takové, Ze plati

(11) bon=dioy™t + . +dot"'1 +d B+
+ dr+¢1(n -~ 1)“ ' ﬁ o+ dy(n — 1) g

Uvaime ie plau glxy=— P f ( > Z predpokladd u&ingnych o rovnici f(x) = 0
pak plyne, Ze rovnice g(x) = 0 m4 jediny kladny ko¥en E—, ktery je v absolutni hodnoté
, »
vétsi, nez kterykoliv jiny kofen této rovnice. Vzhledem k tomu, Ze 1 je jednoduchy
15

kofen, miZeme poloZit —1- = ;. Dé&lime-li ob& strany (1 1) slem o} ™1, dostdvame
)

na pravé strang rovnosti soudet &sla d, a &sel tvaru C(n — 1)" p*~ 1 kde u, A a Cjsou
konstanty, |u| < 1. Pro takové konstanty vSak zfejm& vZdy plati lim C(n — 1)*.

n— o0
1" = 0. Odtud plyne
lim by ,@0" ! = lim —2% b°"’ =d,, tedy limb,,0" = dw .
n— o n- oo 0(1 n—,00
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Ze vztahdt (9) ted dostaneme

lim bo'uw. = lim boyk+mwk+m =

L) k=0
_1 k+m— 1 k
_.:.un (a1 @bg g+ m-1® + oo+ @u0Tho 40%) = (3,0 + ... + a,0™) dio.
-0 -
Podobng
’l+1 2 k+m+1 2 '
llmb = hm bl_,,.,.,,,w = (aza) + ... + ama)m) dla) N
B~ k= 0 .
. +tm=2 _ 1 k+2m—
lim b, - ,@" = M bz p4m@* "% = (@, 0™ + a,0™) d; o,
n= o0 k= co
lim by """ = lim b 0" 2" = g,0™ . dyo .
n~c k=

Seétenim téchto m vztahd obdrZime

A = 1m (bo 0" + by 40"t + o F By 0"t =

n=*

= (3,0 + 28,0* + ... + ma,w") dio = f'(0) . do* .
Odtud dy0 = A/[w f'(w)] a dostavame o

(12) lim b, o't = aH.la)“'l + e + @,
e oF @)
prot=0,1,...,m — 1, specidlnt lim by ,0" = 3/[o f'(@)]. Vzhledem k predpo-
n=0

kladim b) lemmatu a pon&vadz A > 0, f'(w) > 0, jsou viechny limity ve vzorcich (12)
kladn4 &fsla. Odtud plyne, Ze pro dosti velké pfirozené &islo ny je by, > 0 pro i=
=0,1,...,,m — 1; poloXime-li ve vztahu (8) n = n,, dosté.véme vyjadfeni &isla A
v pozadovaném tvaru (5).

B) Ncchf A€ (O[w])* je voleno libovolng, pak je &slo A moZno VYJé.dﬁt ve tvaru

A= me,,kdeb,ecproi—o l,..,5a52m~ 1
=0

Necht ¢, = (co,u Covem Cmea ) Pron =0,1,...je posloupnost vektord pHisluni

k Yslu Ay = 1. ay + 830 + ... + o™~ '. Pak plati 1 =co,"" 4. +
o

+ Cpag "™ pro n = 0,1, ... Odtud plyne
5 + g~ ’ ) i s—m+1
A=Y b (cogam-t @ 4L+ Cn=1,2-m— 1&) ,)+z Z+1bw = Aty
im0 =g~m

kde 1, > 0 je tvaru (6) a podle odstavce A) se tedy d& vyjédnt ve tvaru (5) Na zékladé
posledniho vztahu se dé i A vyjédfit ve tvaru (5) c.b.d. .
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3. NETRIVIALNI POSITIVNE DEFINITNI BASE

Véta 3.1. Bud O obor integrity s jedni¢kou a necht &islo > 0 vyhovuje rovnici
(13) ' ) =ax" +...+ax* +ax—1=0
. &
takové, Ze ‘
d) a;eO proi=12...,m b)a,>0 a, 2 0, ves @3 20, a; > 0.
Pak je a positivné definitnim prvkem nad oborem integrity O.
Dikaz. Cheeme ukazat, Ze rovnice (13) patfi pod typ rovnic (4) z lemmatu 2.1.
Vlastnosti a) a b) rovnice (4) spliiuje zfejm& i rovnice (13). Zbyva dokéazat vlastnost c).
Podle trojihelnikové nerovnosti plati pro kazdé komplexni &islo z
lgnz™ + ... + ayz] £ a,|z|™ + ... + a4]z] .
Predpokladejme, Ze kofen o rovnice (13) spliiuje rovnost
la o™ + ... + a0 = ale|™ + ... + aqlo] .
Je znaAmo, Ze pak musi platit vztahy a " = t,W, ..., a;& = t;w, kde w je vhodné
komplexni &islo a ¢, ..., , jsou nezaporna &isla. Odtud
l=ao+ ...+ aa"=wlt; +... +1,)
a jezto t; + ... + t, > 0, mame w > 0. Odtud a,¢ = t;,w > 0, a protoZe a; > 0,
plyne o > 0.
Rovnice (13) ma viak jediny kladny kofen w, tedy nutng o = . Pro kazdy ko¥en «
rovnice (13), kde o + o, tedy plati
aulof™ + st aglal > @ + .o+ g =1 =g,0" + ... + g0,
a pon& vad,z ‘fm:’;kce‘ @, X" + ...+ a,x je rostouci pro x > 0, plati |a| > w. Véta je
‘tedy dasledkem lemmatu 2.1.
Z dokazane véty ihned plyne dﬁlente lemma:

Lema 3 1 Je-li » posmme deﬁmtmm prvkem nad télesem T, _pak Je positivné defi-
nitnim prvkem nad kazdym nadoborem O o T,.

Ditkaz. Bud dan obor O o T,. Podle véty 1.2 vyhovuje prvek w algebraické rov-
nici tvaru @, x™ + ... + a;x —ap =0, kde a;eT, pro i=0,1,...,m, a,,, > 0,
ay_1.Z0,..,a, =0,a, >0, a, > 0. Potom o vyhovuje také rovnici ay *a,x™+
+ ... + ag'a;x — 1 = 0nad oborem O, ktera je tvaru (13) Podle véty 3.1 je prvek )

pos1t1vne definitnim prvkem nad oborem integrity O, c. b. d.

Tvrzeni lemmatu zobecnime v nésledujici v&te:

| Véta 3.2. Necht mnosina {@y, ..., 0} je komposi'c'm’ base nad oborem integrity O.
Pak je {®y; -+, o} komposiéni basi nad kazdym nadoborem O, podilového télesa Po.

Diikaz. Podle véty 1.6 je {@,,..., @} kompositni base nad t¥lesem Po. Odtud
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cheeme ukazat, Ze {®y, ..., w;} je komposiéni base nad zvolenym oborem O, = P,
Pro k = 1 je tvrzeni disledkem lemmatu 3.1. Necht je tedy tvrzeni spravné pro jisté
k = r. Bud {ay, ..., »,, ®,,,} komposiéni base nad Po. Pak p¥i vhodném o&islovani
je{®y, ..., ,} komposi&ni base nad Po a @, 1 je positivng definitni prvek nad télesem
Po[wy, ..., 0,] = Po(wy, ..., ,), (viz poznimku pred definici 1.1). Podle induk&niho
predpokladu je {w,, ..., ,} komposi¢ni base nad oborem O, a podle lemmatu 3.1 je
@, positivng definitni prvek nad oborem O,[w;, ..., ®,] © Po(wy, ..., ®,). Tedy
{0y, ..., 0,1} je komposi&ni base nad O,. Tim je diikaz proveden.

Pozndmka 3.1. Vznik4 opét problém: Plati obdobna véta pro kaZdou positivné
définitni basi nad oborem O?
Oznaéme R t&leso racionalnich &isel. Pak z v&ty 3.2 plyne tento disledek:

Disledek 3.1. Je-li {w,, ..., o} komposiéni base (w positivné definitni prvek) nad
télesem R, pak je {w, ..., »} komposiéni base (w positivné definitni prvek) nadlibo-
volnym redlnym c:selnym télesem.

Odtud vyplyva zvlastni ddleZitost studia pos1t1vne definitnich prvkd a komposiénich
basi nad té€lesem R.

Z lemmatu 3.1 dostavame je$té dalsi vysledek:

Véta 3.3. Jsou-li w,, ..., 0 positivné definitni prvky nad télesem T, pak mnoZina
{0y, ..., 0} je komposzcm base nad télesem T,.

Dikaz. Pro k = 1 je tvrzeni trividlni. Pfedpoklidejme, Ze véta plati pro k = r
a budte wy, ..., ®,4, positivng definitni prvky nad T,. Pak podle indukéniho pfedpo-
kladu je wy, ..., ®, komposiéni base nad T, a podle lemmatu 3.1 je ®,, positivné
definitnim prvkem nad T,(w, ..., ®,). Podle definice 1.2 je tedy {w,,..
komposiéni base nad T,. Tim je diikaz proveden.

o wr+1}

Véta 3.4. Budte {wy, ..., o}, {fiy, --., Us} dvé komposiéni base nad télesem T,. Pak
Jje mnoZina {w;, ..., Wy, Ky, ..., i} komposicni base nad télesem T,.

Véta 3.5. Je-li {y, ..., y} positivné definitni base nad télesem Ty a {u,, ..., u}
komposicni base nad télesem T,, pak je mnoZina {y, ..., Wy, Ky, ..., i} positivné
definitni base nad T;.

Dikazy téchto dvou vét pfenechavam &tenafi.

V predchozich uvahéch byly nalezeny dvé& podminky pro to, aby prvek byl posi-
tivng€ definitnim nad oborem integrity O. Byla to nutna podminka z véty 1.2 a posta-
Sujici podminka z véty 3.1. V pfipade télesa se daji tyto dvé podmmky spojit v jedinou:

Véta 3.6. Prvek w € T* je positivné definitni nad télesem T, tehdy a jen tehdy, kdyZ
vyhovuje algebraické rovnici tvaru

(14) X" + ...+ ax —ay =0,
kde
a) q,eT, proi=0,1,...m, b a,>0,a,-1290,...,a, 20,a, >0,a,>0.
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Ditkaz. Véta je disledek vét 1.2 a 3.1.

Véta 3.6 podava jistou celkovou charakterisaci vech positivng definitnich prvkd
nad tlesem T,. Nedavad viak moZnost efektivnd rozhodnout o daném (kladném)
&isle w, je-li positivng definitnim prvkem nad T, & nikoliv. MiZeme fici, Ze charak-
terisace podana ve v&t€ 3.6 neni dokonala.

Abychom mohli formulovat problém dokonalé charakterisace, odvodime si predng&
jednu nutnou podminku. -

Véta 3.7. Jestlize ireducibilni rovnice p(x) = 0 z oboru T,[x] md kladny kofen o,
ktery je positivné definitnim prvkem nad télesem T, potom plati:

(15)  a) w je jediny kladny koFen rovnice p(x) = 0,
b) je-T o dalsi koten této rovnice, pak |a| > .

Dikaz. Cislo o zfejm& vyhovuje rovnici f(x) = 0 tvaru (14), ktera, jak zndmo, ma
jediny kladny ko¥en o a je-li « jiny kofen rovnice f(x) = 0, pak plati |«| > . V di-
sledku ireducibility polynomu p(x) a vztahu p(w) = O plati rozklad f(x) = p(x) k(x)
v oboru T,[x]. Odtud i rovnice p(x) = 0 ma vlastnosti a), b).

Je Ziejmé, Ze jestliZe rovnice p(x) = 0 ireducibilni v T,[x] spliiuje podminky (15),
pak jeji kladny ko¥en o je positivng definitnim prvkem nad T, tehdy a jen tehdy, kdyz
v oboru T;[x] je p(x) d&litelem jistého polynomu f(x) tvaru (14). Problém dokonalé
charakterisace 1ze formulovat jako tilohu stanovit metodu, jiZ 1ze koneénym poctem
krokii rozhodnout o libovolném ireducibilnim polynomu.p(x) z oboru T,[x] a s vlast-
nostmi (15), je-li faktorem polynomu f(x) z T,[x] tvaru (14), & nikoliv.

Udame jen n¥ktera dil&j fefeni tohoto problému. Jde o vyhled4avini podminek,
které spolu s podminkou (15) sta&i k tomu, aby ireducibilni polynom p(x) z T,[x]
byl faktorem polynomu tvaru (14). '

Snadno se zjisti, Ze jednou z takovych podminek je pfedpoklad, Ze p(x) je stupn&
nejvySe drubého. Pokud jde o polynomy p(x) stupné vyssiho ne? druhého, podafilo se
mi odvodit jeden specialni vysledek pro kubické rovnice nad t&lesem racionélnich
&isel (viz niZe uvedenou vétu 4.6). '

4. NETRIVIALNI BASE NAD OBOREM C CELYCH CISEL

'V predchozim odstavci jsme studovali komposiéni base nad redlnymi &iselnymi
obory integrity a t€lesy. Mnohé vysledky byly odvozeny jen pro redlna tglesa, kde
se cela teorie znaéné zjednodusi. Téme&F stejné jednoducha teorie se viak da vybu-
dovat nad oborem C celych racionalnich &isel.
Predné si pro obor C odvodime vétu analogickou k vété 3.6:

Vita 4.1. Cislo o € T+ je positivaé definitnim prvkem nad oborem C tehdy a jen
tehdy, kdyz bud @ € C*, nebo w vyhovuje rovnici tvaru

(16) L@+ i+ ax—1=0
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takové, Ze
a)g;€Cproi=1,...m b)a,>0,a,,20,..,a=20,a >0.

Diukaz. Prvni &st véty je disledkem vty 3.1. Doka’me druhou &ist: Necht
€T je positivn€ definitni prvek nad oborem C. Pak nastanou tyto moZnosti:

a)o—1=0,t. oeC*,

b) @ — 1 > 0, pak podle pfedpokladu existuje vyjadfeni tvaru  — 1 = a,0™ +
+ ...+ a0+ ay, kde ;€ C,a;, Z0proi=0,1,...,m,a, >0, tj. ® = a,0"™ +
+ ... + a;0 + (ay + 1). ProtoZe je o < o? < w* < ..., nelze tuto rovnost splnit
jinak, neZZem =0, 0w =a, + 1l atedy we C*.

) w—1<0, pak lze psat 1— o =a,0™ + ... + a;0 + ay, kde a,eC,
a;=20proi=0,1,...,maa, > 0, tedy jinak psano

a@" + ...+ (@, + D)o+ (gp—1)=0.
Odtud zfejmé plyne @, — 1 < 0 a to spolu s nerovnosti ¢, = 0 ddva a, = 0. Prvek o
tedy vyhovuje rovnici tvaru (16) a tim je dikaz proveden.

Pro positivng definitni prvky a base nad oborem C plati ted n&kolik tvrzeni, ktera
uvadim bez diikazu.

Véta 4.2. Jsou-li wy, ..., w, positivné definiini prvky nad oborem C, pak je mnoZina
{wy, ..., o} komposiéni basi nad kazdym oborem integrity O s jednickou.

Véta 4.3. Jsou-li w,, ..., w, positivné definitni prvky nad oborem C a je-li {p,, ..., ji;}
kompositni base nad C, pak je mnoZina {®y, ..., W4 fiy, ..., hs} komposicni base nad
oborem C,

Véta 4.4. Jsou-li w,, ..., o, positivaé definitni prvky nad oborem C a je-li {p,, ..., us}
positivné definitni base nad oborem C, pak je mnofina {®;, ..., W4, Qg - .., 4} pOsitivné
definitni base nad oborem C. .

Obratme se ted k problému dokonalé charakterisace positivng definitnich prvkid nad
oborem C. Pfedné plati véta obdobna k vétg 3.7:

Véta 4.5. Bud p(x) primitivni ireducibilni polynom z oboru C[x] s kladnym koeficien-
tem pFi nejvyssi mocniné x. JestliZe rovnice p(x) = 0 md kladny koFen w, ktery je posi-
tivné definitnim prvkem nad oborem C a nepat¥i do C*, pak plati

(17) ) w je jediny kladny kofen rovnice p(x) = O,

b) je-li o jiny koen této rovnice, pak plati |o| > @,

¢) absolutni ¢len polynomu p(x) je — 1. ;

Diikaz. Podle véty 4.1 je &islo w kofenem rovnice f(x) = O tvaru (16) z C[x],

v disledku ireducibility polynomu p(x) a Gaussova lemmatu existuje celo&iselny poly-
nom h(x) takovy, Ze f(x) = p(x) h(x). Z vlastnosti polynomu f(x) plyne ihned a) a b)
ze (17) a déle je zfejmé, Ze absolutni &len polynomu p(x) je bud 1 nebo — 1. JelikoZ
koeficient u nejvy$si mocniny x v polynomu p(x) je kladny, je oviem podle a) tento
absolutni &len roven — 1. (To plyne napf. z Descartesovy véty).
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Problém dokonalé charakterisace positivng definitnich prvkd nad C spociva ted
v udani metody, jak kone&nym poétem krokid rozhodnout o libovolném ireducibilnim
polynomu p(x) z C[x] a s vlastnostmi (17), je-li faktorem polynomu f(x) z C[x] tvaru
(16) & nikoliv. Podobng jako v pfipadg téles hleddme diléi feSeni problému. Snadno
se zjisti, e je-li p(x) ireducibilni polynom stupné nejvySe druhého, ktery spliuje
podminky (17), pak je p(x) tvaru (16) a tedy jeho kladny kofen  je positivné defi-
pitnim prvkem nad oborem C. Tim jsme dokazali:

1. Racionalni &islo w je positivné€ definitnim prvkem nad oborem C tehdy a jen
tehdy, kdyZ budto w € C*, nebo w = 1/n, kde n je pfirozené &islo.

2. Kvadratické &islo w je positivng definitnim prvkem nad oborem C pravé tehdy,
kdyZ vyhovuje ireducibilni rovnici tvaru ax? + bx — 1 = 0, kde a, b jsou pfirozend
&isla.

Na rozdil od uvedeného pfipadu polynomd stupn& nejvySe druhého neplati nic
obdobného pro polynomy vys$Sich stupiii. JiZ v mnoZiné ireducibilnich polynomi
tfetiho stupné z C[x] existuji polynomy, které vyhovuji viem podminkam (17) a pfesto
_nejsou tvam(lé), ¥V téchto: pripadech jiz nastavaji znaéné obtiZe, coZ ukdZeme na
tomto s;)eaa!mm v;’rsIedku

| Véta 46, Je-li p(x) = a®x* + a®bx* + acx — 1 polynom z C[x] spliujici podminky
a), b) z (17), pak je kladny koFen o polynomu p(x) positivné definitnim prvkem nad
oborem C.

Diikaz A) V piipad? b 2 0 je polynom p(x) tvaru (4) a tvrzeni plyne z lem-
matu 2.1.

B) Bud b < 0, pak poloZme ¢(x) = x> + bx* + cx — 1. Z¥ejmé plati g(ax) =

=px) a polynom g(x) proto splituje podminky a), b) ze (17). Rovnice g(x) = 0 mé
 tedy jediny kladny k?oren ¢ a jsou-li oy, &, dalsi kofeny této rovnice, pak & < |ayl,

8 < |o,]. Odtud 6° < & . §a1f loes} = 8tya,] = 1 a tedy § < 1. Z toho pfedng plyne,
Ze c=(1-06° - b&z),lé je Kladné &slo. Podle Descartesovy véty nem4 rovnice
dx) - 0 zéporny koten, ma tedy dva koreny komplexns sdruzené, a; = a, o, = a.
Ze vataht g(0)= — 1, g(6) =0, 0 <5 <1 plyne g(I) =1 +b+c—1>0
aodtud b +c 2 1.

Polofme g = —b,h=b+c,pakjeg21, h=z1agq(x)=x>—gx* + (g +
+hyx—1

UkéZeme, Ze polynom g(x) je faktorem jistého polynomu z C[x] tvaru (16) a to
uZitim zvla$tni modifikace metody neurditych koeficientd.

UvaZujme rekurentni posloupnosti {r,}, {s,} uréené podminkami:

(18) r-1,=r0=0: 71=1,
Ty =g'r—1—(g+h)rn—2+r—3 pro ngz>
(19) So =0, Sl=1’ S22 =g,

=(g+h)s._i—g.s_2+s,_3 pro n§3.

142



Pfedng ukaZeme, Ze posloupnost {s,} je neklesajici pro viechna na pron = 3 dokonce
rostouci. _

Snadno se vidi, Ze 1 = 5; £ 5, £ g.5, = 53. Déle plati podle (19) Sy —g.853 =
=h.s53—g.5, +s5,=853—¢g.5+1=1, tedy s, —g.s3 > 0. :

Bud n = 4 a pfedpokliddejme, Ze plati s, — 8.5,y >0prod <k <nas, >0
pro 1 £k < n. Pak podle (19) Sp41 — 8- Sp =h .5, — .Sy +.Spey > 5, — & .
. 8,—1 > 0, vyuZijeme-li indukéniho predpokladu; tedy s,,.,—g.s,>0as,,; > 0.
Tim je dokdzdno indukci, Ze plati s,+; > g.s, (a tedy s,4,; > s,) pro viechna
n = 3. Specidlné odtud plyne, Ze lim 5, = + co.

n—+ o
VySettime déle posloupnost {r,}. UkdZeme, Ze existuje index m = 2 takovy, Ze
1=ry Sry< ... £y Py > Iyyy. Rovnice g(x) = 0 je zfejm& charakteristickou
rovnici rekurentniho vztahu (18) (viz [2], str. 296 —297) a Ize tedy psat

rn=4.8""+B.«"" + C.&"" pro n=-10,1,...

s vhodnymi komplexnimi koeficienty 4, B, C. Z poéateénich podminekr_; = ry = 0»
ry = 1 se urdi

B e —
@-9E-2 = @-da-8  (@-9E-

Odtud A4 je kladné &islo a B, C jsou Cisla komplexné sdruZena. Dikaz ted provedeme

sporem. Pfedpoklddejme, Ze posloupnost {r,} je neklesajici, pak plati specialng r, =
=ri=1pron=12,... ProtoZe 6 <1, je lim4.6" =0 a odtud skoro pro
n-co
viechnanje B.o«" + B.o" =r,_, — A .8" > 0. Z toho plyne, %¢ pro viechnan = N,
kde N je dostatedng velké &islo, plati Re(B . a") > 0. Oznatme ¢4, ¢ amplitudy &isel
B, o, pak ma platit cos (¢, + n¢) > 0 pro viechna n = N. Snadno se ukéZe, %e to
neni moZno splnit, protoZe 0 < ¢ < 2x. Pfedpoklad, Ze posloupnost {r,} jeneklesa-
~ jici, vede tedy ke sporu. ProtoZe plati r, < r, = g, nutné existuje poZadované rela-

tivni maximum r,, a pfi tom plati m = 2.

Nyni protoZe posloupnost {s,} je neklesajici a plati lim s, = + 0o, existuje index z
T.akOV}”, Ze St é I'm é S+ 15 1t g L. nre
Definujme &isla ¢; pro — 2 < i < m + t + 4 vztahy:

Coa=C_1=C=0,¢c,=ry €3 =" cet, Cp =Ty Cu1 = I'm>,
Cm+2 = Sty +ovs Cmar = 525 Cmags1 =51 = 1,
. Cm+t42 = Cmtt+3 = Cptrea = 0.
Oznadme h(x) = ¢;x™" + ... + Cpys- X + Cpisey, UkAZeme, Ze polynom g(x).
- h(x) je jiZ tvaru (16). JelikoZ g(x) = x* — g.x* + (g + k) x — 1, plati -

m+t+4

q(X) -h(X) = z (ci —&.Ci-y + (g + h) Ci-2 — ci_3).x’"+‘+4" =
i=1

i=

m+t+4

= .di.xm+t+4—-i-
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Predng plati d; = ¢, = r; = 1, daleproZ<1<mmamepodle(18)d =r; —g
iy + (g + W) ri—y — rim3 = 0. Déle
drn+1=rm—g'rm+(g+h)rm—1_rm—2>rm+1_g'rm+(g+h)rm—1rm—-2=ﬂ0;
iz =8 =8 Tm+ @+ MWl —rtuy=8+h.ry—r,_y >0,
proto%es,>@arm2rm 1

al,,ﬂ.3 -.v,,_1 g s,+(g+ h) Fy = Ty = 5,4 +g(r s)+(h-1)r,20,
nebot T 2 Spe.
Nyni, je-li ¢ = 1, pak
duia=(8+h)s;—r,z(g+h)s —s,=h>0,
je-li viak ¢ 2 2, pak s vyuZitim podminky (19) dostaneme
’ dm+4"‘st 2~ &8 1+(g+h)st_rmg
RN 2SS — 8 Sy H (g R)s — 54, = 0.
, Kon@énépmm+5<r$m+t+4plau
‘ Y v di_c—g cl—l+(g+h)612 Ci-3,
kde ¢; = s,,,,,ﬁz sPIOE <M+t +22Cuirs3 = Cpigrq = 0. Podminka (19) pak
Vdévédi 0prom+5<t<m+ t+ 2.
Dilejed,s,s3 = (g + k) s; — 5, = h > 0; koeficient u x* v polynomu g(x) . h(x)
je tedy kladny.
Konetn€ d,,,,44 = — 5, = — 1. Tim je ukdzéno, %e polynom g(x) . h(x) je tvaru
(16). Odtud je zFejmé i polynom g(ax) . h(ax) = p(x) . h(ax) tvaru (16) a tedy kladny
kore 17 favmce p(x = 0 Je posmvne definitni prvkem nad oborem C.

strukce polynomu A(x) takového, Ze q(x) . h(x) je tvaru (16);
ka. zwm @vsem jedind moZnd. Zd4 se viak, Ze p¥i jakékoliv kon-
 polynomu Iz{x) budou hrat podstatnou roli limitni avahy.
uwdene v dﬁkaze vety budeme ted s nepatrnou obménou ilustrovat na
(x —-x2+2.x I)(x-‘rl)—x +x*+x-—1,
- —-3x2+4x— (x> + 3x* + 5x° + 4x? +3x+1)—-
=x"+8x* +32° + 52 + x— 1,

(x" 4x2+5x—1)(x“+4xw+11x +25x% + 49x7 + 82x® + 108x° +
+71x +65%5° + 16x* + 4x + 1) = x'* + 239x5 4 3x° +194x +x—1.

I
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Pesrome

O IIOJIOXUTEJIBHO OHPEIIEJIEHHBIX BA3BAX HAJL KOJIbBLIIAMA
JOEVICTBUTEJIBHBIX YHCEI

OJIAPXUX KOBAJICKU (OLpkicH KowaALskr), BpHO

MsaoxectBo {w;, ..., ;) HOTOXKATEILHBIX GHCEN HA3BIBACTCS MOLONCUMENLHO
onpedenenHot b6a3oi Hal NEACTBUTEILHBIM KOJbIoM O, ecrnm BCSKHE ITOJOXATEINb~
HEI 3JIEMEHT  pacmupeHHoro xoymna O[wy, ..., w,] 3amuceIBaeTcs B BHIE

S1

52 . .
p=12 X . Z Pigyeoip OF o- OF,
i1=0i2=0 ir=
rme by, €0, hy ;= O &IIA BCeX NEPECTAHOBOK i, iy, ..., [y B ciydae,
xorma k = 1, moyydaercs NOHATHE NOLONCUMENbHO ONpedeseHHO20 dleMeHma Hall
xoxbroMm O.

JIOKa3BIBaCTICS, YTO ecAu Oanbl MmakKue NOAOHCUMENbHBIE UUCAA Dy, ..., Dy, YMO
Wy NOAOHCUMEAbHO OnpededeHHO Hao koavyom O, w, nosoxcumeavro onpede-
aenHo Hao koavyom O[wq], ..., ®, nNOAOHUMEABHO OnpedeseHHO HAO KOAbYOM
Olwy, ..., Wy 1), mo mHoncecmso {w, ..., ®,} A6AAEMCA NOAOHCUMEABHO Onpedee-
Hoti 6a30ti Hao koavyom O. IIoMOXHUTEILHO oNpeleileHHass 6a3a YKa3aHHOTO BHIA
Ha3BIBACTCH KOMHO3UyuoHHou. B HacTosmedl paboTe HepelleH BONIPOC O TOM,
HMEIOTCS JIA MOJIOXKHUTENFHO OIpeleNiCHHble 0a3bl, KOTOpHE He SIBISIEOTCS KOM-
IO3UIAOHHEIMA.

Joxa3pIBaeTCs, 9TO eCAu YUCAA @4, ..., O 00paA3yIoM KOMRO3UYUOHHYIO 6a3y HAO
Konvyom O, mo xoavyo Olw,, ..., 0] A6AAEMCA KOHEUHBIM AN2EOPAUUECKUM DACULU-
penuem koavya O. VIMEHHO, BCIKHAR NOA0HCUMEAbHO onpedeeHHblii 31emenm Hao O
A8.1A€MCA KOPHEM MHOZO0Y/eHa 6uda

1) ) = @™ + ... + ax* + a;x — ag,

20e a;€Q 022 i=0,1,...mua,>0,a,,=20,...,a, 20, a; >0, a, > 0.
CBepx 3TOro MBI HOJyYaeM:

(2) o ssasemca eOUHCMBEHHBIM RNOAOHCUMEALHBIM KODHeM MHO20UAeHHa [(X).
Ecau a + w asanemca opysum KopHem MHo204uneHHA f(X), mo cnpasediuso Hepagen-
cmeo |a| > o.

C npyroii cTOpoHsl, ecau koabyo O codeposcum eduHuyy U ecau NOAONCUMENbHOE
YUCAO O ABAAEMCA KOPDHEM MHO20UACHA 8UOA

3) g =axX" + ... +ax* +ax—1,

20ea, €Oouai=1,...,mua,>0,a,1=0,...,a, 20,a, > 0,mo w ag12emca
NOAOIHCUMENbHO ONPEeOeAeHHbIM d1eMeHmom Hao Koavyom O.
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JloKa3BIBAIOTCA CIIEAYIOINHE TIPEeIIOKECHHAS:

Ecau muoxcecmgo {®q, ..., 0.} ecmp Komnosuyuowsas 6aza (usu wucio o ecmo
ROAOIHCUMENBHO OnpedeneHHblil dDaemerm) Had Komyom O, mo {wy, ..., 0y} A15emca
KOMNO3UYUOHHOU Ba30t (1A () ABAAEMCA NOSOHCUMENBHO ONPEOeNEHHBIM 5 1eMEHMOM)
Hao ecaxum xkomyom O, Komopoe codeprcum nose yacmuwvix Po om O.

Honoxcumenvhoe YUCAO @ TO20A U MOABKO MO20Q ABAAEMCA NOAOHCUMEALHO
onpedesennvin dsemenmom Had nosem Ty (usu Had xosvyom yerwrx wuces C), kozda
OHO sgagemcA KopHem MHozousena euda (1) Had nosem T, (uru mHozouseHOM
suda (3) nao xoayom C).

Beaxoe mHooncecmeo {@y, ..., Oy} NOAOHKUMENLHO ONPedeseHHBIX IAeMEHMO8 HAO
nosem Ty (uu nao xoavyom C) ssanemca KomnosuyuoHnHou 6asoti nao nosem T,
(uau nao xomyom C).

Hasee E3y4aroTcss HEIPABOJUMEIE MEOTOWIEHE! HaJ mojeM Ty HIH Hal KOJBLIOM
C, KOTOpHIe MOI'YT HMETh CBOHM KOPHEM IIOJIOXKHTENHHO ONpPENEeSICHHBIA 3JIeMEHT
gax noneM T, wm Bax C. JIOKa3EIBaeTCA, UTO 6Ce MAK020 poda MHOZ0YAeHb! f(X) 06~
aadarom ceoticmeamu (2). '

Hpexogwrcs X GopMyIEPOBKE IPOOGIEMBI COBEPINCHHONX XapaKTEPHCTHKH BCEX
THONOXHTEIHHO ONPENEICHHEX 3JIEMEHTOB Han mojieM T, mnd mam koismoM C.
B csssm ¢ 3roil mpoOsieMo# HOKAa3BIBa€TCS CIENYIOIMH CIEIHAANBHEBIN pe3ysbTaT:

Ecau muozousen suda g(x) = a>x> + a*bx* + acx — 1 = 0,a > 0, nad xoavyom
€ obradaem noaoxncumesbHbIM KOPHeM ® U ecau 044 g(X) U o BbINDAHEHbBI YCAOBUA
(2), mo ® ABAAEMCA NONOHCUMERBHO ONPEdEACHHBIM DAeMermom Had Koavyom C.

Zusammenfassung

... UBER POSITIV DEFINITE BASEN
UBER REELLEN INTEGRITATSBEREICHEN

OrpkicH KowALski, Brno

Eine Menge {®y, ..., @} der positiven Zahlen nennen wir eine positiv definite Basis
iiber dem reellen Integrititsbereiche O, wenn sich jedes positive Element f des er-
weiterten Bereiches O[;;, ..., ;] in der Form

st s2 Sk

p=Y Y ... ohh,---,ib“’? ... OFF

i(1=012=0 iz=
ausdriicken lasst, wobei h;,, ;€ O, by, ; = O fiir alle n-tupel von Zahlen iy, ..., .
Im Falle £ = 1 sprechen wir besonders iiber ein positiv definites Element iiber dem
Integritétsbereiche O.

Bs wird folgendes bewiesen: Sind wy, ..., @y solche positive Zahlen, dass w, positiv
definit iiber dem Bereiche O, w, positiv definit iiber dem Bereiche O[w,], ..., w;
positiy definit iiber dem Bereiche O[®,, ®,, ..., wy] ist, so ist die Menge {w, ..., W}
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positive definite Basis iiber dem Bereiche O. Jede positiv definite Basis dieser Form
wird eine Kompositionsbasis genannt. Die Frage, ob positiv definite Basen existieren,
die keine Kompositionsbasen sind, wird in dieser Arbeit nicht gelost.

Es ldsst sich folgendes zeigen:

Ist {wy, ..., w} eine Kompositionsbasis iiber dem Bereiche O, so ist der Bereich
Olw;, ..., w,] eine endliche algebraische Erweiterung des Bereiches O. Besonders jedes
positiv definite Element o iiber O geniigt einer algebraischen Gleichung von der Form

(1) fX)=ax"+ ...+ ax* +ax—ay =0,

wobeia;e O firi=0,1,...,munda, > 0,a,_, 2 0,...,a, 20,a; > 0,a, > 0ist;
ausserdem gilt

(2)  wist die einzige positive Wurzel der Gleichung f(x) = 0, ist a eine weitere Wurzel
der Gleichung f(x) = 0, so ist |«| > .

Andererseits, ist O ein reeller Integritdtsbereich mit dem Einheitselement und geniigt
eine positive Zahl o der algebraischen Gleichung von der Form

(3) @™ + ...+ X’ +ax—1=0,

wobei ;€ O fiiri=1,...,m a, > 0,a,_1 20, ..., a, = 0, a; > 0gilt, s0 ist w ein

positiv definites Element iiber dem Bereiche O.

Es werden weiter folgende Behauptungen bewiesen:

Ist {wy, ..., o} eine Kompositionsbasis (bzw. w ein positiv definites Elemént) iiber
dem Bereiche O, so ist {wy, ..., w;} eine Kompositionsbasis (bzw. o ein positiv definites
Element) iiber jedem Oberbereiche O, des Quotientenkdrpers. Pq,.

Eine positive Zahl o ist -dann und nur dann ein positiv definites Element iiber dem
Korper Ty (bzw. iiber dem Integritétsbereiche der ganzen Zahlen C), wenn sie einer
Gleichung von der Form (1) iiber dem Kérper T (bzw. einer Gleichung von der Form (3)
iiber dem Bereiche C) geniigt.

Sind wy, ..., w positiv definite Elemente iiber dem Kirper Ty (bzw. dem Bereiche C),
so ist die Menge {®,, ..., w,} eine Kompositionsbasis iiber dem Korper T, (bzw. dem
Bereiche C). '

Es werden weiter irreduzible Gleichungen iiber dem Kérper T, (bzw. dem Bereiche
C) behandelt, die als Wurzel ein positiv definites Element w iiber T, (bzw. iiber C) zu-
lassen. Es zeigt sich, dass jede solche Gleichung f (x) = 0 die Eigenschaften (2) besitzt.
Es wird das Problem der vollkommenen Charakterisierung der positiv definiten Ele-
mente iiber dem Korper T, (bzw. iiber dem Bereiche C) formuliert. In diesem Zu-
sammenhang wird ein Spezialergebniss bewiesen:

Hat die Gleichung g(x) = a®x® + a®bx* + acx — 1 = 0 mit a > 0 iiber dem Be-
reiche C eine positive Wurzel o, die die Eigenschaften (2) besitzt, so ist  ein positiv
definites Element iiber dem Bereiche C.
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