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Časopis pro pěstování matematiky, roč.90 (1965), Praha 

О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
М / = А-У/, И. 

ВАЦЛАВ АЛЬДА (У*с1ау АЮа), Прага 

(Поступило в редакцию 29/ХН 1962 г.) 

1. Задача найти все собственные значения дифференциального уравнения 

(1)' - : М^Щ 

где М, N -т дифференциальные оцераторы порядков, соответственно, 2т, 2га, 
при однородны* кр,аещ>1х условиях 

(2) ^ / = . . . = [ / ^ / = 0 

решена,э работах [1] и [2]. 

Существование й полнота системы собственных элементов, которые там до­
казаны, типичны для системы собственных элементов симметрических ком­
пактных операторов в пространствах Гильберта. Итак, возникает вопрос, 
возможно ли задачу на собственные значения уравнения (1) свести к задаче на 
собственнее значения симметрических компактных операторов. Это действи­
тельно возможно, и мы в следующей работе занимаемся приведением первой 
Задачи ко второй. 

Цели можно добиться двумя путями. Первый состоит в том, что уравнение 
(1) представим в виде 

М " ^ / = к : / , 

второй заключается в том, что воспользуемся модификацией метода ком­
пактных операторов, описанной, например, в [3]. В обоих случаях надо, 
в основном, доказывать те же утверждения. Мы воспользуемся здесь первым 
методом, потому что его можно непосредственно применить и в некоторых 
случаях, когда собственное значение имеется среди краевых условий (как будет 
видно на примере). 

Задача найти собственные значения уравнения (1) была в случае специальных 
краевых условий решена в [4, стр. 216]. Компактность определенного погруже­
ния (которая лежит в основе всего метода) там прямо доказана. Здесь мы при­
меним неравенства Эрлинга [5]; их доказательство содержится в [6]. 
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Далее, в одном месте нам понадобятся утверждения об общем виде само­
сопряженного оператора и об его области определения; все необходимое 
к этому вопросу перенято из [7]. 

За ценные указания я благодарен д-ру наук я. КУРЦВЕЙЛЮ. 

2. Начнем с предположений и обозначений. Во всей работе рассматривается 
интервал <0, 1>. 

а) Ст означает множество функций (принимающих комплексные значения) 
непрерывных со своими производными до порядка т включительно в <0,1>. 

Р) Для функции и е Ск положим 

-ХМ? I42 = Í>N*, |»|І-І 
Jo »=o 

и полную оболочку Ск в норме ||. \\к обозначим через Нк. 
Тогда справедливо следующее утверждение (см. [6, стр. 209]): 
Для каждой функции иеСт 

(з) Н--=^--г(1"'/")Й«12 + №]. 
где 0 ^ к ^ т и I достаточно большое. 

Из оценки \и\к вытекает (см. [6, стр. 212]): 
для каждой функции и е Ст 

(4) \и\х)\2 й АГ С 1 - ( 1 + 2 ? ) / 2"3 [г\и\2 + | и | т 2 ] , ! ! 

где 0 <̂  V < т и X достаточно большое. 

Из неравенств (3) и (4) вытекает, что погружение пространстваНт вНп(т > п) 
является компактным. 

3. Сделаем следующие предположения: 

у) Пусть дифференциальные операторы М, N являются формально само­
сопряженным операторами с действительными коэффициентами порядков, 
соответственно, 2т, 2и, т > п: 

т п 

/4 = 0 У = 0 

где р д е С , ду е Су и рт(х) > 0 для х е <0, 1>. 

6) пусть 11!/,..., 1/ т /-лин. однородные формы в /(0),/(1), . . . ,/ ( 2 т _ 1 ) (1) 
с действительными коэффициентами. 

е) Обозначим через Ь множество тех функций / е С 2 т , которые удовлетворяют 
краевым условиям 

^^=... = ^2т/=о. 
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С) Для /, д е ^ пусть будет 

(5) Г м / . / ё х > 0 для / Ф О , ! ^.дйх= (/.Щйх. 
•!<> .)о ^ о 

т]) Положим [/, д"\ = / 0 М/. # их, | |/ | |^ = | 0 М/. /ёх и обозначим через Я м 

полную оболочку ^ в этой норме. 

4. Из (5) вытекает, что задача 

М / = 0 , С / 1 / = . . . = 1/ 2 т /=0 

имеет только тривиальное решение в ^. Из наших предположений о коэффи­
циентах рц вытекает существование эрмитовской симметрической функции 
Грина 0(., .) такой, что для каждого VеС0 решение задачи 

Ми = V, ^^и = ... = ^2ти = О 
дано формулой 

(6) и(х) = Г 0(х, Г) V(() И , "tø-JV^И 
что мы напишем таким образом: и = С». О можно распространить с С0 на Я 0 , 
причем он останется неотрицательным оператором, вследствие чего суще­
ствует С*. Из этого следует, что 

(7) |к | ; = |Ор|» = ^ , С») й \\ОЦ2 ̂ , V) = | |С±| 2 (Ми, и) 

для произвольного ие ^. Поэтому М является на ^еН^ положительно опре­
деленной, и пространство Нм является частью Я 0 , и для нормы в Нм выполне­
но следующее: 

5. Краевую задачу найти / е ^так, чтобы выполнялось 

М/-ЛЛГ/, / Ф О 

вместе с краевыми условиями 

С / . / = . . . = [ / 2 т / = 0 

мы сведем к другой задаче: Для /е С2т имеем N/ = ц> е С0 и, следовательно, 

/ = Ш<р = ЯСЛГ/ 
что напишем в виде 

(9) К/=к/, /с = А-1 

и будем решать эту задачу. 
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Для/,де^будет К/, Кд е^и, следовательно, 

[К/, д\ = Г М(ОЩ).дйх = Г АГ/.0 <1х = [/, Кд\ , 

так что К является на ^ симметрическим. В дальнейшем мы докажем что К 
является на ̂  компактным. 

6. Сначала сравним нормы ||/||Л / и | | / | | т . Для/, д е С2т получаем (интегрируя 
по частям) 

/•1 /«1 т 

М/.дйх = X р ^ > ^ Ч х 4- К-ХД в ) , 
. ь Лод=° 

Г /. М# <Ь = Г 5 р„/̂ > <^Чх + К2{/9 д). 
./о ^ о ^ ^ о 

При этом Кг(/9 д) содержит производные функции д самое больше до порядка 
т - 1 и К2(/9 д) содержит производные функции / самое больше до порядка 
т — 1. Для функций /9 д е ^ оба выражения в левых частях равны и, следова­
тельно, 

К1(/9д) = К2(/9д) = К(/9д). 

Потому что в С2т мы можем краевые значения (в количестве 4т) задать произ­
вольно (см. [7, стр. 156]), то К(/9 д) зависит, по существу только от производ­
ных до порядка т - 1 функций /, д. 

Докажем, что это действительно так. Пусть Вх — билинейное выражение 
в %и..., %к9 г}19...9г!2к и В2 — билинейное выражение в <^,..., %2к9 ц19..., цк. 
Пусть, далее, задано / линейно независимых форм ^^(С),..., Ц(С) в переменных 

Си •••» Сгк-
Пусть для ^1((.;) = ... = ^^(%) = ^^(^^) = ... = Ц(ц) = ... = 0 будет Вг = 

= В2 = Б. Тогда В зависит только от ^ 1 5 . . . , %к, г\19..., */Л. 

Доказательство. Из переменных Си •••> Ск мы выберем те, которые вместе 

с Ьх(ф = $1,..., Ь-(С) = С7 образуют максимальную линейно независимую 
систему; обозначим их через Си • • •> С* • Из переменных С*+1- • • • - Сш присоединим 
к ним еще 2к — (/ 4- а) переменных — обозначим их символами С%\ •••> С/Г — 
чтобы получить 2& линейно независимых переменных. 

Теперь мы выразим { при помощи переменных {', {", <!;'" и так же ц. Подставим 
в В^9 т\) и получим произведения вида <̂ У, С"г\\ СУ> Сц", %г\"' и Г*?'"- Если бы 
там выступало (с отличным от нуля коэффициентом) произведение С'щ'р, то 
значение переменных мы выбрали бы так: 

«1 = 1, {'а = ... = «у = о, 1,1 = ... = , ;_ ! = о, ,у = 1. 

Справедливо В.(<!;, г\) Ф 0. Напротив, в В2 встречаются только переменные 
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ц\ *}" и, следовательно, В2(%, ц) -*. 0. Итак, В содержит действительно только 
переменные {', ц' (т. е. <^,..., €к9 ци ..., |уЛ). 

Справедливо равенство 

/*1 /•- /*1 т~\ 

м/. /ЙХ = рт|/
(м>|2 <1х + I р„|/-»>|2 ах + к(/,/), 

^о ^о ^о^ | = о 

ГДе /о Рт|/(да> |2 <** ^ *|/|* ПРИ УДобнОМ Л > 0. 

Далее, 
М от— 1 ш— 1 

I I *|/°Т ** = I -М/Ц?, Р„--тиМх)| 
^ д=~0 д = 0 У ^ Х ^ 1 

и поэтому 

(м/,/)^ад-ХР,№-|Щ/)|. 
д = 0 

Для оценки второго члена рассмотрим неравенства (3), для оценки третьего 
члена — неравенства (4). Если взять в них г достаточно большим, то получим 

(Ю) (М/,/)^к\/\2

т-к'\/\2, 

где к > 0, к' — постоянные. 

Это нераренство вместе с неравенством (8) окончательно дает результат 

(М/,/)^к'(\/\2

т + \ф. 

С другой стороны, конечно, 

т 

(м/,/)^У,рд|/|2 + |к(/,/)| 
д = 0 

и, значит, по неравенствам (3) и (4) 

№/)йк-(\/\1 + \ф. 

Итак* нормы | | / | м и | |/| |ш на ^ эквивалентны. Поэтому Нм является полной 
оболочкой ^ в Яда. 

Для произвольных функций /, д е ̂  выполнено 

[К/, в ] - (М/, д) = Г X (-1)" ЫМ)М 9 ̂  = Г I в,/М ^> ах + /(/, 9) 
^ 0 V = о ^ о V : : : : о 

где /(/, д) — билинейное выражение в краевых значениях функций /, д9 содер­
жащее производные до порядка п - 1 (аналогично, как К(/9 д)). Но это значит, 
ввиду неравенств (3) и (4), что 

\(к/,/)м\йс\\/\\2

п. 
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Но из этого опять вытекает, что К является ограниченным оператором из 
^ с: Я я в 1 с Нт. 

Однако, метрика Я м на ^ эквивалентна метрике Я т , причем Я м компактно 
погружен в Нп. Вследствие этого К представляет собой компактное отобра­
жение из ^ в ^, если ^ рассматривать как часть пространства Я м . 

К продолжаем на все Я м . По теореме о собственных значениях сим­
метричных компактных операторов гарантировано существование действи­
тельных собственных значений и соответствующей им системы собственных 
элементов, образующих полную систему в Я м . 

Так как 

(Н) - - Л - к . / . = 0, 

то, умножая (в Я м ) на произвольный элемент д, получим 

(12) [--/,-«Л 0] = 0 . 

Из симметричности и действительности вытекает, что 

(13) Ы,Кд-ка\ = 0. 

Если д 6 ^, то Мд имеет смысл и, следовательно, 

(14) ^ (иЯ9-КгМд) = 0. 

Для действительного к оператор кМ — N является действительным (это 
следствие предположений у) и 8)), и его, следовательно, можно продоложить на 
самосопряженный оператор в Я 0 . Но ([7, стр. 168]) область определения этого 
самосопряженного продолжения состоит в нашем случае из функций, которые 
имеют производную 2т-ого порядка, интегрируемую с квадратом, и удовле­
творяют 2т краевым условиям (подходящим). Значит, эти условия должны 
совпадать с условиями 

^^=... = ^г^=о. 
Но эти функции принадлежат Я м . Поэтому как соотношение (12), так и (14) 
будет справедливым для всех функций д из области определения самосопря­
женного расширения оператора к{М — N. 

Из этого следует, что также 

(к ; М-]У)/ ( = 0. 

7. Остается исследовать эквивалентность задач (1) и (9). Теперь А = 0 не 
может быть собственным значением задачи (1); это вытекает из неравенства (5). 
Напротив, к: = 0 может быть собственным значением задачи (9). Поэтому 
разложение элемента / е Нм в ряд Фурье будет иметь следующий вид: 

(15) / = 1 ( / , / , ) м / . + <?, (ЛГф,ф) = 0 
К( + 0 
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и неравенства для коэффициентов Фурье будут 

№ = I \(/,/,)и\2, (*/,/) -» 2>||СЛ/<)м|2 • 
к*фО 

Для того, чтобы в разложении (15) всегда было (р = 0, достаточно, чтобы N 
был на Ь положительно определенным. 

Вместо выполнения условия (М/, /) > 0 для / + 0 можем, следуя Камке, 
требовать (М/, /) ^ 0, а если имеет место равенство для / Ф 0, то (ДО/, /) > 0. 
Достаточно, то есть, уравнение (1) представить в виде 

(М + # ) / = ( А + 1 ) # / . 

8. В качестве примера возьмем уравнение, к которому приводит нас иссле­
дование поперечных колебаний стержня (см. XV. КАУЬШСН: ТЬеогу оГ 8ошк1, 
гл. VIII, § 162, уравнения (6) и (7)). 

Это уравнение 

(АУ*)" = Х(У - (ВУ)')9 А, В - действительные функции, А > 0 , 

с краевыми условиями 

((АУ)' + ХВУ%ШОЛ=09 

Л Г | я . о . 1 « 0 . 

Это уравнение М0У =* ШУ0 с краевыми условиями МХУ = XNXV, М2V = 
= ЛN2V, МзV = М4У = 0, что можем переписать в виде 

(16) МV = XNV 

где Vудовлетворяет краевым условиям МзV = М4У = 0. 
Обозначим через ^(^0) множество тех функций, которые имеют непрерывную 

четвертую производную и выполняют краевые условия М 3 = М 4 = 0 (Мх = 
= ... = М 4 = 0). 

В ^ введем скалярное произведение 

[/,д-] = (Мо/,д)-1(А/")'дУ0-
Для /, деЬ будет 

[/, д\ = (\АГ)" д&х- 1(А/")' дУо = - [(АГУ д" <ь = 

= -\_АГд'Уо+ ГАГ? ьс, 

что означает (эрмитовскую) симметричность в /, д. Конечно, чтобы для / Ф 0 
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было [/, /] > 0, мы должны взять в ^ функции, перпендикулярные к линейным 
функциям. 

Решением задачи 

М0/=(р, М^ = а. , М2/ = а2 , М 3 / = М 4 / = О 
является 

^ М о ' р + а.У! +«2^2. 

где М 0 V является решением уравнения М 0 / = (р в Ц, и Ух (У2) является реше­
нием однородного уравнения М 0 У = 0 с краевыми условиями М1У= 1, 
М2У = О (М.У = О, М2У = 1) в Ь. 

Уравнение (16) мы опять представим в виде 

М _ 1 ЛГ/=к/, (с = А - 1 . 
Будет 

[М- 1 */, #] = (М0М~^/, д) - [(А(М-^/)")' §У0 = 

= (М0{Мо % / + У^/ + У^Лд) - 1(А(М0^0/+ У^^+ У^2/)")'д-\1 = 

= (#о/, д) - {(А(У"N^ + У'2^2/))' Йо = 

= Г ( / - (В/')' д а* - В(0)/'(0) з(0) + В(1)/'(1) 3(0 = 
^ о 

= [Х/д <** - [в/'йо + [в/'йо + Г-УТ а* = Г(/0 + -У'г1) <-* • 
^ о ^ о ^ о 

Следовательно, М"'1N есть симметрический оператор ^. Далее, 

М ~ ^ / = М о % / + ЗД/ + У2АГ2/. 

По предыдущему Мо1N0 является компактным оператором (а именно, из 
полной оболочки линейного пространства ^ в метрике пространства Н2 в пол­
ную оболочку пространства ^ 0 в той же метрике. Так как N1/, ^ / — ограни­
ченные функционалы в Н2 (что следует из неравенства (4)) и У19У2еЬ, то 
М - 1 ^ является компактным оператором из ^ в ^. 

Итак, опять обеспечено существование действительных собственных значений 
с достаточным количеством собственных функций. Для наименьшего собствен­
ного значения выполнено соотношение 

JV(*)ľ dx 
Xx = inf-

1 ^ (|/(*)|2 + В|/'(х)|2) ах 

где А/"(0) = 4/"(1) = 0 и / перпендикулярна к линейной функции. 
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Výtah 

O VLASTNÍCH HODNOTÁCH DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC 
Mf+kNf II. 

VÁCLAV ALDA, Praha 

V práci je řešena úloha nalézt vlastní hodnoty diferenciální rovnice Mf = ANf 
převedením na úlohu o vlastních hodnotách kompaktního symetrického operátoru 
v Hilbertově prostoru. 

Nejdůležitější předpoklady jsou: 

M jsou formálně samodjungovaný positivní operátor, jehož řád je alespoň o 2 větší 
řádu formálně samoadjungovaného operátoru N. 

Summary 

ON THE EIGENVALUES OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 
Mf = Mf, II. 

VACLAV ALDA, Praha 

In this article there is solved the problem of finding the eigenvalues of the differen­
tial equation Mf = XNf by reducing it to the problem concerning the eigenvalues of 
a compact symmetric operator in Hilbert space. 

The major assumptions are: 

M is a formally selfadjoint positive operator, whose order exceeds the order of the 
formally selfadjoint operator N by 2 at least. 
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