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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 106 (1981), Praha

POZNAMKA K VETE O SUBSTITUCI PRO RIEMANNUV INTEGRAL

JIRf NAVRATIL, Praha
(Doslo dne 4. prosince 1978)

V tomto &lanku je uveden elementarni dikaz (neuZivajici dokonce Zadného kriteria
existence Riemannova integralu) nasledujici vty o substituci pro Riemanniv
integral:

Véta 1. Necht funkce g md Riemanniv integrdl v intervalu {a, b). Necht G(x) =
= [3g + K pro vSechna x e <{a, b), kde K je néjaké pevné zvolené redlné Cislo.
Necht funkce f je omezend na intervalu {c,dy = G(<a, b)). Potom plati:

Existuje-li aspori jeden z integrdli (Riemannov}?ch)

(1) j""(f° 6)a,

) J' s,

c

potom existuje i druhy a plati rovnost
G(b)

G _r(foG)g= s

G(a)

V &lanku [2], popt. [1] je véta dokdzéana za predpokladu, Ze existuje integral (2).
V ¢&lanku [3] je pomoci vysledku [2] elementarn& dokdzana vyse uvedena véta pouzi-
tim oscilagniho kriteria existence Riemannova integrélu (viz [4], str. 217—218).

V3echny integraly v tomto &lanku se rozumi ve smyslu Riemannové.

Nejprve roziifime obvyklou definici horniho a dolniho integralu.

Definice. Nechf funkce f je omezend na intervalu {a, b), kde a < b. Potom

definujeme
J’df - - rf .
b a
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Necht funkce f je definovana v bodé c. Potom definujeme

“AC
. [7-0.
Analogicky rozsifujeme definici dolniho Riemannova integralu.

Poznamka 1. Necht funkce f je omezena na intervalu {a, b). Potom ind ukci
snadno dokaZeme, Ze pro libovolna x,, x4, ..., x, € {a, b) plati

'[f Zx“f

a analogicky vztah pro dolni integral.
K diikazu véty 1 pouZijeme nasledujici lemma:

Lemma. Necht jsou splnény predpoklady véty 1 a necht funkce G je navic na
intervalu {a, b) ryze monotonni. Potom plati tvrzeni véty 1.

Diikaz. Necht jsou splnény pfedpoklady véty 1 a necht funkce G je na intervalu
<a, by napf. rostouci. Zvolme M > 0 tak, Ze |f(x)| < M pro vSechna x € G(<a, b).
Necht ¢ > 0. Potom existuje déleni D intervalu {a, b) takové, Ze plati

) S(g, D) — s(g, D) < ﬁ
%) S((foG)g,D)—I(foG)g<§,
(6) S(f, G(D)) o )f <

nebot G je spojita a rostouci funkce na {a, b).

Necht D = {x,, X, ..., X,}, kde a = x5 < Xy <... <X, =b. Oznabme I =
= =1 %> Jx = {G(X4-1), G(x;)). Necht §, eI,‘ pro k=1,2,...,n. Potom
plati:

1(GE)) (G(x0) — Glsar)) — F(G(E)) 9(6) (5 — 3] <
< M(i“,f 9(&) - ;nlf 9(&) (xk — Xk=1) »
takze
| 3500 (7(6(0) (6(s0) — Gu-1)) — X, sup (F(G(E) ) (s = 51-1)] S

< M(S(g, D) — s(g, D)) < %
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Podle poznamky 1 je déle

0 [r=5[" rsTaveee - o) -

G(a) " G(xic-1)

= 3 sup (f(6(0)) (6(x) ~ Glee-1)) S T, sup(£(G(E) a(8) s = x0-1)) + 2 =

b
€
=S99 D)+ <[ (0o +e.
Obdobné dostavame odhad

®) j TROVEY sup (/(6(2)) (66s) — Glos-0) +

2
= 5 s (0 G = Gl + 5 =S 00) + £ < [y e,

k=1 teJx

nebof funkce G je na <a, b) spojita a rostouci.
Z nerovnosti (7) a (8) dostavame

G(b)

f= _U G)g;

G(a)
obdobné dokazeme rovnost dolnich integrali. Odtud plyne tvrzeni lemmatu.

Poznamka 2. Metodou, pouZitou pfi dikazu lemmatu, lze dokonce dokazat
toto tvrzeni:

Necht jsou splnény predpoklady véty 1 a necht existuje integrdl (1). Potom
existuje integrdl [o) f a plati rovnost (3).

Stadi si totiZz uv&domit, Ze pfi dikazu nerovnosti (7) jsme nikde nepouZili nerovnost
(6) a Ze nerovnost

3, up (/9 (G(s%) = Glxe-1)) < T, sup (£(6(8) (G(s) = G(sv-1))

k=1

plati i bez pfedpokladu monotonie funkce G.
Plati tedy za uvedenych pfedpokladii

= G(b)
j j(f 6)g.
G(a) a
Obdobné dokazZeme nerovnost
G(b)
f ZJU G)g
G(a) a
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a analogické nerovnosti pro dolni integral. Tedy existuje integrdl [go) f a plati

rovnost (3).

Diikaz véty 1.”Necht jsou splngny predpoklady véty 1. Zvolme M > b — a
tak, Ze [g(x)l < M pro viechna x € (a, b), [f(x)| < M pro viechna x € G(<a, b}).
Necht ¢ > 0. Zvolme d&leni D = {xo, X, ..., X,,} intervalu <a, b), kde a = x, <
< x; <...<x,=b, takové, Ze S(g, D) — s(g, D) < ¢*. Oznadme A, = {ke N;
12k < n} Ay = {keAy; sup g(t) — 1nfg(t) <ée}, A, = {keAy; mf|g(t)[ < 1},

tely

Ay = Ag — Ay, Ay = A; — Ay, kde Ik = <{X_1, Xy pro k=1, 2 , h. Dile
oznaéme
X 7G(xk)
j (f-6)g —f f].
Xi -1 G(xk-1)

Y (= X-1) S %(S(g, D) — s(g, D)) < e,

keAs

R, =

Potom plati

takZe

ZRk<sM2+MZ]G(xk)— G(x— 1]<8M2+M22(xk—xk 1) < 2eM?*.

keAs

Dile pro k € A4, plati sup |g(f)| < e, takze

tely

YR, < 3eM(b —a)+ M Z |G(xk) — G(x; - 1)|

keA>

< 3eM(b — a) + 3eM Y (x, — x4—y) < 3eM(b — a) < 3eM?.
keAdy

Necht existuje aspofi jeden z integralii (1) a (2). Pro ke A, je bud g(t) = 3¢ > 0
pro viechna tel,, nebo g(1) £ — %s < 0 pro viechna tel,, tedy podle lemmatu

plati ) R, = 0; tedy
b S G(b)
'f (foG)g - J f
a G(a)
0]

keAas
—b
‘ J (f-G)g = S

G(a)

<Y R < 5eM?,

. kedo

takze

Obdobné dokazeme rovnost dolnich integrald; platx tedy rovnost (3) a existuje
integral (1) a [¢2) f. o

Existenci integralu (2) dostaneme pouZitim pravé dokazané &asti véty 1 na inter-
val {ay, b,> misto <a, b), kde ay, b; e<a, b), a; < b, volime tak, aby G(a;) <
< G(x) £ G(b,), resp. G(by) £ G(x) < G(a,) pro viechna x € {a, b).
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Summary

NOTE ON THE THEOREM ON CHANGE OF VARIABLE
IN RIEMANN INTEGRAL

JIRi NAVRATIL, Praha

In the paper the following theorem is proved using only elementary properties
of Riemann integral:

Let g be a Riemann integrable function on {a, b). Let G(x) = [5 g + K for all
x €<a, b), where K is a fixed real number. Let f be a bounded function on {c,d) =
= G(<a, b)). Then, if either of the Riemann integrals [5(foG)g, [4f exists,

there exists also the latter and [} (f - G) g = [o%) f.
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