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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 84 (1959), Praha 

O JISTÉM ZOBECNĚNÍ DOPRAVNÍHO PROBLÉMU 

JAROMÍR ABRHAM, Praha 

(Došlo dne 8. srpna 1958) DT:330.609.1 

V práci je podáno řešení zobecněného dopravního problému lineár­
ního programování, v němž předpoklad rovnosti výroby a spotřeby je 
nahrazen předpokladem, že možnosti výroby převyšují spotřebu. 

Nejprve podáme stručnou ekonomickou formulaci naší úlohy podle [1]: 

Máme dán jistý druh kvalitativně homogenního zboží, které je vyráběno v m 
výrobních střediscích o kapacitách %,..., am a odebíráno n spotřebními.stře-

m n 
disky v množstvích bl9 ..., bn. Předpokládáme přitom, že 2 a * > 2 ^ - -Náklad 

<=i / = i 
na výrobu jednotkového množství uvažovaného zboží v i-tém výrobním stře­
disku a jeho dopravu do /-tého spotřebního střediska budiž ci$. "Úkolem je se­
stavit plán výroby a dopravy daného zboží, t j . rozhodnout, kolik zboží se mé 
v každém výrobním středisku vyrobit a kam a v jakých množstvích Je třeba je 
rozvézt, aby přitom byly splněny požadavky všech spotřebních, středisek a aby 
celkové výrobní a dopravní náklady byly minimální. 

Řešit uvedenou úlohu znamená tedy najít čísla xu ^ ' 0, i = 1, ..., m, j = 
n m m n 

= 1, ..., n, pro něž 2 ^ ^ ai9 i = 1,..., m, 2 xu = 5 i,j = í , . . . , w , 2 2 CHXÍÍ= 
Í = - I Í = I Í - I / » I 

= min. Xij přitom značí množství zboží, které má býti dodáno z i-tého výrob­
ního do y-tého spotřebního střediska. 

Zobecnění ve srovnání s „klasickým" dopravním problémem spočívá v tom, 
m n m 

že původní předpoklad rovnosti 2 a * = = 2 -̂" j ^ nahrazen předpokladem 2 % > 
ť - i í - i i-,1 

n 
> 2^/> který umožňuje počítat nejen se skutečným stavem výroby, ale i s ka-

* - i 
pacitami jednotlivých výrobních center. 

Pojem Jf-systému, kterého budeme v dalším používat, má týž smysl jako 
ňapř.v [2] nebo [3]. 
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Než přistoupíme k matematickému řešení uvedeíié úlohy, zavedeme si ně­
kolik pojmů. 

Zobecněný M-systém ^ ( % , ..., am; 6 l r . . . , bn) je uspořádaná množina m + n 
m n 

kladných čísel %,..., am; bl9 ,.., bn9 pro něž 2&* > Vb,*. Řešením zobecněného 
i = l /Ti 

M-systému J((al9 ..., am; bl9 ..., 6„) nazveme libovolnou matici X = (#í3) typu 
m n 

m,n s nezápornými prvky, pro něž 2 ^ / = = = ^> ?'= !-••••> % 2X</ ~ a*> * ^ 
ť - i ' * " j ~ i " 

= 1, ..., m. 
Označme Wt množinu všech řešeni daného zobecněného Jf-systému. Pak 

platí" 

1. SDř 4= 0. Zvolme libovolně m kladných čísel al9 ..., am tak, aby bylo 
m n 

a\ ^ %, %'=-1,..., m, 2 &i = 2 ^ ' ^ a k ^ s ^ a %>*••> aí»; &i> • • •> &w tvoří Jř-systém, 
• • - t » i •• . / » i 

jehož každé řešení je i řešením daného zobecněného Jf-systému. 
2. ^^š^r, 33ř | é omezená ve smyslu metriky m. ^-rozměrného euklidov­

ského proetora. Označíme-li totiž O nulovou matici typu m, n, je £2(X, O) = 
m* n ""•" : ; „ „ , , • • n ' , 

= 2 2^ J e ^ a k o ^%iá6/atedy^(X,0)ám2&i. 
Í - I Í « I ,,, i » i 

3. Množiha 9}ř je konvexní. Buďtež X^YeWl, 0 <•#•< 1. Označme _Z = 

= *X + (1 — oc) 7. Pak 2^o- = * 2 » « + ( 1 - a) J^yu^bj, j == 1, ..., u, a 
. - ; ' , i = l i « l •" ; < - ! • , w 

podobně 2^.7 Šs %> ť = 1, ..., m. Odtud plyne -ZreWt. 

i* Množina -SR je uzavřená. 
m n 

Označme nyní bn+1 = 2 a * ~~ 2 ^ * > 0- Pak čísla at,..., am; bx, ..., &n, č>n+1 
' — ; i » l 3'-l 

tvoří Jř-systém, který nazveme sdružený s daným zobecněným Jf-systémem 
*M(ax> .*"., am; 61? ..., on). \ 

Budiž J í * = 'JŠfíó-t, ..., am; bl9..., í>n, bn+1) Jf-systém sdružený se zobecně­
ným Jf-systémem M = ^íf(a1? ..., am; bl3 ..., &n). Pák existuje jednojedno-
značné a oboustranně spojité zobrazení množiny 9$* všech řešení Jf-systému 
Jř* na množinu SDZ všech řešení zobecněného Jř-systému M. 

Budiž dáno X* € 9DÍ*. Přiřadíme mu X € SDí, kde X je matice, která vznikne 
z matice X* vynecháním n + 1-tého sloupce. Naopak každé matici X = 
= (xi3) c SDí přiřadíme matici X* € 9Dí*, která vznikne z X přidáním w + 1-Vého 

sloupce, jenž obsahuje prvky ax -— 2^i?» •••» *V ~~ 2 a W" Takto je zřejmě 
D , ! '"' ' * "' •'"'•'i •" : : i-l ''••' : íi-i ,'• ' - ' ' ' 

definováno jednojednoznačné zobrazení X *—> X*. Dokážeme, že toto zobrazení 
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je oboustranně spojité ve smyslu konvergence podle prvků matic (která je 
ovšem ekvivalentní s konvergencí podle metriky m. w-rozměrného euklidov-^ 
ského prostoru). 

Budiž {X*}^ konvergentní posloupnost matic z množiny 5!?*. Je-li X* -=~=L 
= lim X*, je zřejmě také X = lim Xr, kde X •<-> X*, X r <-> X*, r = 1, 2,...w 

r—>oo r-~>oo 

. Nechť naopak { X J ^ je konvergentní; posloupnost matic z množiny STO 
a nechť X = lim X r. Budiž dále X* -*-> X, X* «-> X r, r = 1 , 2, ... Oznaěme 

r—>co 

X * = « * ) , -*- = (-#), r = l , 2 , .'.. Je pak z£>* = a#, i == 1,. . . , *n, 

ý = 1, ..., n} #^+1 = a{ -- 2 # $ > * = 1, .•., w pro všechna r. Odtud a z před­
jel 

pokladu X = lim X r plyne ihned X* = lim X*. 
r~>oo r—»oo 

Budiž X c SDí. Pak řekneme, že matice X je základním řešením daného zobec­
něného Jř-systému, je-li X <-> X*, kde X* je nějaké základní řešení M-systému 
sdruženého s daným zobecněným Jf-systémem. (Pojem „základní řešení 
Jř-systému" je užíván ve smyslu pojmu ,,einfache Losung" z [2].) 

Je známo (viz [3]), že množina všech řešení daného Jř-systému je konvexním 
obalem množiny všech základních řešení tohoto M-systému. Snadno zjistíme,} 
že tato věta zůstává v platnosti i pro zobecněné J_f-systémy. 

Obrátíme se nyní k řešení dříve uvedené úlohy. Budiž dán zobecněný 
Jř-systém J í = ^£(a1} ..., am; b1} ..., bn) a matice C = (ctj) typu m} n. Úkolem 
je najít aspoň jedno (7-minimální řešení daného zobecněného Jř-systému, t j . 

m n 

takové jeho řešení X0, pro něž (O, X0) = min (O, X), kde (O, X) = 2 2 °UXÍJ* 
x<m < - I Í - I 

Nechť J ř * = M(a1}..., am; b1} ..., bn) bn+1) je Jř-systém sdružený s J ř . 
Oznaěme O* matici, která vznikne z matice C připojením n + 1-vého sloupce 
obsahujícího vesměs nulové prvky. Budiž X* takové řešení M-systému J ř * , 
že (O*, X*) = min (O*, X*). Nechť X0e$»c, X 0 «* X*. P a k zřejmě platí 

x*€m* 
CO, X0) = (O*, X*.) £ (C*, X*) = (O,X), kde X* je libovolný prvek množiny 
•>$* a X -o- X*. Odtud (C} X0) = min (O, X). Tento vztah umožňuje převést 

XeStt :-

řešení zobecněného dopravního problému na řešení původního problému. 
Ze známých vlastností Jř-systémů plyne pak, že existuje vždy aspoň jedno 

O-mhnmální základní řešení daného zobecněného Jř-systému. 
Budiž nyní X základní řešení zobecněného JSř-systému Jř. Pak řekneme, že 

naatice X je nerozložitelná, je-li X •<-> X* c Sft*, kde X* je nerozložitelná matice 
ve smyslu zavedeném v [2]. 

Budiž X0 základní, nerozložitelné & O-minimálni řešeni zobecněného Jf-sy^te-
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nm * # ( % , . , , , am; bx,.«., bn), X0 o Xt = (ag*). Označme p(X^> = min sg*ř* 
* i i Co)*>0 

Z věty 1 v [2] plyne pak následující věta: 
Nechť matice X0 (x$) je základním, nerozložitelným a C-minimálním řešením 

zobecněného M-systému Jt(al9..., am; bl9. .., bn). ocl9..., txm9 filf..., pn budtez 
taková reálná cisla, ze 

m n m n m n 

2(«.- + «<)>2(^ + ^ ) , 2W+21/M + l2«*-2/ř*I<<K--"Q>- -
i » l j~l .í-l • ,- = i Í = I Í = I 

Pafc existuje takové základní, nerozložitelné a C-minimální řešení T0 = (y$) 
zobecněného M-systému Jt(ax + cxl9 ..., am + aw; bt + (3l9..., 0n + jSn), & y ^ = 
= 0 tehdy a jen teMLy, když xty = 0. 

Odtud plyne, že základní, nerozložitelná a O-minimální řešení zobecněného 
M-systému jsou stabilní ve smyslu práce [2], 
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Резюме 

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ТРАНСПОРТНОЙ ПРОБЛЕМЫ 

Яромжр Абргам («Гагогшг АЪгпат), Прага 

(Поступило в редакцию 8/УШ.1958 г,) 

В шжшстяешт транспортной проблеме режается следующая аадача: 
. т п 

шъжгк тшЁимрй' линейной формы 2 2 € ^ « н а множестве всех матриц 

X = (хн) типа т, п с неотрицательными элементами, для которых 2 хи ^ 
т 

= %, % = 1,..., т, 2 хи = Ь„ у = I , . . -, п, где %,..., а т , й 1 ? . . . , Ьп — данные 
* - 1 " 

т п 

жоложите^ные числа, для которых 2 <** = 2 ^ ® з т о ** Работе решается 

более общая' вадаяа отыскания минимума линейной формы 2 2 с ^ « н а 
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множестве всех неотрицательных матриц (хн) типа т, п, для элементов 
т п 

которых 2 Щй = 6/, / = 1? • • •> Щ 2 ^ ^ <̂ , * == 1, ..., т , где %, ..., аш 
< = i 

Ах,..., 6 Я — данные положительные числа, для которых 2 а * > 2 ^ * 
**~1 / - 1 

Показано, каким образом решение этой задачи можно свести к решению 
классической задачи. 

Zusammenfassung 

ÜBER EINE VERALLGEMEINERUNG DES TRANSPORTPROBLEMS 

JAROMlR ABRHAM, Praha 
(Eingelangt am 8. August 1958) 

Das „klassische" Transportproblem befasst sich mit der Aufgabe, das Mini-
m n 

mum einer linearen Form 2 2 caxu i*1 Bezug auf die Menge aler Matrizen (x^) 
< - i ; - i 

n 

Vom Typus m, n mit nicht-negativen Elementen zu finden, für die 2 xa = ai> 
i**i 

m 

i =- 1, ..., m, 2 xu = h> 7 = l> --->n gilt, wobei av ..., am> b19..., bn fest ge-
i « l .. . • : • : • - • • . • • • • •:•:; '. • 

fi» ?V., 

gebene positive Zahlen sind, die die Bedingung 2 ai = 2 ^ e r Ml e n -
* ~ i y - i -

In der vorgelegten Arbeit wird die allgemeinere Aufgabe gestellt, das Mini-
m n 

mum der linearen Form 2 2 CÜXU *n Bezug au-f die Menge aller nicht-negativen 
4 = 1 i ~ l m 

Matrizen (c%) vom Typus m, n zu finden, für deren Elemente 2^*/= =*i? 
i « i -

j = 1,.. . , n, 2 ^ i =-. ai> ^ = 1J •••, m gut, wobei ax, ..., ami bl9 ..., 6n solche 
*=i 

m n 
positive Zahlen sind, dass 2 ai > 2 ^ ^ s w*3-̂  gezeig^> T^e sich das Lösen dieser 

< - l i » l 

Aufgabe auf das des klassischen Problems zurückführen lässt. 
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