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Casopis pro péstoviani matematiky, ro&. 84 (1959), Praha

O JISTEM ZOBECNENI DOPRAVNIHO PROBLEMU

JAROMIR ABRHAM, Praha
(Doslo dne 8. srpna 1958) DT:330.609.1

'V préci je podéno feSenf zobeenéného dopravnifho problému linedr-
nfho programovéni, v ném# pfedpoklad rovnosti vyroby a spotieby je
nahrazen pfedpokladem, ¥e mo¥nosti vyroby pFevysuji spotiebu.

Nejprve poddme struénou ekonomickou formulaci nasi vlohy podle [1]:

Méme dén jisty druh kvalitativné homogenniho zbozi, které je vyrdb&no v m
vyrobnich stfediscich o kapacitach a, ..., a,, a odebirdno » spotfebnimi_ stie-

disky v mno#stvich b,, ..., b,. Pfedpokldddme p¥itom, Ze > a; > > b,. Néklad
-1 i

na vyrobu jednotkového mnoZstvi uvazovaného zbozi v ¢-tém vyrobnim stie-
disku a jeho dopravu do j-tého spotiebniho st¥ediska budiZ c;;. Ukolem je se-
stavit plan vyroby a dopravy daného zboZi, tj. rozhodnout, kolik zboZi se m4
v kazdém vyrobnim st¥edisku vyrobit a kam a v jakych mnoZstvich je tieba je
rozvézt, aby piritom byly splnény poZadavky vSech spotiebnich stfedisek a aby
celkové vyrobni a dopravni niklady byly minimalni.

Regit uvedenou tlohu znamens tedy najit &sla z;; = 0,5 =1,...,m, j =
n m m

"
=1,..,nprondi > x;; Sa,t=1..,m >x;=bi=1..,0,> > ¢ x,=
i=1 i=1 i=1j=1

= min. z;; pfitom znaéi mnozstvi zbozi, které mé byti dodano z i-tého vyrob-
niho do j-tého spotfebniho sttediska.

Zobecnéni ve srovnani s ,,klasickym‘ dopravnim problémem spoéivd v tom,
m n m
Ze pvodni piedpoklad rovnosti > a; = > b; je nahrazen pfedpokladem Y a; >
i=1 41 izl
> > b;, ktery umotziiuje potitat nejen se skutednym stavem vyroby, ale i s ka-
i1
pacitami jednotlivych vyrobnich center.

2w

Pojem M-systému, kterého budeme v dal§im pouiivé,t, ma t
nap¥. v [2] nebo [3].

smysl jako
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_ Ne# pfistoupime k matematickému feSeni uvedend tlohy, zavedeme si ng-
kolik pojm.
Zobecnény M-systém M (ay, ..., @p; by ..., ,,) je usporada,na mnoZina m +n

kladnych &sel ay, ..., @p; by, ..., by, Pro né% Y‘a > Z b,. Redenim zobecnéného
1

M-systému M (@, ..., @y; by, ..., by) nazveme hbovolnou matici X (z:5) typu

m,n s nezépomy’mi prvky, pro nez_Zx,, =b;i=1..,n, Zm,, <ayt=
i=1 ’ C

=1,

Ozna,éme M mnoZinu viech FeSeni daneho zobecnéného M-systému. Pak
platf *

1M =+ 9. Zvolme libovolné m Kladnych disel ay, ..., a, tak, aby bylo
a, < a;,i= 1 Wm Za, = Zb Pak &fslaay, ..., am; by, ..., b, tvot M-systém,

i=1
jehoz kazdé i‘e§eni jei resemm daneho zobecnéného M -systému.

2. MnoZina IR je omezend ve smyslu metriky m .n-rozmérného euklidov-
ského prostoru ‘Oznadime-li totiz O nulovou matici typu m, n, je p¥(X, 0) =

= Z Zzi, Jevé&kO S w;; < bsatedy 0%(X, 0) SmZb,

i=14=1
+ 8. Mnozma. m ]e konvexm Bud?tez X, YeM, 0<<x< 1. Oznadme Z =
—ocX+(1—oc)Y Pa,kZz,,—-och,j—{—(l—oc Zy,i_b,,y—l a

i=1

podobné Zz,, s a;, 1 =1,...,m. Odtud plyne Z e M.
4, MnoZina M je uzaviena.

_ Oznaéme nynf b,+, = 2“' — Zb- > 0. Pak &sla ay, ..., @p; by, «.., by, oty

tvoti M —systém ktery nazveme sdruzeny s danym zobecnénym M- systemem
.l(al, viey gy Dy, ooy By). ,
" Budi¥ M* =M (@15 +ves Q3 by, ooy By, b)) M-systém sdruienjr se zobecné-
nym M-systémem M = A#(a,, ..., &y; by, ..., b,). Pak existuje jednojedno-
znaéné a oboustrannd spojité zobrazeni mnoziny IM* viech FeSeni M-systému
M* na mnozinu I viech YeSeni zobecn&ného M-systému M.

Budi ddno X* e M*. Priradime mu X « M, kde X je matice, kters vznikne
z matice X* wvynechdnim n» 4 1-tého sloupce. Naopak ka’dé matici X =

= (;;) € M pFifadime matici X* ¢ M*, které vznikne z X pndamm n + l-vého
sloupce ]enz obsahuje prvky a, — le,, ey Oy — me, Takto je zre]mé

definovano jednojednoznadéné zobrazeni X <~ X* Dokazeme Ze toto zobrazent
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je- oboustranné spojité ve smyslu konvergence podle prvki matic (kterd je
oviem ekvivalentnf s konvergenci podle metriky m . n-rozmérného eukhdov-
ského prostoru).

- Budiz {X*},._1 konvergentni posloupnost matlc z mno¥iny M*. Je-li- X * =
= lim X%, je zfejmé také X = lim X,, kde X <> X* X, <> X*,r = 1,2, ...

7—> 00 >0

. Necht naopak {X,}7, je konvergentni:posloupnost matic z mnoimy m
a necht X = lim X,. Budiz déle X* <> X, X* X, r=-1,2,... Oznadme

r—> 0

X = (z57*), X, = (x"’), r=12,... Je pak z{* = 2}, 'i——l,...;m,

i=1,..,n, i, = a; — Zm(” t=1,...,m pro véechna 7. Odtud a z pred-

259

pokladu X = lim X, plyne 1hned X * = lim X}.

r—>00 T—>0

Budiz X € M. Pak fekneme, %e matice X je zdkladnim Fefenim daného zobec-
néného M-systému, je-li X <> X*, kde X* je néjaké zdkladni feSeni M-systému
sdruzeného s danym zobecnénym. M-systémem. (Pojem ,zdkladni YeSeni
M-gystému‘ je uZivan ve smyslu pojmu ,,einfache Losung z [2].)

" Je zndmo (viz [8]), e mnozina véech YeSeni daného M-systému je konvexnim
obalem mnoziny vSech zakladnich Fefeni tohoto M -systému. Snadno zjistfme,’
Ze tato véta zlstdvé v platnosti i pro zobecn&né M-systémy.

Obritime se nyni k YeSeni difve uvedené tlohy. Budiz din zobecnény
M-systém M = M(ay, ..., @p; by, .., b,) & matice C = (c;;) typu m, n. Ukolem
je najit asponl jedno C-minimalni feSeni daného zobecnéného M- systému, tj.
takové jeho Yeseni X,, pro néz (C, X,) = mm (C’ X), kde (C, X) = z Z Cis%i5n

i=1j=1
Necht M* — M(ay, ..., Gp; by, «..y Dy, b,,+1) je M-systém sdruzeny s M.
Oznaéme C* matici, kterd vznikne z matice C piipojenim n + 1-vého sloupce
obsahujictho vesmés nulové prvky. Budiz X§ takové YeSeni M-systému M*,
e (C* X¥) = min (C*, X*). Necht X,e M, X,<> X§ Pak ziejm& plati

(C, X,) = (C*, ‘X’},‘) < (0%, X*) = (C, X), kde X* je libovolny prvek mnoZiny

M* a X < X* Odtud (C, X,) = min (C, X). Tento vztah umoziiuje prevést
Xe -

TeSeni zobecnéného dopravniho problému na FeSeni pivodniho problému.

" Ze znéin}'rch vlastnost{ M -systému plyne pak, Ze existuje vidy a,spoﬁ jedno

C-minimaln{ zékladni reﬁem daného zobecnéného. M- systému

Budi# nyni X zékladni fegeni zobecnéného M-systému M. Pak rekneme Ze
matice X je nerozloZitelnd, je-li X <> X* ¢ M*, kde X* je nerozloZitelnd matice
ve smyslu zavedeném v [2].

' Budiz X, zékladni, nerozloZitelné a C-minim4lni ¥eSeni zobecnéného M-syste-
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mu’ H(ay, ..., Gy by, -5 b,), Xy < XF = (2P*). Oznatme o(X,) = min z{P*
(ﬂ)' 0
Z vty 1 v [2] plyne pak nisledujici v&ta:
Necht matice Xg (2%) je zdkladnim, nerozlofitelngm a C-minimdlnim Fedenim
zobecnéného M-systému M(@y, o.oy @y byy ooy B,). 0y ooy Xpy Py ooy B budted
takovd redind éisla, Ze

izl(a‘ + “1) > E(bi + ﬂi) H z 1“1 + z ]ﬁi] + 120‘: jzlﬁil < Q(XO) .
Pak evistuje takové zdkladni, merozlofitelné a C-minimdlni fedeni Y, = (yi3)
zobecnéného M-systému M (a, + ocl, ey Gy C3 by By oaer b+ Ba), Ze Y =
= 0 tehdy a jen tehdy, kdy? = =

Odtud plyne, Ze zakladni, nerozloZitelnd a C-minimélni YeSeni zobecnéného
M-systému jsou stabilni ve smyslu price [2].

LITERATURA

(13 W. Tomaszewski: Z zagadnierh programowania liniowego, Ekonomista &. 3, 1957,
169—186.

{2} J. Abrham: Uber die Stabilitit von Losungen im Transportproblem der linearen
Programmierung, Cechosl. mat. ¥urnal 8 (83), 1958, 131—138.

{3] FP. Nozitka: O jednom minimélnim problému v theorii linedrnfho pldnovéni; rozmno-
%eno v MU CSAYV, Praha 1956.

PeswoMe

OB OJHOM OBOBHIEHUM TPAHCIIOPTHOHN IIPOBJIEMBI

fApommp Abpram (Jaromir Abrham), IIpara
(ITocrymano B pexaxmomio 8/VIII 1958 r.)

B rnaccmdeckod TpPaHCIOPTHOR npoﬁneme pemaerca clefyiomas 3ajgada:

m

HafTH MEHEMYM JIHHeHHOK tpopMu > Zci,a:,, Ha MHOKECTBe BCeX MATPHI

t=1lj=1

n
X = (xi,) THIA M, % ¢ HEOTPAIATENBHEEMA dJIeMEHTAMH, I KOTOPHX Z Ty =
i=1

m
=a,i=1..,m D>x;=0b,j=1,...,m 100 0y...,0y, by ..., b, — HaHHEE
i=1

m n
TOJO/RATeNLHEe TACHA, A KOTOPHX > &; = »> b; B sroii pabore pemaercs
i=1

i=1
m n
Gomee obmas safavya OTEHICKAHWA MAEEMYMA ITHHeWHOE $opMBr > > ¢,y Ha
i=14=1
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MHOKECTBe BceX ‘HeOTPHIATENbHHX MATpun (%) THmA M, N, IJIA SIEMEHTOB

m n
KOTOPHX > @y =0by, j=1,..,m, D2 ;=@a; t=1,...,m, IO Gy ..., Gp,
i=1 ji=1
m n
by, ..., b, — maHHBIe WOJIOKWTeNbHEIE 9HCHA, A KOTOPHX » a; > > b;.
i=1 i=1

lorasaHo, KakEM 06pa3oM pemeHMe S5TOH 3aJaYd MOKHO CBECTH K PeIIeHHIO
RIIACCHIECKOM 3aJadH. :

Zusammenfassung

UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DES TRANSPORTPROBLEMS

JAROMIR ABRHAM, Praha
(Eingelangt am 8. August 1958)

Das ,;klassische* Transportproblem befasst sich mit der Aufgabe, das Mini-

mum einer linearen Form > > ¢;;x;; in Bezug auf die Menge aller Matrizen ()
¢=143=1

vom Typus m, » mit nicht-negativen Elementen zu finden, fir die > z,; = a;,
=1

m
i=1,..,m, >x,;=>b; j=1,..., n git, wobei a,, ..., @y, by, ..., b, fest ge-
i=1

gebene positive Zahlen sind, die die Bedingung > a; = > b, erfiillen.
. i=1 i=1 \
In der vorgelegten Arbeit wird die allgemeinere Aufgabe gestellt, das Mini-

mum der linearen Form > > ¢;;2;; in Bezug auf die Menge aller nicht-negativen
§=1j=1

Matrizen (z;;) vom Typus m,n zu finden, fiir deren Elemente Zx,-, = b,,
? &

n
j=1..,m >r;<a, t=1,...,m gilt, wobei a,, ..., an, by, ..., b, solche
i=1

m n .
positive Zahlen sind, dass > a; > > b,. Es wird gezeigt, wie sich das Losen dieser
i=1 §=1

Aufgabe auf das des klassischen Problems zuriickfiihren lisst.
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