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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 103 (1978), Praha 

О ГРАФАХ С ТОЧНО ТРЕМЯ ВЕРШИНАМИ 
ОДИНАКОВОЙ СТЕПЕНИ 

А. О. КАЦ, Т. А. НЕСТЕРОВА, Рига 

(Поступило в редакцию 24./У1. 1976 г.) 

Известно, что в любом обыкновенном [7] графе существуют, по крайней 
мере, две вершины с одинаковыми степенями [2]. Если в обыкновенном графе 
имеются точно две вершины одной и той же степени, то он определен с точ
ностью до изоморфизма набором степеней своих вершин [2]. Свойства этик 
графов описаны в [4, 5, 6]. 

Далее рассмотрим обыкновенные графы. Если в л-вершинном связном графе 
имеются точно три вершины одинаковой степени, скажем г, то некоторая 
степень /е{1,2, ...,л — 1} отсутствует. Обозначим множество (класс) всех 
таких попарно неизоморфных графов через # ^ г (л ^ 3, 1 й г> I й п — 1, г Ф /), 
а произвольный граф из них через 01

пг. Разбиение графа С1

пг обозначим через 
Я(п, г, /) [3]. Положим 

<§п =*« \)<$пг, <§ = « \$<§п , т = д е Г I» К(п9 г, /) . 
г, I п п,г,1 

По-видимому, впервые класс ^ рассматривался в работе [1], где доказаны 
необходимые и достаточные условия существования графа с разбиением 
К(п9 г, /). 

В настоящей заметке указываются аналитические выражения функций, 
определяющих границы области существования графов с разбиением К(п9 г, /), 
исследуются существование гамильтоновой цепи в этих графах, их планарность, 
простота разбиения 2*(л, г, /), приводятся необходимые и достаточные условия 
изоморфизма двух графов из 0, откуда устанавливается справедливость 
гипотезы Улама в этом классе. 

1. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ ГРАФА 01

п$г 

Для дальнейших целей приведем необходимые и достаточные условия су
ществования графа Сп§г. 
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Теорема 1. Граф 01

пг (п = 45* + / ^ 3, 5 ^ 0) существует тогда и только 
тогда, когда при X е {0, 1} и I — четном или X е {2, 3} и I — нечетном выполнено 
хотя бы одно из условий: 

1) 1 = г < Г - 1 и 1 ^ / ^ 2 г - Г - 1 или 2(п - г -1) - Г-1 = / ̂  п - 1 , 

2) г = Г-1 и 1 = / ̂  п - 1 , 

3) Г-1 < г ^ л - 1 и 1 = / = 2(п - г) - Г-1 или 2г - Г-1 = 

й1йп-1. 

Теорема 1 эквивалентна теореме 5 из работы [1], относительно связных графов. 
Определим область существования графов класса ^ как множество точек 

(п, г, /) таких и только таких, для которых существует граф с разбиением 
Я(п, г, /). 

Обозначим зависимость / от п, заданную неравенствами условия 1) теоремы 1, 
через /(п). 

Функция /(п) многозначна с множеством значений {1(п)}]=нп) Для каждого 
пеЖ (Ж — множество натуральных чисел). Пусть некоторые функции /^„(п) 
и /1пах(п) определены на множестве действительных чисел и такие, что сужения 

fmln \jr (») = m i n l/(") > W n ^ \ ' 

fLx \jr (») -» max //n) , AW » ž , ' 

если 1 = 1,2, 
если 1 = 3, 

если 1 = 1, 
если I = 2, 3 , 

(I = 1, 2, 3 соответствуют условиям 1), 2), 3) в теореме 1. 

Аналитические выражения функций /-^„(п), /тах(п), изображающих нижнюю 
и верхнюю границу проекции области существования графов класса ^ на 
плоскость (п, /), следующие: 

'< ^ ( в ).,1(|„_4[^]_з|-|Л-4[^]-4|+ 3), 

Л..(»)-»^(|»-4[^]-2|-|„-4[^]-з|+3) 

для каждого г = 1,2, 3. 
На рис. 1 точками изображена проекция области существования графов 

класса # на плоскость (п,;* /) и графики функций /„Цп) и/^(п) . Графики функций 
для условий 2), 3) аналогичны 1). 
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Решая неравенства 1), 2), 3) теоремы 1 относительно г, получаем 
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Рис. 1. Проекция области существования графов класса ^ на плоскость (и, /). 

Следствие 1. Граф 01

пг (и = 4$ + I = 3, 5 = 0) существует тогда и только 
тогда, когда выполнено хотя бы одно из условий 1) —3): 

1) для 1 = / < [и/2] 

* — — 

--І-C 
. . . 2 Z~, r • - \f 1> 

. 1 Í > o м^ s 
м У .. 

/ , <p u. 

s " .. ..ľ ' 
7 ~ ~ / fmuì ' 

la) — + s < r < 
2 ~ ~ 

и — (—I- 5 } при X6 {0, 1} м / — четном или 

<: п _ / 1- 5 .4. 11 при Хе {2,3} и / — нечетном; 1Ь) + 5 + 1 < г 
2 

2) для / = [и/2] 

2а) г = I — I — 1 при X = 0 и I — четном или X = 2 и / — нечетном или 

2Ь) г = I - I + 1 и/и/ * -= 1 и / — четном или X = 3 и I — нечетном; 

3) для [и/2] < / = и - 1 

За) и — ( —г-5 + 1).-2^_5 —г-5 при X е {0, 1} м / — четном или 

ЗЬ) и - ( — — + 5 + 2 ) -5 г = --------- + 5 + 1 при Г € {2, 3} и I - нечетном. 

Согласно условиям 1), 2), 3) следствий 1, функция г(и) многозначна с мно
жеством значений {гООЬ-л») Дл* каждого и б Ж. Пусть сужения 

^mìn \JГ (и) = min r / и ) , 
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0max \jr (") = maX T^Jl) , AJIfl ti ^ \ 
I=1(») * 

6, если «' = 1, 
3 , если 1 = 2 , 
5, если 1 = 3 , 

изображают нижнюю и верхнюю границу проекции области существования 
графов класса ^ на плоскость (п, г). Аналитические выражения этих функций 
следующие: 

дЦп) = \~^\ + 2 ' 

01*(и) = п - ? - = - 1 - 2 , 

0т.„(и) = дтп(п) = -п + з | ^ — 1 + 2 , 

0тт(п) = р-^-Ч + - ' 

<7т.х(и) = И - Г ^ - Ч - 2 • 

На рис. 2 точками изображена проекция области существования класса & на 
плоскость (п, г) и графики функций дтт(п) и ^ а х (п) . Графики функций для 
условий 2), 3) аналогичны 1). 
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Рис. 2. Проекция области существования графов класса 9 на плоскость (л, г). 
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2. О СУЩЕСТВОВАНИИ ГАМИЛЬТОНОВОЙ ЦЕПИ 

В дальнейшем под Я(п9 г, /) будем понимать упорядоченное по невозрастанию 
слагаемых разбиение графа С1

пг. 
Через ГЦ = ГЦ(х, у) обозначим гамильтонову цепь с концами в вершинах х 

и у9 а через й(х) — степень вершины х. 

Теорема 2. Для каждого п = Аз + I ^ 3 (у ^ 0) по крайней мере в одном 
графе 6еУ1

пг существует ГЦ, если 

/ = Г-1, .б{1,з}, г - т + 1 -[=]. ..0.3}. г - ß 
Так как при условиях теоремы верно, что | ^ > Р | = 1 (см. теорему 8), то доказа

тельство теоремы 2 настоящей работы аналогично доказательству теоремы 2 
о существовании гамильтоновой цепи в любом вполне неоднородном (квази
совершенном в терминологии [2]) графе, приведенной в [4]. 

Пусть Я0 = К(п9 г, /) — разбиение графа С1

пг. Пусть Я'(Я0) — разбиение, по
лученное из К0 уменьшением двух слагаемых, скажем а и Ъ9 на единицу, каждого 
из остальных — на два и отбрасыванием появившихся равных нулю слагаемых. 

Лемма 1. Разбиение Я'(Я0) принадлежит множеству 01 тогда и только тогда, 
когда выполнено одно из следующих условий'. 

1) .#0 = Я(п9 г, 1) для п ^ 4, 2 ^ г ^ п — 2 при а = Ъ = г, причем К(К0) = 
= Я(п - 1, г - 1, п - 2); 

2) Я0 = Я(п9 г, 1) для п ^ 4, 3 _̂  г < п — 2 при а = п — 1, Ь = п — 2, причем 
Я'(Я0) = Д(п - 1, г - 2, п - 4); 

3) .#0 = Я(п, г, 3) для п ^ 5, З ^ г ^ п — 1 и/?и а = 1, Ь = / — 1, причем 
Я'(Я0) = Д(п - 1, г - 2, п - 2); 

4) Д0 = Д(п, г, /) для п = 5, 3 = г = п - 1, 4 = / = п - 1, г Ф / - 1 при а = 1, 
Ь = / - 1, и/ш-/ел* -К'(Я0) = .Д(п - 2, г - 2, / - 3). 

Доказательство. Докажем случай 1). 
Необходимость. Предположим противное, т.е., что Я'(Я0) = Я(п — 1, г — 1, 

п - 2) получено из Л0 = Я(п9 г, 1) при а Ф Ь (п ^ 4). 
О Пусть 2 ^ а9 Ь < п — 29 а > Ь. Пусть 

Л0 == (п — 1, п — 2,..., а + 1, а, а — 1,..., Ь -Н 1, Ъ9 Ь — 1,... 

..., г + 1, г, г, г, г - 1, ...,3,2) 

Следовательно, 

Я'(Я0) = (п - 3, п . - 4,..., а - 1,а - 1, а - 3,..., Ъ - 1, Ъ - 1, Ь - 3,... 

..., г - 1, г - 2, г - 2, г - 2, г - 3,..., 1) 
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Независимо от того, либо а = г, либо Ъ = г, либо а Ф г, Ъ Ф г при 2 = г _ 
^ п — 2 очевидно, что К(К0)ф&. 

и) Пусть а *= п - 1, Ь = п - 2, 2 < г < п - 2 . Тогда 

К0 = (п - 1, п - 2, п - 3, ..., г + 1, г, г, г, г - 1, ..., 3, 2) 

и 

Л'(До) = (п - 2, п - 3, п - 5,..., г - 1, г - 2, г - 2, г - 2, г - 3, . . . , 1) = 

= К(п •- 1, г - 2, п - 4) Ф К(п - 1, г - 1, п - 2 ) . 

При г = 2 

Д 0 = ( п - 1 , п - 2 , л - 3 , . . . , 3 , 2 , 2 ) , 

Д'(До) = (п - 2, п - 3, п - 5, ..., 1) ^ ^ ; 

при г = п — 2 

Я0 = (п - 1, п - 2, п - 2, п - 2, п - 3, ..., 3), 

Д'(Д0) = (п - 2, п - 3, п - 4, п - 4, п - 5,..., 1) ф 01. 

Необходимость доказана. 
Достаточность. Пусть Л 0 = К(п9 г, 1), п = 4, 2 ^ г _ п — 2, а = Ь = г. 
Следовательно, 

Д 0 = Д(п, г, 1) = (п - 1, п - 2,..., г + 1, г, г, г, г - 1, ..., 3, 2) . 

Тогда К'(К)0 = (п - 3, п - 4, ..., г - 1, г - 1, г - 1, г - 2, г - 3, ..., 1) = 
= Я(п — 1, г — 1, и — 2), что и требовалось доказать. 

Случаи 2), 3), 4) доказываются аналогично. 

Теорема 3. Если граф С е У содержит ТЦ(х9 у) то граф О \ ТЦ(х9 у) при
надлежит множеству У тогда и только тогда, когда выполнено одно из следую
щих условий: 

1. Се91

п$г9 п = 45 + *, 3 ^ / = п - 1 и 

1а) при 1 = 3 и 5 = 2, I е {2, 3}, й(х) = 1, й(у) = 2, 

- — 5 + 1 ^ г . ^ - + 5 + 1 еслм Г = 2 
2 ~ ~ 2 

( у, тшЛ *1 \ « "5 

+ 5 + 1) ^ г й + 5 + 3 если / = 3 ; 
2 1 2 

при этом -
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1Ь) при 4 ^ / ^ п - 1 и 8 = 1, й(х) = 1, й(у) = п - 1 

- + 5 ^ Г ^ Л - / - + 5 - 2 | , если * 6 {0, 1} , 

U 

I- 3 

2 

л/?м этол* 

+ 5 + 2 ^ г ^ п - | + 5 ] , если X е {2, 3} ; 

0\ТЩх,у)е^пХт.г. 

2. беУ1

ПуГ, п = 45 + X и 

2а) й(х) = с!(>>) = г, 5 ^ г ^ - + 5, если Г = 2 , 

вҶ:lZІ + , + 2 ) + 5 + 2 ) ^ г ^ - + 5 + 2 , если X = 3 ; 

Й/7И Э7Я0Л1 

ечгц(х, у) 6 «::;.,.!. 

2Ь) ф ) = п - 2, ф ) = и - 1, 

5 + 2 ^ г ^ - + 5, если X — 2, и 
2 2 

/и — 5 Л ^ ^ и — 5 
и - [ + 5 + 1 ) < г < + 5 + 3 , сслн Г = 3 ; 

V 2 ) ~ - 2 
л/ш э/Я0л* 

е\гц(х,^) е^:^ 2. 
Доказательство теоремы использует следствие 1 и лемму 1. 

Следствие 2. _€Ьш г/?#$ С б ^ > Г (п ^ 4, 3 ^ г ^ л - 1) содержит ТЩх9 у), 

то граф О \ ТЩх, у)ф& для любых х, у. 

3. О ПЛОСКОСТНОСТИ 

В этом пункте приводятся условия, при которых любой граф из &1

ПуГ является 
плоским или неплоским, а также указывается область значений п, г, /, для 
которых множество &1

ПуГ содержит как плоские, так и неплоские графы. 
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На рис. 3 изображены все неизоморфные графы множества ^*,з : Т Р И и з н и х 

(а, Ь, с) — плоские, один (й) - неплоский. 

а 

Рис. 3. Графы а, Ь, с множества ^ 7,з ~~ плоские, граф й — неплоский. 

Такими же являются и множества <&\%ъ (/ = 2, 4, 6) и У1

9%ъ (/ = 6, 8). 

В подобных случаях для получения условий плоскостности требуется более 
глубокое изучение структуры всех графов из У1

пг. Значения одних лишь разбие
ний здесь недостаточно. 

Лемма 2. Каждый граф СеУ1

ПрГ содержит максимальный полный подграф КА 

тогда и только тогда, когда 

1) при 1 = г < Г-Л и 1 ^ / < Г-Л для п = 7, 8; 

2) при 1 ^ г < Г -Л и Г-Л ^ / ̂  п - 1 длл п = 8, 9; 

3) при г = | - и 1 ^ / ^ п — Г для п = 6, 7 ; 

4) при I --1 < г ^ п -г 1 и 1 ^ / <| I --1 Элл п = 5, 6,. 

Нетрудно видеть, что при п ^ 14 любой граф из &п неплоский, так как содержит 
полный пятивершинник К5. 

Отсюда следует 

Теорема 4. По крайней мере один граф неплоский 
1) в множествах 

*7.э-*7, (Г = 4, 5; / = 1 , 3 ) , 

< 3 ( / = 2,4,6), ^.„^.,(7-6,8); 
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2) в множестве Уп г, если 

а) npu r < Г-1, 1 š l û " - 1 " Ю <| n <Ş 13, 

б) npu r ^ Г-~|, 1 ^ / < n - 1 u 8 g n й 13. 

Лемма 3. Ни один граф из множества У1

пг не имеет своим подграфом граф 
.&з,з> если 

1) г < 3, / < 3 и п ^ 8; 

2) г < 3, / = 3 и п = 9; 

3) г = 3, / < 3 и п = 6; 

4) г = 3, / = 3 и п = 7. 

Доказательство. Пусть граф 6 = (X, С/)е^§г (и = 3). Пусть X' = д е Г 

= а е Г { х | х е Х и ф ) = 3}. 
ЕслиХ3,3 с С, то | Г | = 6. 
Пусть имеет место условие 1), т. е. г < 3, / < 3, п ^ 8. Тогда \Х'\ = и - 3 ^ 

^ 8 — 3 = 5 < 6 , значит Х3 3 ф О. Аналогичные рассуждения при условиях 
2),3),4). 

Теорема 5. Любой граф из множества ^1

п>Т (п «; 3) плоский тогда и только 
тогда, когда выполнено одно из следующих условий: 

1) г < Г-1 й 3 , / < Г-1 5| 3 и п < 8 ; 

2) г < Г-1 5| 3 , / §; Г-1 ^ 3 м пй9; 

3) г ^ Г-1 1 3 , / < Г-1 ^ 3 и пйб; 

4 ) г § Г - 1 ^ 3 , / ^ Г - 1 ^ 3 и п<Т. 

Доказательство. Достаточность: 
Пусть граф С е ^ , . Пусть имеет место 1), т. е., 

r < Ш-3- '<[îl-'^--»-
В силу леммы 2, .К5 ф С. По лемме 3 .К3,з Ф О. Следовательно, С — плоский. 
Рассуждения при условиях 2), 3), 4) аналогичны. 
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Необходимость. Пусть <&1

пг такое, что любой С е 9п г — плоский. Предполо
жим, что не имеют место условия 1), т. е., пусть 

г < Г-1 < 3 , / < Г-1 < 3 , но п > 9 . [ i ] S з , ,<[=]S3, 
Согласно теореме 4, при этих условиях в множестве <&1

п г по крайней мере один 
граф неплоский. Получено противоречие. При условиях 2), 3), 4) рассуждения 
аналогичны. Теорема доказана. 

4. МИНИМАЛЬНЫЕ ПОЛНЫЕ ЗАМКНУТЫЕ СИСТЕМЫ ОПЕРАЦИЙ 

Ниже вводятся некоторые полные замкнутые системы операций над графами 
класса <$, помогающие выявить взаимосвязи и мощности множеств ^ > г , ^'.Г'« 

Определение 1. Операция Ь называется замкнутой в классе <&, если она опре
деляет отображение А, относительно которого класс <$ замкнут, т. е. А(<&) е #. 

Определение 2. Система 5 операций в классе ^ называется замкнутой 
системой в <§, если каждая операция из 5 замкнута в классе <ё. 

Определение 3. Система 5 операций в классе ^ называется полной, если из 
некоторых заданных исходных графов операциями из 5 может быть получен 
любой граф из <$. В противном случае говорим, что система 5 неполная. 

Определение 4. Полная система 5 операций в классе ^ называется мини
мальной полной системой в <§, если удаление из 5 хотя бы одной операции 
делает ее неполной. 

В классе <ё рассмотрим следующие операции: 

А. Операция а: присоединение к данному графу С е ^ изолированной верши

ны ш и построение дополнительного графа О + и\ 

В. Операция /?: присоединение к данному графу Св<^1

пг изолированной вер

шины и> и вершины V степени п + 1, смежной с вершиной и> и всеми верши

нами С. 

С. Операция у: присоединение к данному графу Се^Ц" 1 (п 2> 3, 1 <; г < 

< п — 1) вершины Ь степени п, смежной со всеми вершинами О. 
В. Операция д: построение произвольным образом всех графов множества 

3*2 ~1 для каждого п = 45 + * ̂  3, 

5 ^ 0 , г 6 {1,2}, 1 ^ г ^ п - 1 . 

Графы, полученные из С в результате перечисленных выше операций, обозна
чим через а(О), р(6), у(С), 8(0). 
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Теорема 6. Операции оси 5 при исходном графе О0 е ^3,2 образуют минималь
ную полную замкнутую систему (а, <5; О0) операций в У. 

Доказательство. По определению <5, 8(С) в У. Покажем замкнутость опе
рации а. Действительно, пусть Ое&1

пг и пусть разбиение графа С — ЩС) = 
= К(п, г, /). Присоединим к С изолированную вершину \у. Граф С + м имеет 
разбиение Я(п9 г, /), к которому добавлено слагаемое — нуль. 

Следовательно, 

К(0 + \у) = К(п + 1, п - г, п - /), 

поэтому граф 

<х(в) = О + н> е Тп+[,п_г а <3. 

Покажем полноту системы (а,<5; С0), т. е., что для каждого С е& существует 
С ' е ^ такой, что либо О = а(О'), либо О = <5(С), либо С = С0. Обозначим 
через а - 1 обратную операцию для а, т. е., а _ 1 (0) = О — и>, если О е ^ > г (п = 4, 
1 ^ г ^ и — 1, 1 ^ / < п — 1, г Ф /), ё(и>) = 0. Аналогично, как при доказа
тельстве замкнутости а, вытекает, что 

а-чс)е^:<<;1>г+1)с:^. 

Если / = п — 1, то каждый граф С е ^ > Р получен операцией <5. Покажем мини
мальность системы (а, <5; О0). Неполнота системы (<5; О0) очевидна из опреде
ления <5. Докажем, что (а; О0) — неполная система. Действительно, для каждого 
О е ^ > г , я ^ 3, 1 = г = и - 1, 1 <: / ^ и - 1, г ф / 

а(С)е <,,,,, 

где 

п' = 4, 1 = г' ^ и' - 2, 1 ^ /' ^ п' - 2, г' Ф /'. 

Следовательно, граф 0™>г~
1 не может быть получен операцией а. Теорема 

доказана. 

Следствие 3. Для всяких графов О, Не У таких, что К(0) = Я(Н) имеет 

место 

С ф #<=>а(Сф а(#) . 

Утверждение очевидно в силу определения и замкнутости операции а. 
Таким образом, операция а определяет взаимно-однозначное отображение 

множества &1

п%г на множество ^1+[>п^г. 

Теорема 7. Операции Р,у и 6 при исходных графах 0\Ъ<$\Л и Оге^\Л 

образуют минимальную замкнутую систему (/?, у, <5; 019 02) операций в <9. 
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Доказательство теоремы 7 аналогично доказательству теоремы 6. 
Отметим, что операция /? определяет взаимно-однозначное отображение 

множества ^$.на множество ^+2,г+1 и операция у — множества У"'1 на мно
жество ^2+1.г+1-

5. О ПРОСТЫХ РАЗБИЕНИЯХ К(п, г, /) 

Напомним, что разбиение называется простым, если существует только один 
граф (с точностью до изоморфизма) с этим разбиением [3]. 

Ниже описано множество простых разбиений. 

Теорема 8. Разбиение К(п9 г, I) — простое, если 

2) п = 4 + г + к9 X е {1, 2}, к ^ 0 и 

2а) при к - четном г е {1 + /с/2,2 + г + Л/2} и / = - + 2, 

2Ь) при к - нечетном ге{2 + (к - 1)/2, 3 + Г + (к - 1)/2} и / = - - 2 . 

Доказательство. В силу полноты системы операций (а, 6; О0 е^з.г) 
в классе ^ (теорема 6) и определения операции <5, из графа С0 и графов мно
жества &1

ПуГ операция а порождает все графы класса <§. 
Так как а определяет взаимно-однозначное отображение множества У1

П}Г 

(п ^ 3, 1 й г9 I й п - 1, г Ф /) на множество ^ + 1 > л _ г , то 

|^л,г| ^ |^л+1,я-г| • 

Следовательно, для любого О е & из Я(С) — простого, следует, что Р((х(0)) — 
простое. 

Очевидно, что, если С е ^ > г , то к — кратным применением операции а 
получаем 

/,\ „*/гл в №1К?+*/2> е с л и * - четное 
(1) а (О) е \^^}}т1т) § е с л и * _ н е ч е т н о е 

Перейдем к доказательству 1). 
Пусть / = [п/2]. В силу (1), для каждого 

где 

, , , \ \п — (г — (к - 1)/2), если А, - нечетно. 
[г 4- к/2, если к — четно , 
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Следовательно, 

К:,2]| - дел. 
Очевидно также, что для всякого О е Уп

п/Г

21 граф С -= а""3(С0). Так как \^1^\ = 

= 1, то | ^ г 2 ] | = - Для любых п, г. Следовательно, каждое К(п9 г,[п/2]) - простое. 
Докажем далее 2). Если п е {7, 8}, то по теореме 1 9*~х = 0 для каждого г. 

Если п е {5, 6}, то непосредственно устанавливаем, что разбиения К(п9 г, п — 1) 
простые только для г = 1 и г = * + 2. Следовательно, граф 0'9 полученный 
/с-кратным применением операции а к графу (у с разбиением а) К(4 + *, 1, 
4 + Г — 1) или Ь) К(4 + Г, 2 +Г, 4 + Г — 1) единственный с точностью до 
изоморфизма. 

2а) вытекает из предыдущих рассуждений для а) согласно (1): 

fø[(4 + f + k)/2] + 2 
r t )*4.+ t + k,l+k/2 5 U E)&l(4 + t + k)/21-2 

l ^ 4 + t + k,3 + t + ( k - l 

если к — четное , 

) / 2 , если к — нечетное . 

2Ь) вытекает из предыдущих рассуждений для Ь), согласно (1): 

fø[(4 + t + k)/2] + 2 
- / _ ) * 4 + t + к,2 + t + к/2 9 
1 Є W ( 4 + í + k)/2]-2 

^ 4 + f + k,2 + ( k - l ) / 2 9 

если /с — четное , 
если к — нечетное . 

Теорема доказана. 

6. УСЛОВИЯ ИЗОМОРФИЗМА 

Через С — х обозначим граф, полученный удалением из С вершины х вместе 
с инцидентными ей ребрами. 

Теорема 9. Пусть 019 02 е <&1

п>г. Тогда Ог с* С2 о 01 - х\Х) с* в2 - х{2\ где 
либо г = 1 и х[5) е в59 й(х[5)) = п - 1, либо г = 1, 2 и х?>, х(

2

8) € С5, ф ^ ) = 1, 
х 2

} — смежная с х^; 5 -= 1,2. 

Докажем эквивалентную теорему. 

Теорема 10. Любой граф О с разбиением К(п9 г9 /) восстанавливаем с точ
ностью до изоморфизма либо по графу О — х19 где хг — вершина степени п — 1 
в графе 09 либо по двум графам О — х1 и О — х9 где хг — висячая, а х — ее 
смежная вершина в графе О. 

Доказательство. 1) Пусть / Ф п — 1. Очевидно, что граф О можно одно
значно восстановить по графу С — хх добавлением вершины хи соединяемой 
ребром с каждой из вершин графа С? — хх. 

2) Пусть / = п — 1, тогда / Ф 1. В графе О имеется вершина хх степени 1, 
причем единственная для и > 7 (следствие 1). (Если 3 ^ п ^ 7, то имеются 
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всего два графа с г = 1, а именно С*л,б1л, для которых справедливость тео
ремы проверяется непосредственно). Пусть хх смежна с вершиной х. Если 
й(х) = 2, то граф О можно восстановить по графу С — хх добавлением верши
ны х19 соединяемой с единственной висячей вершиной графа С — хх. Поэтому, 
пусть й(х) _• 3. В зависимости от значения й(х), в графе О — хг могут быть 
либо 2 (при д(х) Ф г + 1), либо 4 (при й(х) = г + 1) вершины (будем их назы
вать вершинами-кандидатами), присоединением ребра к одной из которых 
получаем О. 

Рассмотрим случай, когда в графе О — хх имеются две вершины-кандидаты. 
Обозначим в этом графе: 

вершины-кандидаты — через V, м!, 
множество соседей произвольной вершины и — через Г и, 
упорядоченный по невозрастанию список степеней вершин множества А — 

через й(А), 

К = ЪпГк, V=ГV\К\^V, }V=Г^V\К\V. 

Для дальнейшего докажем следующие свойства графа С — х1# 

Свойство 1. Разбиения Я(0 — хх) и Я(0 — хх — х) определяют однозначно 
й(Гх) в графе О — хх. 

Действительно, предположим, что вершины С — х1 занумерованы по невоз-
растающим их степеням, причем вершины одинаковой степени в такой последо
вательности: вершины, не смежные с х; соседи х; сама х. 

Тогда из Я(С — хх), которое упорядочено согласно вышеуказанной нумера
ции вершин, Я(0 — X! — х) можем получить в результате: 

а) удаления из разбиения Я(0 — хг) одного из чисел ё(х) — 1, получая некото
рый список Я'(С — х2), 

б) уменьшая на 1 те элементы Я'(0 — х±), которые являются степенями соседей 
вершины х. 

Полученное разбиение Я(6 — хх — х) также имеет невозрастающий порядок 
слагаемых и соответствует той же нумерации, как и Я'(С — хД Таким образом, 
список составляется из тех элементов списка Я'(С — хг), которым соответ
ствуют на 1 меньшие слагаемые из Я(С — хх — х). 

Свойство 2. Вершины V, и> е С — хг имеют один и тот же список степеней 
своих соседей (<1(ГУ) = д(Ги>)) тогда и только тогда, когда либо IV! = |*Г| = О, 
либо [VI = |*Г| = 1, причем иеV, 2 е IV такие, что й(и) = й(г) = г. 

Доказательство. Первый случай тривиален. Рассмотрим второй случай. 
Пусть а(Л?) -= д(Гн>) при V* 0, IV* 0. Если |К| -= |й^| > 1, то V обязательно 
содержит вершину степени, не имеющуюся у вершин из \У, поскольку в графе 
С *- хи кроме V и и>, только три вершины имеют одинаковую степень г; значит 

172 



й(Гь) ф (1(-Ги>), что противоречит предположенному. Следовательно, IV] = 
= |РГ| = 1, причем и еV, ге \У должны быть степени г. Необходимость дока
зана. Достаточность легко вытекает из обратных суждений. 

Свойство 3. Вершины иеV, 2^\У с й(и) = й(г) = г подобны тогда и только 
тогда, когда й(Ги) = д.(Гг). 

Действительно, пусть Л(Ги) = 6.(Гг). Это означает, что либо Ги\V = Гг\\у, 
либо Ги\V\2 = Гг \м> \м. В обоих этих случаях в графе О — хх существует 
автоморфизм а такой, что и = о(г), V = <т(\у), следовательно и и г подобны. 
Необходимость доказывается аналогично. 

Вернемся к доказательству 2). Возможны случаи а) с1(Ги) Ф с1(Ги>), Ь) (-.(Л;) = 
= с!(Ги>). В случае а) вершина х однозначно определяется из V и м> по с1(Г1?) 
и <!(/>) согласно свойству 1. В случае Ь) если Гг = IV или Л;\м> = Г\V\V, 
то I? и и> подобны и О можно восстановить с точностью до изоморфизма, при
соединением ребра в графе О — х1 либо к V, либо к и\ 

Пусть IV! = \Щ Ф 0. Согласно свойству 2, V = {и}, V = {г}, й(и) = ^(г) = г. 
Рассмотрим ё(Гм), &(Гг). Если ё(Гн) = й(Г2), то по свойству 3 в графе О — х1 

существует автоморфизм о такой, что и = о(г), V = <х(\у) и граф С можно 
восстановить с точностью до изоморфизма присоединением ребра либо к V, 
либо к \у. 

Пусть й(Ги) Ф й(Г2). Тогда вершина V определяется однозначно списками 
д(Гг;), д.(Ги). Именно, пусть вершины-кандидаты V и и> смежны. Для определения 
вершины х среди V и и> вычисляем характеристику й(г; м) в виде объединения 
двух списков степеней с последующим упорядочиванием элементов по их 
невозрастанию: 

к&и) = (п[й(К)-е, <*(У)], п[4{А)-е9 й(Ги\Л)]), 
где 

7г[5, Т] означает упорядоченный по невозрастанию список элементов из 
списков 5 и Г, 

й(М) - е означает список й(М), в котором каждый элемент уменьшен на 1, 
А = Ги п Ги\ 

Для всех вершин уь попарно неподобных между собой и степени й(х) — 2, 
в графе С - х вычисляем 

ЦуА *и) - №(/><)], яМГи^)]) , 
где 

ии € Г^4 и й(ии) = г в графе О — х . 

Если для некоторой пары *',./ имеет место равенство 

й(г>; и) = А(у4; и1}), 
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т. е. у( -= V, то в графе О — х1 вершиной х является вершина и>; в противном 
случае вершиной х является вершина V. 

Если вершины-кандидаты «ин'не смежны, то вычисляется 

Щр\ и) = (п[Л(К) - е, А(У[) *)] , тг[с!(Л) - е, й(Ги \А)]) 

и в качестве у{ в графе С — х берутся вершины степени й(х) — 1. Случай с двумя 
вершинами-кандидатами доказан. 

Рассмотрим случай, когда в графе 6 — хх кандидатами являются 4 вершины 
*>1> 1>2, Vъ, 1?4. По свойству 1 определим среди них вершины V^ со списком 
ё(Г^) = й(Гх). Если такая вершина единственна, то она является вершиной х. 
Если таких вершин — две, то этот случай выше рассмотрен. Если таких вер
шин — три, то нетрудно установить, что либо они все три попарно подобны 
(любая может являться вершиной х), либо две подобны — одну из них прини
маем за V, третью не подобную им берем за и> и применяем выше изложенные 
рассуждения. Если таких — все четыре вершины, то все они попарно подобны; 
за х выбираем любую из них и О восстанавливаем с точностью до изоморфиз
ма. Теорема доказана. 

Следствие 4. В классе & справедлива гипотеза У лама. 

Для двух графов с одним разбиением справедливость гипотезы Улама 
следует из теоремы 9 (или теоремы 10), а если два графа имеют различные 
разбиения, то достаточно заметить, что их наборы подграфов (полученных 
в результате поочередного удаления любой вершины графа вместе с инцидент
ными ей ребрами) различны, так как они отличаются, например, суммарными 
количествами ребер. 

Мы благодарны М. М. Неизвестному за оказанную помощь в нахождении 
аналитических выражений функций /тт,/тйХ, дтт, дтлх (г = 1, 2, 3). 
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