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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha
SVAZEK 90 * PRAHA 16.10.1965 * CISLO 4

UBER DIE TRANSFORMATION DER LINEAREN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN »n-TER ORDNUNG. L

VALTER SEDA, Bratislava

(Eingegangen am 5. Juni 1963)

In der Arbeit sind die grundlegenden Beziehungen zwischen dquivalenten
linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung angefiihrt.!) Es wird gezeigt,
dass die Losungen zweier dquivalenten Gleichungen die gleiche Struktur der
Nullstellen haben. Weiter ist die Aquivalenz der zu zwei dquivalenten Glei-
chungen adjungierten Gleichungen bewiesen. Untersucht wurden auch die
Beziehungen zwischen der Aquivalenz zweier Gleichungen und der Zerle-
gung der auf ihrer linken Seite auftretenden Differentialoperatoren.

Einleitung. Mit den Fragen der Transformationstheorie der Gleichungen befassten
sich schon viele Mathematiker. Ihre heute schon klassischen Ergebnisse sind im Buch
[1], S. 80 und weiter, und im Buch [2], S. 6—57, zusammengefasst. Sie betreffen
Probleme, die sich um die Frage gruppieren, wann es moglich ist zwei Gleichungen
n-ter Ordnung ineinander zu transformieren. Die Losung dieser wichtigen Probleme
ist oft formal, da hier die Existenz der die Transformation vermittelnden Funktionen
nicht garantiert ist. Ausserdem wurden viele Ergebnisse nur teilweise und einige
iiberhaupt nicht bewiesen. An der Beseitigung dieser Unzuldnglichkeit wird erst in
den letzten Jahren gearbeitet. O. BORUVKA bewies in der sich mit den Fragen der
Transformation der Gleichungen 2. Ordnung befassenden Arbeit [3] die Existenz
und Eindeutigkeit der Transformationsfunktionen und untersuchte ihre Beziehung
zu den Nullstellen der Losungen der erwogenen Gleichungen 2. Ordnung. O. Bortivka
zeigte den Weg, welchen die moderne Transformationstheorie gehen soll. In der
Arbeit [4] wies er auf die Beziehung zwischen der Transformationstheorie und der
in der Arbeit [5] geschaffenen Theorie der Dispersionen hin und auf die Anwendung
der Transformationstheorie zur Auffindung aller Gleichungen 2. Ordnung, deren
Losungen Nullstellen mit vorgeschriebenen Eigenschaften haben. Weitere Anwen-
dungen dieser Theorie sind in der Arbeit [6] zu finden. Die Arbeiten [7] und [8]
behandeln die kompletten Transformationen, mittels welcher die Gleichungen 2.

1y Weiter werden wir anstatt ,,lineare Differentialgleichung®‘ nur kurz ,,Gleichung® schreiben.
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Ordnung im ganzen Definitionsintervall transformiert werden. Die angefiihrten
Ergebnisse sind mit noch anderen im Buch [9] zusammengefasst. Ausserdem wurden
diese Ergebnisse auch von anderen Autoren erweitert: von M. LAITOCH in der Arbeit
[10] fiir Gleichungen 3. Ordnung mit Nullinvarianten, von J. MORAVEIK in [11] fiir
Gleichungen 4. Ordnung ebenfalls mit Nullinvarianten und vom Verfasser dieser
Arbeit in [12] fiir Gleichungen 2. Ordnung im komplexen Gebiet. In der Arbeit [10]
wird ebenfalls die Transformation der Gleichungen 1. Ordnung behandelt. Mit
dieser Problematik befasst sich auch die Arbeit [13].

In der letzten Zeit erschien die umfangreiche Arbeit [14] von Z. HusTy, in welcher
die Beweise zu vielen in [1] ohne Beweise angefiihrten Behauptungen gebracht
wurden, wodurch die klassische Transformationstheorie eine feste Grundlage erhielt.
An diese Arbeit kniipft [15] an, wo die Transformation der adjungierten Gleichungen
untersucht wird.

1. Ein grundlegender Begriff in der Transformationstheorie der Gleichungen ist
der Begriff der Aquivalenz zweier Gleichungen. Zum Unterschied von der klassischen
Theorie ([1], S. 188) fithren wir ihn auf folgende Weise ein:

Definition 1. Es seien zwei Gleichungen derselben Ordnung n = 1 gegeben

n l
(1) kzopk(x) YO = p(x), v = v - L.,n, 9=y,

dxt’
n ]
(2) z qk(é) D(n_k) = qn+1(§) s U(” = %&l_)l > l = ]s e U(O) =0V,
k=0
wo

p(x) € Co(I}), q€)€Co(I,), k=0,1,...,n + 1 und po(x) =0 in I, go(&) = O

in I,; I, und I, sind Intervalle. Wir werden sagen, dass die Gleichung (2) im Inter-
vall I, = I, der Gleichung (1) im Intervall I,, = I, &dquivalent ist, wenn folgende
zwei Bedingungen erfiillt sind:

1. Es existieren Funktionen &(x) € C,(1,,), t(x) € C,(I,,) derart, dass &(I,,) = I,
E(x). t(x) £ 0inIy,.

2. Wenn v(¢) die Losung der Gleichung (2) in I,; ist, dann ist die Funktion
(3) ) = t(x) . o[E()]

eine Losung der Gleichung (1) im Intervall I,,. Das geordnete Paar der Funktionen
&(x), t{x) werden wir als Triger der Aquivalenz bezeichnen. Die Aquivalenz der
Gleichung (2) in I,; zu der Gleichung (1) in I,, mit dem Tréger der Aquivalenz
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&(x), t(x) werden wir symbolisch derart

(2) 1, ~ (1) I, {&(x), (x)}
bezeichnen.?)

Es ist ersichtlich, dass auch mehrere Triger der Aquivalenz existieren konnen.
Je zwei von ihnen unterscheiden sich dann wenigstens durch eine Komponente. Wenn
uns der Triger der Aquivalenz nicht wichtig erscheinen wird, werden wir das oben
angefiihrte Symbol ohne Trager schreiben, also (2) I,; ~ (1) 1,,.

Aus der Definition der Aquivalenz folgt: wenn die Gleichung (2) in I,; zu der
Gleichung (1) in I, &dquivalent ist, dann sind in denselben Intervallen jede zwei
Gleichungen dquivalent, welche wir aus den Gleichungen (1), resp. (2) durch das
Multiplizieren mit den Funktionen f(x), resp. g(&) erhalten, fiir die gilt, dass f(x)e
e Co(ly), f(x) £0, xel,, g(&)e Col,), g(¢) + 0 fir £el,. Wenn wir dies in
Erwigung ziehen, erhalten wir aus den Ergebnissen der Arbeiten [10] und [3] die
Behauptung, dass jede zwei Gleichungen 1., resp. 2. Ordnung ohne rechte Seite in
irgendeinem Teilintervall der Definitionsintervalle dieser Gleichungen &dquivalent
sind, wenn in der Gleichung 2. Ordnung die Koeffizienten bei y’ und y” die 1. Ablei-
tung haben.

Bemerkung. Wenn wir fiir die Ableitung der zusammengesetzten Funktion die
Formel (12) zusammen mit der Bezeichnung aus [16], 1. Teil, S. 82, verwenden,
erhalten wir aus der Beziehung (3)

009 = ) + 3 (1) 0 % At -

- O of0) + 3 [2": (5) e AI—] w(E)

i=1\ [l

so dass die Beziehung

@ =g L () deew]ee. ko,

gilt, wo wir dgo =1, A;o=...=A4,0=0, (g) = 1 setzen. Die Losung v(¢)
der Gleichung (2) erfiille im Punkte £, €1,, die Anfangsbedingungen
vO(E) =0, k=0,..,n—1.

Nach (3) bildet sich v(¢) auf die Losung y(x) der Gleichung (1) ab, welche im Punkte
xo = x(&o) (x(&) ist die inverse Funktion zu der Funktion &(x)) auf Grund von (4)

2) Es ist dem Verfasser eine liebe Pflicht an dieser Stelle dem Rezensenten Herrn Doz. Dr.

Husty fiir die vorgeschlagene Symbolik, sowie auch fiir seine, zur Verbesserung dieser Arbeit bei-
tragenden Bemerkungen herzlich zu danken.
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die Anfangsbedingungen

5)  y®(x) =Y [i, (’l‘)b t(""i)(xo):l o, k=0,.n—1,

=0 i I

-

erfiillt.

Die Determinante des Systems (5) hat den Wert t"(x,) . £~ DV2(x.) + 0, deshalb
bildet die Abbildung (3) ein-eindeutig die Menge der Losungen der Gleichung (2)
auf die Menge der Losungen der Gleichung (1) ab. In Anbetracht dessen gilt der

Satz 1. (2) I; ~ (1) I {8(x), 1(x)} = (1) I1x ~ () Loe{x(2), T [x(O)]}. wo x(2)

die inverse Funktion zu der Funktion é(x) ist.

Gegeben sei die Gleichung

n I
©) X rmwe P =), w0 =Y o1 e WO =,
K=o dn'
wo r(n)€Co(l3), k=0,1,...,n + 1 und ro(n) # 0 in I; I, ist ein Intervall.
Es gilt der

Stz 2. ((6) I3, = Is ~ (2) Ligtn(®). u(@)}: (2) Lag ~ (1) L1u{&(x), 1) = (6) Ly ~
~ () Iefnl€(x)], u[E(x)] ()}

Wenn wir zwei Gleichungen der n-ten Ordnung dann und nur dann als gleich
betrachten, wenn sie auf demselbem Intervall definiert sind und dieselben Koeffi-
zienten und dieselbe rechte Seite haben, erhalten wir aus der Reflexivitit der Aqui-
valenz und den Sétzen 1 und 2 diese

Folgerung. Auf der Menge der Gleichungen n-ter Ordnung existiert die Zerlegung
auf Klassen der miteinander dquivalenten Gleichungen.

Eine homogene Gleichung kann mit einer nichthomogenen Gleichung nicht dqui-
valent sein, und weiter, wenn zwei Gleichungen 4quivalent sind, sind auch die ent-
sprechenden homogenen Gleichungen &quivalent. Um dies genauer formulieren
zu kdnnen, bezeichnen wir mit dem-Symbol (1), resp. (2') die Gleichung (1), resp. (2)
ohne rechte Seite. Also ist

(1)

M=

px) Y7 =0
0

(2) 2 a8 "0 =0.
\ k=0
Satz 3. Es sei (2) I,; ~ (1) I,,{&(x), {(x)}. Dann gelten diese Behauptungen:

a. gue(6)=0in Iy <> p,iq(x) =0 in I,.
b. (2') I ~ (1) I {&(x), 1(x)} .
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Beweis. Der Punkt a. folgt daraus, dass das Bild ( Urbild) der trivialen Losung
bei der Transformation (3) die triviale Lésung ist und dass die Gleichungen (1) und (2)
eine solche Losung gerade dann haben, wenn sie ohne rechte Seite sind. Weiter seien
v4(&), v,(&) zwei Losungen der Gleichung (2) und y,(X), y,(x) seien ihre Bilder bei der
Abbildung (3). Fiir ihre Differenz gilt die Beziehung

(3 (%) = pa(x) = 1(x) {01[(x)] = v, [E(x)]} ,
woraus der Punkt b. folgt.

Wir erwigen jetzt die Eigenschaften des Trigers der Aquivalenz. Wenn die Glei-
chung (2) in I,; der Gleichung (1) in I, &quivalent ist, existiert wenigstens ein Triger
dieser Aquivalenz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass genau
ein Tréger existiert, gibt uns der

Satz 4. Es sei (2) I ~ (1) 1,,{&(x), {(x)}. Dann sind die drei folgenden Behaup-
tungen dquivalent:

a. {&(x), (x)} ist der einzige Triger der Aquivalenz (2)1,; ~ (1)1,,.
b. {x, 1} ist der einzige Trdger der Aquivalenz (1)I,, ~ (1)I,,.
c. {& 1} ist der einzige Triger der Aquivalenz (2)1,; ~ (2) 1,

Beweis. Das geordnete Paar {&,(x), #(x)} + {&(x), f(x)} sei ein weiterer Tréger
der Aquivalenz (2)I,; ~ (1)I,,. Wenn x,(¢) die inverse Funktion zu &,(x) ist, ist
nach Satz 1 (1) I, ~ (2) Ie{x,(¢), 1/t,[x,(&)]}

Daraus ist auf Grund des Satzes 2 das Paar

1
(72) {xl[c(xn, T t<x>} ,

resp. das Paar
(7b) {f[m(f)], ([x,(6)] f@}

der Tréger der Aquivalenz (1) I, ~ (1)I,,, resp. der Aquivalenz (2)I,; ~ (2)1I,,
verschieden von dem Paar {x, 1}, resp. {¢, 1}.

Umgekehrt sei {x,(x), t,(x)} # {x, 1} der Triger der Aquivalenz (1) I, ~ (1)I,,.
Dann ist das Paar {[x,(x)], t[x2(x)] . t2(x)} + {&(x), #(x)} der Trager der Aqui-
valenz (2) I, ~ (1) I,,. Ein dhnliches Ergebniss folgt aus der Existenz des Trigers
der Aquivalenz (2) I, ~ (2) I, welcher von dem Paar {&, 1} verschieden ist.

Wir erwigen jetzt die Bezichung der zweiten Komponente des Trigers der Aqui-
valenz zu der ersten und setzen zuerst voraus, dass (1')I,, ~ (1)1, {x, (x)}.
Wenn die L8sung v(x) der Gleichung (1) in irgendeinem Punkt x, € I, die Anfangs-

bedingungen v(x,) = v'(xo) = ... = v" P (x) = 0, v 1(x,) # 0 erfiillt, gelten
fiir die Losung y(x) = #(x).v(x) derselben Gleichung die Bezichungen
(6 ¥ro) = ¥(x0) = o = 1) = 0, ¥ D) = t(xe) . 1 (xy).
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Dieselben Anfangsbedingungen erfiillt auch die Losung #(x,) v(x) der Gleichung (1').
Deshalb ist 7(x) v(x) = #(x,) v(x), woraus #(x) = #(x,) in I,, mit Riicksicht auf die
Stetigkeit dieser Funktion.

Wenn (1) I,, ~ (1) I {x, #(x)}, ist nach dem bereits Bewiesenen und durch Ver-
wendung des Satzes 3 f(x) = c. Wenn die Funktionen v(x), ¢ v(x) Losungen der
Gleichung (1) in Iy, sind, ist ¢ p,.4(x) = pn+(x)inI,,, worausim Falle p,,,(x) % 0
in I, folgt, dass ¢ = 1 ist.

{&(x), 1(x)} *+ {&(x), t,(x)} seien jetzt zwei Triger der Aquivalenz (2)I,; ~
~ (1) J,. Aus der Bezichung (7a), in welcher wir &,(x) = &(x) setzen, erhalten wir,
dass dann (1) I,, ~ (1) I, {x, f(x)[t,(x)}. Daraus folgt auf Grund der vorherge-
gangenen Erwédgungen der

Satz 5. Wenn die Paare {&(x), t(x)}, {&(x), t,(x)} zwei verschiedene Trdger der
Aquivalenz (2) I, ~ (1)1,, sind, dann ist in den entsprechenden Intervallen
dns1(8) = 0 = posy(x) und t,(x) = ct(x), ¢ ist eine Konstante. Mit anderen
Worten, die zweite Komponente 1(x) des Trdgers der Aquivalenz {&(x), #(x)} ist
im Falle von Gleichungen mit rechten Seiten eindeutig durch die erste Komponente
é(x) bestimmt. Im Falle von Gleichungen ohne rechte Seiten ist sie eindeutig
bestimmt bis auf die Multiplikationskonstante.

Die Aquivalenz zweier Gleichungen definiert eine gewisse Abbildung zwischen
den Mengen ihrer Losungen. Bevor wir uns mit dieser Abbildung befassen, voll-
ziehen wir folgende Erwidgung. Wir setzen voraus, dass die beiden Gleichungen (1)
und (2) unhomogen sind; M,, resp. M, bedeute die Menge der Losungen der Glei-
chung (2), resp. der Gleichung (1), M;, resp. M, die Menge der Losungen der ent-
sprechenden homogenen Gleichung(2'), resp. (1’). Diese Bezeichnung werden wir auch
weiterhin beniitzen. Es existiere ferner eine schlichte Abbildung Z der Menge M,
auf die Menge M,. Die Abbildung Z und die beliebige Losung vy € M, definieren die
schlichte Abbildung Z; der Menge M, auf M, folgenderweise:

(9) Wenn VeM,, ist Z, (V) = Z(V + vo) — Z(ve). Die Abbildung Z; werden
wir als durch die Abbildung Z und die Losung v, induzierte Abbildung bezeichnen.
Wenn Z; isomorph ist, dann ist an der Wahl von v, nicht gelegen, d.h. Z; (V) =
= Z.(V) fiir ein beliebiges Element Ve M,, wo v,, 7o € M,. Setzen wir §, =
=V + vy, wo V€ M|, dann ist

Zy (V) = Z(V + o) — Z(Bo) = Z(V + V + vg) — Z(V + vo) =
=Z,(V+ V) + Z(vo) = Z,(V) — Z(vy) = Z;(V).
Es sei (2) I ~ (1) I1.{¢(x), #(x)}. Durch die Beziehung (3) ist dann dem Teil
jeder Losung v(&) der Gleichung (2) in I, der Teil der Losung y(x) der Gleichung (1)
in J, zugeordnet. Wenn wir dann der Losung v(¢) die angefiihrte Losung y(x)

zuordnen, ist damit die schlichte Abbildung Z der Menge M, auf die Menge M,
definiert. Nach dem Satz 3 sind in den entsprechenden Intervallen I,,, I,, die Glei-
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chungzn (1), (2) entweder beide homogen oder beide unhomogen. Im ersten Falle
folgt aus der Beziehung (3), dass Z isomorph ist, im zweiten hingegen erhalten wir
aus (3'), dass die induzierte Abbildung Z’ der Menge M, auf die Menge M isomorph
Ist.

Aus dem Isomorphismus der durch die Beziehung (3) gegebenen Abbildung Z,
resp. aus der durch Z induzierten Abbildung Z’ folgt, dass fiir die Aquivalenz
(2) I, ~ (1) I,,{&(x), (x)} g>niigt, wenn sich das Fundamentalsystem von Lésungen
v,(&), ..., v,(¢) der homogenen Gleichung (2') durch die Beziehung (3) in die Lsungen
der homogenen Gleichung (1’) transformiert und im Falle von unhomogenen
Gleichungen (1), (2) noch eine Losung vo(¢) der Gleichung (2) in die Losung der
Gleichung (1). Diese Bemerkung zeigt den Weg zur Verallgemeinerung des Begriffes
der Aquivalenz zweier Differentialgleichungen.

Definition 2. Wir werden sagen, dass die Gleichung (2) im Intervall I, < I, der Glei-
chung (1) im Intervalll,, = I, k-dquivalent ist(1 < k < n), wenn in den entsprechen-
den Intervallen beide homogen oder beide unhomogen sind, wenn ein solches Funktio-
nenpaar &(x), t(x) mit den im Begriff der Aquivalenz auftretenden Eigenschaften 1.
und 2. und ein System k linear unabhéngiger Losungen v(¢), ..., v(¢) der Gleichung
(2') in J; existiert, dass die Funktionen

(3") yi(x) = tx) v [Ex)], I=1,...k

im Intervall I,, Losungen der Gleichung (1) sind. Wenn (1) unhomogen ist, existiert
noch die Losung vy(¢) der Gleichung (2) in I, fiir welche die Funktion

(37) ' Yo(x) = 1(x) - vo[ &()]

in I, die Losung der Gleichung (1) ist.

Es ist ersichtlich, dass der Begriff der n-Aquivalenz mit dem Begrlff der Aquivalenz
identisch ist. Weiter transformiert sich bei der k-Aquivalenz der k-dimensionale
Unterraum der Teile der Losungen der Gleichung (2’) in J,, dessen Basis das System
v4(é), ..., v(€) ist, auf den k-dimensionalen Unterraum der Teile der Losungen der
Gl\,xchung (1) in J,,, welcher das System der Bilder der Losungen v,(&), ..., v,(&)
als Basis hat. Im Falle unhomogener Gleichungen (1), (2) transformiert sich auch ein
,,verschobener‘* k-dimensionaler Unterraum der Teile der Losungen der Gleichung
(2) in J ¢ auf den ,,verschobenen* k-dimensionalen Unterraum der Teile der Losun-
gen der Gleichung (1) in I,,. Wir werden uns weiter nicht mit dem Begriff der k-Aqui-
valenz befassen, aber es wire interessant zu untersuchen, wie sich die Eigenschaften
der Aquivalenz auf den Begriff der k-Aquivalenz iibertragen.

2. Ausser der Aquivalenz der Gleichungen (1), (2) werden wir eine weitere wichtige
Beziehung zwischen diesen Gleichungen erwigen, und zwar die. Beziehung zwischen
der Verteilung der Nullstellen ihrer Losungen. Unsere Erwdgungen beginnen wir
mit folgender Bemerkung. Wir setzen voraus, dass eine schlichte Abbildung Z der
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Menge M, auf die Menge M, vorhanden ist (M,, M, wie auch M,, M, haben die-
selbe Bedeutung wie frither) und eine schlichte Abbildung &(x) des Intervalls I,, =
< I, auf das Intervall I,, = I, von folgender Eigenschaft: wenn »(¢) eine beliebige
Losung der Gleichung (2) und y(x) deren Bild bei der Abbildung Z ist, bildet &(x)
die Menge der Nullstellen der Lésung y(x) in I,, auf die Menge der Nullstellen der
Funktion v(f) in I,, ab. Es ist selbstverstindlich, dass bei der Abbildung Z das Bild,
resp. das Urbild der trivialen Losung wieder die triviale Losung ist. Deshalb ist
unter der angefiihrten Voraussetzung die Gleichung (2) in I, genau dann homogen,
wenn die Gleichung (1) in I, ohne rechte Seite ist.
Und jetzt definieren wir:

Definition 3. Wir werden sagen, dass die Losungen der Gleichung (2) im Intervall
I, = I, die gleiche Struktur der Nullstellen haben wie die Losungen der Glei-
chung (1) im Intervall I,, = I,, wenn eine schlichte Abbildung Z der Menge M,
auf die Menge M, existiert und eine derartige schlichte Abbildung &(x) der Intervalls
I,, auf I, welche in jedem Punkte x €I,, die Ableitung &'(x) + O besitzt, dass
fiir beliebige v(¢)e M, und y(x) = Z[v(¢)] &(x) die Menge der Nullstellen der
Losung y(x) in I, auf die Menge der Nullstellen der Funktion v(¢) in I,, abbildet,
mit der Erhaltung der Vielfachheit jeder Nullstelle. Die Abbildung Z hat auch noch
diese Eigenschaft: wenn die Gleichungen (1) und (2) in den entsprechenden Inter-
vallen I, und I,, homogen sind, ist Z isomorph, und wenn beide Gleichungen (1)
und (2) in den angefiihrten Intervallen unhomogen sind, ist auch die durch die Ab-
bildung Z induzierte Abbildung Z’ der Menge M,, auf die Menge M, isomorph.

Nach der oben angefiihrten Bemerkung, ohne Riicksicht darauf, ob Z isomorph
ist oder nicht, kann der Fall, dass eine der Gleichungen (1), (2) in den entsprechenden
Intervallen homogen und die andere unhomogen sei, nicht eintreten. Weiter ist uns
bekannt, dass die isomorphe Abbildung Z’ durch die Abbildung Z eindeutig bestimmt
ist. Endlich erinnern wir daran, dass die Behauptung: die Funktion y(x) hat im
Punkte x, eine k-fache Nullstelle, fiir k = 1, ..., n die iibliche Bedeutung hat, d.h.
(x0) = ... = y*¥ " D(xo) =0, y®(x,) 0. Fiir k=n+ 1 werden wir damit
den Fall y(xo) = ... = y™(x,) = 0 verstehen.

Die gleiche Struktur .der Nullstellen der Losungen (1) und (2) bedeutet, dass vom
topologischen Standpunkt aus die Nullstellen der entsprechenden Losungen dieser
Gleichungen voneinander nicht zu unterscheiden sind. Ihre Anzahl, Vielfachheit
und Anordnung bleibt erhalten (die Anordnung nur im Falle sgn &'(x) = 1; sie
dndert sich in die umgekehrte, wenn sgn &'(x) = —1 ist). Andern kann sich nur die
Entfernung und die Lage der Nullstellen.

Mit der wichtigsten Eigenschaft der dquivalenten Differentialgleichungen befasst
sich der

Satz 6. (2)I,, ~ (1)I,, genau dann, wenn die Lésungen der Gleichung (2)
in I,; dieselbe Struktur der Nullstellen haben wie die Lésungen der Gleichung (1)
inIy,.
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Beweis. Es sei (2) Io; ~ (1) I1<{(x), #(x)}. Dann ist durch die Beziehung (3)
die schlichte Abbildung Z der Menge M, auf die Menge M, definiert, die isomorph
ist oder deren induzierte Abbildung isomorph ist. Wir erwigen eine beliebige Losung
v(¢) der Gleichung (2) und die ihr zugeordnete Losung y(x) der Gleichung (1). Da
#(x) # 0 fiir x€I,, ist, bildet ¢(x) diec Menge der Nullstellen der Losung y(x) in
I, auf die Menge der Nullstellen der Losung v(&) in 1 2¢ ab, wobei aus der Gleichheit
(5) folgt, dass die entsprechenden Nullstellen die gleiche Vielfachheit haben. Wenn
wir noch die Eigenschaften der Funktion &(x) in Erwédgung ziehen, ist damit der
erste Teil des Satzes bewiesen.

Umgekehrt setzen wir voraus, dass die Losungen der Gleichung (2) in I,, dieselbe
Struktur der Nullstellen haben wie die Losungen der Gleichung (1) in I;,. Es existiert
also die Abbildung Z der Menge M, auf die Menge M, und die Abbildung &(x)
des Intervals I, auf I,, mit den in der Definition 3 angefiihrten Eigenschaften. Wir
erwigen zuerst den Fall, dass beide Gleichungen (1) und (2) in den entsprechenden
Intervallen I,, und I,, homogen sind.

v(£) sei eine nichttriviale Losung der Gleichung (2) und y(x) = Z[v(¢)]. Die Funk-
tion

(x)
(10) 1(x) = ———
)]

ist definiert und verschieden von Nullin allen Punkten x € I, in welchen y(x) = 0.
Wenn der Punkt x, €, eine k-fache Nullstelle der Funktion y(x) ist, und also

o = &(xo) eine k-fache Nullstelle der Funktion v(&) ist, ist k < n — 1 und in der
Umgebung dieser Punkte kann y(x) = (x — xo)*. ¢(x), lim ¢(x) = ¢(xo) * 0,
(&) = (& = &) . (&), lim Y(§) = Y(&o) + O geschrieben werden. Deshalb exis-
tiert £~
@(x) 1 _ 9(xo) 1

L = B el (L) et o

x_xO

woraus (nachdem wir t,(x,) = lim 7,(x) definierten) folgt, dass die Funktion t,(x)

stetig und verschieden von Null im ganzen Intervall I, ist.

Weiter zeigen wir, dass ¢,(x) fiir alle nichttrivialen Lsungen v(£) der Gleichung (2)
dasselbe ist. v,(£), vy(&) seien zwei linear unabhingige Losungen der Gleichung (2)
und yy(x), y,(x) seien ihre Bilder.

Aus dem Isomorphismus der Abbildung Z folgt, dass die Funktion ¢; y,(x) +
+ ¢, y5(x) das Bild der Funktion ¢; v,(£) + ¢, v5(¢) ist und zufolge der Definition 3
hat sie dieselben Nullstellen wie die Funktion ¢, v,[£(x)] + ¢, v,[&(x)]; ¢1 und ¢,
sind beliebige Konstanten. I*sei die Menge von Punkten x € I, in welchen y,(x) = 0.
Auf dieser Menge gilt, dass die Nullstellen der Funktion ¢; y;(X) + ¢, y,(x) mit den
—¢,[cy-Stellen der Funktion y;(x)/y,(x) identisch sind.
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Eine dhnliche Behauptung gilt auch fiir die Nullstellen der Funktion ¢, v,[¢(x)] +
+ ¢, v,[&(x)]. Deshalb gilt in I* die Gleichheit.

" A _ o]
. yax) 0y [¢(x)]

Andererseits haben wir auf Grund von (10) y,(x) = 1,(x).v,[&(x)], ya(x) =
= t,,(x). v,[¢(x)]. Nach dem Einsetzen in (11) erhalten wir in I* mit Ausnahme
der Nullstellen der Funktion y,(x) die Gleichheit ¢, (x) = 1,,(x). Da die Nullstellen
der Funktion y(x), y,(x) isoliert sind, ist es mit Hilfe der Stetigkeit 1, (x), 1,,(x)
in I, moglich die vorhergegebene Gleichheit auf das ganze Intervall I,, zu erstrek-
ken. Diese Gleichheit gilt auch dann, wenn v,(£) = ¢ v,(€) ist. Dies folgt daraus, dass
das Bild #.,,(x) . ¢ v;[&(x)] der Lésung ¢ v,(¢) auf Grund des Isomorphismus von Z
dem Ausdruck ¢ 1,(x) . v,[&(x)] gleich ist.

Wir kénnen also schreiben 1,(x) = #(x) und nach (10) ist die zusammengesetzte
Funktion’(3) fiir jede nichttriviale Losung v(¢) der Gleichung (2) in I, eine Losung
der Gleichung (1) im Intervall I,,. Dasselbe gilt auf fiir die triviale Losung. Wir
beweisen noch, dass &(x) € C,(I,,), t(x)€ C,(I ). x, €1, sei ein beliebiger Punkt
und &, = (x,). Es existiert ein Paar unabhingiger Losungen v,(£), v,(¢) der Glei-
chung (2) derart, dass in irgendeiner Umgebung O des Punktes &, ist vy(&) * O,
01(&) v5(€) — v4(&) v5(¢) + 0. Dann kann man in der Umgebung des Punktes x;
aus der Gleichung (11) &(x) als zusammengesetzte Funktion &(x) = F[G(x)] eindeutig
bestimmen, wobei F(u)€ C, die inverse Funktion zur Funktion v,(&)/v,(¢) in O
ist und G(x) = y,(x)[y,(x) € C,. Also &(x) € C,(I,). Auf Grund der Gleichheit

t(X) = ,Vz(x)
v2[¢(x)]
ist in der Umgebung des Punktes x, die Funktion t(x) € C, und also #(x) € C,(I,,).
Die Gleichung (2) ist in I,; der Gleichung (1) in I, dquivalent.

Wenn die Gleichung (1) in I, und die Gleichung (2) in I,, unhomogen ist, erwagen
wir eine beliebige Losung vo(¢) der Gleichung (2) und eine beliebige nichttriviale
Losung v,(&) der entsprechenden homogenen Gleichung (2'). Wir bezeichnen yq(x),
resp. yo(x) + y,(x), das Bild der Losung vo(£), resp. vo(£) + v,(&) bei der Abbildung
Z. yy(x) ist als Differenz zweier Losungen der Gleichung (1) die Losung der Glei-
chung (1'). Aus dem durch die Abbildung Z induzierten Isomorphismus der Abbil-
dung Z' folgt, dass das Bild der Losung vy(£) + ¢ v,(&) der Gleichung (2) die Lésung
Yo(x) + ¢ yy(x) der Gleichung (1) ist, ¢ ist eine beliebige Konstante. Das heisst, dass
die Nullstellen der Funktionen yo(x) + ¢ y4(x) und vo[&(x)] + ¢ v,[¢(x)] im Inter-
vall I,, dieselben sind. Diese sind jedoch identisch mit den —c-Stellen der Funktion
yo(x)/y1(x), resp. mit den —c-Stellen der Funktion vo[&(x)]/v,[&(x)]- Deshalb gilt
auf der Menge I** der Punkte x €l,,, in welchen y,(x) % 0, v,[&(x)] * O, die

Gleichheit yo(x) _ vo[&(x)]

)  ulEx)]
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Aus dieser Gleichheit folgt die Beziehung

(12 yolx) 01 E(0] = 1) wo[E()] = 0.

Da die Nullstellen der Funktionen y,(x), v,(¢) isoliert sind, folgt aus der Stetigkeit
der linken Seite der Gleichheit (12) die Giiltigkeit dieser Gleichheit im ganzen Inter-
vall I,.

Es sei eine der Funktionen y,(x), v,[¢(x)] im Punkte x, gleich Null, die andere
verschieden von Null, z.B. y,(x,) = 0, v,[&(xo)] # 0. Nach (12) ist yo(x,) = 0.
Also ist yo(xo) + ¢ yi(xo) = O fiir jedes c¢. Gleichzeitig ist vo[&(xo)] = 0, aber fiir
¢ + 0 ist vo[&(xo)] + ¢ vy[&(xo)] * 0. Der erhaltene Widerspruch besagt, dass die
Funktion &(x) die Menge der Nullstellen der Lésung y,(x) der Gleichung (1') in I,
auf die Menge der Nullstellen der Losung v(£) der Gleichung (2') in I,, abbildet.

Wir werden zeigen, dass die entsprechenden Nullstellen der Funktionen v,(&)
und y,(x) dieselbe Vielfachheit haben. Es sei v,(¢) = (& — &)k Y(&), yy(x) =
= (x — x0)". @(x), &(x0) = &0, W(&o) * 0, @(xo) * 0. Weiter sei yo(x) eine solche
Losung der Gleichung (1), fiir welche yo(xo) * 0 und also auch vy(&o) = 0 ist. Aus
(12) haben wir yo(x) [&(x) — &(x0)]* - ¥[E(x)] — (x — xo0)' . @(x) vo[&(x)] = O und

weiter
oyt [ER) = T o) w[E]
) [ X = Xo ] vo[€(x)] - o(x)

. -k _ & (x0) Yo(Xo) ¥(&o)
Y L

und diese ist endlich, deshalb ist k = 1.

Wenn wir noch den Isomorphismus der induzierten Abbildung Z’ in Erwégung
nehmen, erhalten wir, dass auch die Losungen der homogenen Gleichung (2') in I,
die gleiche Struktur der Nullstellen haben wie die Losungen der homogenen Glei-
chung (1') in I,,. Wie wir bereits bewiesen haben, existiert eine solche Funktion #(x)
dass y(x) = #(x) v,[¢(x)] ist. Nach Einsetzen in (12) erhalten wir, dass yo(x) =
= 1(x) . vo[&(x)] ist, zuerst in den Punkten x €I, in welchen v,[¢(x)] # O ist, und
dann durch Benutzung der Stetigkeit der auftretenden Funktionen auch in den
iibrigen Punkten des Intervalls I,,. Gleichzeitig erhalten wir, dass ¢(x) und auch #(x)
aus der Klasse C,(I,,) sind. Also auch in diesem Falle ist (2)I,; ~ (1)I,,, womit
der Satz in seinem ganzen Umfange bewiesen ist.

Folgerung. Wenn (2) I, ~ (1) I, {&(x), t(x)}, bildet &(x) die Nullstellen der rech-
ten Seite p,+(x) der Gleichung (1) in 1, auf die Menge der Nullstellen der rechten
Seite q,+1(¢) der Gleichung (2) in I, ab.

Beweis. Die Behauptung folgt daraus, dass p,,(Xo) = 0 gerade dann, wenn eine
Losung y(x) der Gleichung (1) existiert, welche die Bedingungen y(x,) = ... =
= y™(x,) = 0 erfiillt. Diese Losung ist jedoch das Bild der Losung (&) der Glei-
chung (2), welche dhnliche Bedingungen im Punkte £o = &(xo) erfiillt.

Daraus
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3. In diesem Teil der Arbeit werden wir uns mit der Transformation der Wronski-
schen Determinante der Losungen der linearen homogenen Gleichungen und den
daraus hervorgehenden Folgerungen befassen. Die Wronskische Determinante der
Funktionen y,(x), ..., y(x) werden wir W(y,, ..., ) bezeichnen und ihren Wert
in der Zahl x W¢y,, ..., y,) (x). Analogisch wird W(vy, ..., ;) (&(x)) den Wert der
Wronskischen Determinante der Funktionen v,(¢). ..., v,‘(é) im Punkte (x) bedeuten.
Dabei sei W(y,) (x) = yi(x), W(v,) (&(x)) = v4[&(x)]- Unsere Erwigungen werden
wir mit dem Hilfssatz 1 unterstiitzen.

Hilfssatz 1. v,(¢), ..., v(£) seien Funktionen der Klasse C,_,(I,s), &(x), #(x)
Funktionen der Klasse C,_,(I,,) und &(1,,) = I, Dann gilt:

Falls y(x) = t(x) v &(x)], x€l,,, i = 1,..., k, ist
(13) W(yl, oo 2) (%) = [ [E ()] E V2 W(vy, ..., v) (E(x)), x €Ly

Beweis. Wir bezeichnen v,[¢(x)] = u(x), x€l,,, i =1,..., k, sodass y(x) =
= (x) . ux). In [17], S. 41, sind (ohne Beweis) die Beziehungen
(14) W(yl’ ey yk) (x) = [t(x)]k . W(ul, ey uk) (x)

und

(15) W(uy, ... ug) (x) = [E(x)]* V2 W(vy, ..., v) (&(x))

angegeben.

Durch ihre Verbindung erhalten wir die Gleichheit (13). Da ihre Beweise dhnlich
sind, wollen wir nur (15) beweisen und verwenden dabei die vollstindige Induktion.
Ersichtlich gilt die Beziehung (15) fiir k = 1. Sei sie richtig fiir k = n — 1. Dann ist

o) () =

( 1)”“ [uz(x)](n_” . W(ul' e U U g ey u,,) (x) =

=
«
3

I

||[\/]= EM:

( ) H o) B [E TP W (0 s 011 1415 1) (63)) =

[6 (x)]ﬂ(..—l)(n-z)]l;(_ 1)n+:: ; %:_'" WMLEx)] -
W1 s 0 g5 Vg 15 -5 0,) (E(X)) =

= [é’(X)]*"""”i(—l)"“vf"“’[é(x)] W01, e D1, Dy g, - ) (E(X)) +

# [E(e e Bemtn ().

(Vg e Vg, O - ) (E(x)) =

= [P0 (o, - 0) (8)) 5
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weil
lgl(—l)"“ vf"')[é(x)] W0y, e Uim gy Vg gy e 0,) (E(X)) = 0
firl<mg<n-2.

Satz 7. Fiir k = 0, 1, ..., n seien p(x)€ C,_(I,), q&) € C,_i(I,). Die Gleichung
(2) [(T")] sei adjungiert zu der homogenen Gleichung (2') [(1')]. Dann gilt:

(2) Lg ~ (V) 1o {E(0) 105)} = () Lag ~ () F1le(x), 1)}
wo ,(x) = ao[E(0]/(pol) . 1(x) [E(T1) st

Beweis. Es sei (2) 1, ~ (1) 1;{&(x), #(x)}. Dann gilt fiir das Fundamental-
system von Losungen v(&), i = 1, ..., n der Gleichung (2') in I,,, dass die Funktionen
vix) = t(x) v,[&(x)], i = 1, ..., n, ein Fundamentalsystem von Losungen der Glei-
chung (1) in I,, bilden. Es ist bekannt ([16], 1. Teil, S. 93), dass die Menge der
Funktionen

wi(&) = 1 6ln[W(vl,...,v,,)(§)|= 1 1 |
T ao(9) avrY 20(&) W(og, - 00) (&)

A=D)" W (o e Vi Vi s 0 (E), i =100,

ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung (2') ist.

Analogisch bilden die Funktionen

_ 1 1
Po(x) " Wi oo ) (%)

i=1,..,n,

Z,»(x) (*1)"“ . W(Yp o Vit Yittr oo )’n) (x) s

ein Fundamentalsystem von Lésungen der Gleichung (1'). Aus dem Hilfssatz 1
erhalten wir, dass

(16) W(J’p--w YVi—15 Yi+1> - Yn) (x) _
W(p1s - ¥a) (X)
1 W01, .oy Vit Vi -- o U,) (E(x))

= - - o , X E II .

i(x) [¢'(x)] W(vs, - 0,) (8(x))

Daraus folgt zwischen w{x) und z(x) die Beziehung z/(x) = go[&(x)]/(po(x) -
) [EE)]TY . wE(x)], x€ly,, i=1,...,n, aus welcher wir schon leicht die
Behauptung erhalten.

Der zweite Teil des Satzes folgt daraus, dass die gegebene Gleichung zu ihrer
adjungierten Gleichung adjungiert ist.
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Der Satz 3 zeigte, dass wenn zwei unhomogene Gleichungen dquivalent sind, gilt
dasselbe auch von den ihnen entsprechenden homogenen Gleichungen. Umgekehrt
folgt aus der Aquivalenz zweier homogener Gleichungen die Aquivalenz gewisser
unhomogener Gleichungen. Mit der Form dieser Gleichungen befasst sich der
folgende .

Satz 8. Es sei (2') I, ~ (1') I, ,{&(x), t(x)}. Dann gilt die Beziehung

Pa+1(X) — qn+l[£( )] xe
(17) e [&(x)]"- ). IR I,

genau dann, wenn
(18) (D Le ~ (1) 1, {&(x), 1(x)} -

Beweis. Die Gleichung (2) dividieren wir durch go(¢), die Gleichung (1) durch
Po(x). Damit dndern sich die Losungen dieser Gleichungen nicht. Dann kdnnen
wir die beliebige Losung v(¢) der Gleichung (2) in der Form

(19) v(:)=z ¢ .¢)+z Yo, )f: Wior - 0) (1) duis(3) o,

< o Won - 0) (1) 4o(7)

schreiben, wo vy(¢), ..., v(&) ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung
(27) ist, Wivy, ..., 0,) = W(0g, oy 01y Disgs e 0,) 5 Eg €L st ein fester, E€1,,
ein beliebiger Punkt. Im Falle n = 1 legen wir W,(v;) = 1. Aus (19) folgt fiir x €1,

x) v[E(x)] = "c- (x S (1)t (x 2 W, ”)(T)qnﬂ(T)
) o[E)] i=21 A )+.-Z"1( vl 0 Wi .. ,) (1) go(7) ’

wo die Funktionen y{x) = #(x) v;[¢(x)] in I,, ein Fundamentalsystem von L&sungen
der Gleichung (1') bilden. Wenn wir die Substitution © = &(¢) und die Beziehung (16)
beniitzen, erhalten wir

(20 ) o[e()] = 3 eonx) + T (<17 5.
¢ Wi()’n---,)’n)(a) (). o qn+1[€(0’)] v,
L worse oo

Schreiben wir die Gleichung (1) in der Form L,[y(x)] = p,+4(x), dann besagt (20),

dass #(x) v[&(x)] in I,, die Losung der Gleichung 1 / Po(x) . L[y(x)] = [£(x)]" . 1(x) .
- Gn+1[€(x)]/90[ &(x)] ist. Daraus erhalten wir die Aquivalenz (17), (18).

Folgerung 1. (2) I ~ (1) 1,{¢(x), t(x)} < (2') I, ~ (1’)I,x{§(x), 1(x)},
Pn+ 1(x)/P0(x) = [¢(x)]"- o). ‘1n+1[’f(x)]/‘10[5(x)]’ x€el,.
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L, sei der auf der linken Seite der Gleichung (1) stehende Differentialoperator, d.h.
fiir eine beliebige Funktion y(x) € C,(I,) ist

L{() = % pi) y*).

und L} sei der auf der linken Seite der Gleichung (2) stehende Differentialoperator.
Wenn die homogenen Gleichungen (1'), (2') dquivalent sind, besteht zwischen den
Operatoren L, und L} ein gewisser Zusammenhang. Davon spricht die

Folgerung 2. (2) I, ~ (1) I,,{&(x), t(x)} dann und nur dann, wenn die Funktionen
é(x), t(x) die Eigenschaften der Aquivalenztriger besitzen und wenn fiir jede
Funktion v(&) € C,(1,;) die Gleichheit

(21) po(x) [&(x)]"- () N

xel,,,

gilt.

Aus der Folgerung 2 ergibt sich die die dquivalenten differentiellen Ungleichungen
betreffende

Folgerung 3. Es sei (2')1,, ~ (1)1 {&x), ((x)} und & = sgn {[&'(x)]". «(x) .
. Po(x)[a0[&(x)]}. Dann ist die differentielle Ungleichung ‘

(22) L (v(£) 2 0
in I,; der differentiellen Ungleichung
(23) L{y(x)) z 0

oder der differentiellen Ungleichung

(23) Ly(x)) =0
in I, dquivalent je nachdem, ob ¢ = 1 oder ¢ = —1 ist, mit dem gleichen Aqui-
valenztrdger.

Dabei bedeutet die letzte Behauptung, dass fiir eine beliebige Funktion v(&)e
€ C,(I;¢), welche inI,, die Ungleichung (22) erfiillt, y(x) = #(x) . v[&(x)] die Losung
der Ungleichung (23), resp. (23') in I, ist.

Weiter werden wir die Beziehungen zwischen der Aquivalenz der Differential-
gleichungen und der Zerlegung der auf der linken Seite dieser Gleichungen auftre-
tenden Operatoren erwdgen. Es wird von Nutzen sein hierbei folgenden Begriff
einzufithren. Gegeben sei die Menge M, von m Gleichungen

INg

pi,k(x) y("i—k) = pi,n;+1(x)’ l = 1’ ey,

k=0
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in welchen die Funktionen pii(x)e Cq(I,) und Pio(X) £ 0, xel,. Weiter sei M,
die Menge von m Gleichungen

ni
kzo‘li.k(é) o=k = Gim+1(&), i=1,..,m.

Uber die Funktionen g;,(¢) nehmen wir an, dass sie aus der Klasse Co(I,) sind und
4;.0(¢) # 0 fiir £€1, ist.

Definition 4. Wir werden sagen, dass die Menge M, im Intervall I,, = I, der Men-
ge M, im Intervall I,, < I, gleich dquivalent ist, wenn solche Funktionen &(x), #(x)
mit den Eigenschaften der Aquivalenztriger fiir n = max (n, ..., n,,) existieren, dass
folgendes gilt: Wenn v(&) eine beliebige Losung der i-ten (i = 1, ..., m) Gleichung
der Menge M, in I, ist, ist die zusammengesetzte Funktion y(x) = #(x) v[&(x)]
in I, die Losung der i-ten Gleichung der Menge M, fiir i = 1, ..., m. Das geordnete
Paar {¢(x), f(x)} nennen wir den Tréger dieser gleichen Aquivalenz.

Die Beziehung der gleichen Aquivalenz kann abgeschwicht werden. Es existieren
m + 1 Funktionen &(x), t,(x), ..., t,(x) mit den Eigenschaften: t(x)e C,(I,,),
&(x)e C,Iy,), n = max(ny, ..., n,), EI1,) = Le E'(x) . 14(x) ... t,(x) + Ofiirx eI,
wobei I, = I, I, = I, Intervalle sind. Fiir diese Funktionen gelte:

Wenn v(£) eine beliebige Losung der i-ten Gleichung der Menge M, im Intervall I,
ist, ist die zusammengesetzte Funktion

¥(x) = 1(x) . o[&(0)]

die Losung der i-ten Gleichung der Menge M, im Intervall I, fiirallei = 1, ..., m.
Dann sagen wir, dass die Menge M, im Intervall I, der Menge M, im Intervall I,
Jast gleich dquivalent ist. Es ist ersichtlich, dass wenn M, in I,, der Menge M, in I,
gleich dquivalent ist, ist sie auch fast gleich dquivalent. Weiter sehen wir, dass die
Bzziehung der gleichen Aquivalenz und der fast gleichen Aquivalenz reflexiv, sym-
metrisch und transitiv ist. Aus der fast gleichen Aquivalenz zweier Mengen von
Differentialgleichungen folgt die Aquivalenz jeder Gleichung der ersten Menge mit
der entsprechenden Gleichung der zweiten Menge.

Den linearen homogenen Differentialoperator, welcher im Intervall I reguldr ist,
d.h. dessen Koeffizienten im Intervall I definiert und stetig sind und dessen Koeffi-
zient bei der hochsten Ableitung dort verschieden von Null ist, werden wir im fol-
genden der Einfachheit halber als Opzrator im Intervall I bezeichnen. Wenn wir
die Zerlegung des Operators L, n-ter Ordnung im Intervall I in ein symbolisches
Produkt L, ,. ...L,,,, L, der Operatoren L,,,L,,,, ..., L,,, (reguldrer) in I
erwigen werden, wird im Operator Li,,,; der erste Index die Reihenfolge (von rechts
nach links) dieses Operators im Produkt bedeuten, der zweite aber die Ordnung
dieses Operators (in unserem Falle ist er der Ordnung n;). Dabeiist ny + ... + n,, = n.
Ein einziger Index wird die Ordnung des Operators bezeichnen. Den Operator Lin I,
welcher sich nicht in ein Produkt wenigstens zweier Operatoren in I zerlegen lésst,
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werden wir als einfachen Operator in I bezeichnen. Der Operator Lerster Ordnung
ist einfach. Uber die Zerlegung von Operatoren hoherer als erster Ordnung spricht

der Hilfssatz 2, welcher eine Verallgemeinerung eines Lemma von MAMMANA ist
([18], s. 198).

Hilfssatz 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass es moglich
ist den Operator L,, n =z 2, im Intervall I in das Produkt L, = L, , ... Lj p,Ly
zu zerlegen, ist die Existenz eines Fundamentalsystems von Lésungen y,(x), -
<oy Y(x) in I der Gleichung

(24) L(y(x)) =0
derart, dass die Mengen der Funktionen
(25) V(%) o Vugtoan(X), i=1,..,m,

der Reihe nach Fundamentalsysteme von Lésungen in I der Gleichungen
(26) Lip - Lin(¥(x)=0, i=1,..m

sind und dass das Produkt der bei den hochsten Ableitungen in den Operatoren
Li,, i =1,...,m, stehenden Koeffizienten dem Koeffizient bei der héchsten
Ableitung im Operator L, gleich ist.

Beweis. In I existiere die Zerlegung L, = L,,,, ... L, ,L, , . Da die Gleichungen
(26) die Eigenschaft haben, dass die Losungen der i-ten von ihnen zugleich die
Losungen der (i + 1)-ten, ..., der m-ten Gleichung (i = 1, ..., m — 1) sind, kénnen
wir das Fundamentalsystem von Losungen in I y,(x), ..., y,,(x) der ersten von ihnen
fortschreitend bis auf das Fundamentalsystem von L&sungen in I y(x), ..., y,(x)
der letzten Gleichung derart erginzen, dass die Funktionen y,(x), ..., y,,l+__.+,,i(x)
ein Fundamentalsystem von Ldsungen in I der i-ten Gleichung aus dem System (26)
bilden.

Umgekehrt, es existiere ein Fundamentalsystem von Losungen y,(x), ..., y,,(x) in I
der Gleichung (24) derart, dass die Mengen der Funktionen (25) der Reihe nach
Fundamentalmengen von Lésungen in I der Gleichungen (26) sind. Dann haben die
Gleichungen L(y(x)) =0, L, .. L, ,,L; ., (¥(x)) = 0 das gleiche Fundamental-
system von Losungen und der Veraussetzung gemdss auch gleiche Koeffizienten
bei der hochsten Ableitung, deshalb gilt die Gleichheit L, = L, ,, ... L, ,,L; ,,.

Bemerkung. Wenn es sich nicht um die Form der Zerlegung des Operators L,
handelt, sondern nur darum, ob es méglich ist diesen Operator zu zerlegen, ist der
folgende mit dem Hilfssatz 2 verwandte Satz von Nutzen.

m,nm

Hilfssatz 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass es maglich
ist den Operator L,, n = 2, im Intervall I in das Produkt von m Operatoren zu
zerlegen, wobei der erste, von rechts nach links gelesen, der Ordnung n, ist, der
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zweite der Ordnung n, usw. und der m-te der Ordnung n,, ist, ist die Existenz eines
solchen Fundamentalsystems von Losungen y,(X), ..., y,(x) in I der Gleichung (24)
dass

(26) . W(ye .o Ym+otn) (X) £0

firallexel,i=1,..., m.

Beweis. Die notwendige Bedingung folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz 2.

Die hinreichende Bedingung: Mit Hinsicht auf (26') sind die Mengen der Funktio-
nen (25) der Reihe nach fundamentale Mengen von Losungen in I irgendwelcher
Gleichungen, z.B. der Gleichungen

(26") Lyt +n¥x)=0, i=1..,m.

Da die Losungen jeder Gleichung aus der Menge (26") gleichzeitig Losungen aller
nachfolgenden Gleichungen dieser Meng: sind, existieren solche Operatoren L, ,,,
Lypy- s L, dass Ly ip, = Ly Ly Lyjvnyiny = La gLy tns -5

L,= Ly Lotnst..4n,., ([16], 2. Teil, S. 176). Aus dieser Gleichheit 1olgt
L,=L,,, .. .Ly.,Li, woL;, =L, ist, was zu beweisen war.

Wir belassen die Bezeichnung L, resp. L, des auf der linken Seite der Gleichung(1'),
resp. der Gleichung (2'), auftretenden Operators. Wir erinnern daran, dass po(x),
resp. qo(¢) Koeffizienten bei der hdchsten Ableitung im Operator L,, resp. L sind.

Unter der Voraussetzung der Aquivalenz der Gleichungen (1'), (2) gilt von der
Zerlegung der Operatoren L,, L der

Satz 9. Es sei (2') I, ~ (1') I {&(x), t(x)}. Dann gilt:
1. Wenn der Operator L} in I, einfach ist, ist der Operator L, einfach in I,.

2. Wenn eine Zerlegung des Operators L} in I, in ein symbolisches Produkt

27) L= L%, .. L5, L5

mynm 2,n2

existiert, kann der Operator

afi]
Polx) [T

in das Produkt

(28) ‘ _9ld)] I SO U

Polx) (€T "

derart zerlegt werden, dass in I,; die Menge der Gleichungen
(29) LY, &) =0, i=1,..,m,

402



der Menge der Gleichungen

(30) L,(x)=0, i=1,...,m,

in I, gleich dquivalent ist mit dem Aquivalenztriger {&(x), t(x)}. Zwischen den
Koeffizienten p; o(x) und q;o(&) bei der hichsten Ableitung in den Operatoren
L;, und L}, gilt dabei die Beziehung

(31) Pi,o(x)=ﬁo[é—(x)l, xely,, i=1,..,m.

[ ()]

Beweis. Nach dem Hilfssatz 2’ ist der Operator L}, einfach in I,, dann und nur
dann, wenn die Wronskische Determinante aller k linear unabhéngigen Losungen
der Gleichung (2'),1 £ k < n — 1,in I,, wenigstens eine Nullstelle hat. Eine analoge
Behauptung gilt fiir den Operator L, in I,,. Da die Funktion &(x) auf Grund des
Hilfssatzes 1 die Nullstellen der Wronskischen Determinante der k linear unabhén-
gigen Losungen der Gleichung (1') in I,, auf die Menge der Nullstellen in I,, der
Wronskischen Determinante der entsprechenden linear unabhidngigen Losungen
der Gleichung (2') abbildet, ist der Operator L einfach in I, dann und nur dann, wenn
L, in I, einfach ist.

Wenn sich der Operator L} in I,; in das Produkt (27) zerlegen ldsst, folgt aus dem
Hilfsatz 2 die Existenz eines solchen Fundamentalsystems von Losungen vl(é),
v,(é), ..., v,(&) der Gleichung (2'), dass die Mengen der Funktionen

Ul(é)’ s vn1+.‘.+ni(£) 5

fundamentale Mengen der Losungen in I,, der Gleichungen

(32) Ly, ..., w&))=0, i=1,..,m
sind und dass
(33) ‘10(5) = 41,0(5) . ‘12,0(5) qm,O(C) .

Dann gilt fiir die durch die Beziehung

y{x) = x)v[&(x)], xel,,, i=12...,n,

gegebenen Losungen y(x) der Gleichung (1) in I, dass die Wronskischen Determi-
nanten der Funktionen

(34) V1(X) ooy VmproandX)s i=1,..,m,

in I,, verschieden von Null sind, und die Funktionen (34) bilden also ein Funda-
mentalsystem von Losungen in I, der Gleichungen

(35) Li, .- Lin(y(x))=0, i=1,..,m,
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welche bis auf multiplikative von Null verschiedene Funktionen eindeutig bestimmt
sind. Dieselben werden durch die Wahl p; o(x), i = 1, ..., m, bestimmt.

Wenn wir (31) setzen, folgt mit Riicksicht auf die Gleichheit (33), dass beide
Operatoren qo[é(gc)]/po(x) [¢(x)]"- Ly Lmpn, --- L2 Ly, bei der hdchsten Ablei-
tung denselben Koeffizienten haben, und auf Grund des Hilfssatzes 2 gilt die Gleich-
heit (28). '

Durch Induktion im Endlichen beweisen wir noch die gleiche Aquivalenz der
Menge der Gleichungen (29) in I,, und der Menge der Gleichungen (30) in I,,,
deren Aquivalenztriger {&(x), #(x)} ist. Dieses Paar tritt wihrend des ganzen Beweises
des Satzes in der Rolle des Aquivalenztrigers auf. Vor allem ist die Menge der Glei-
chungen (32) in I,, der Menge der Gleichungen (35) in I, gleich dquivalent. Setzen
wir voraus, dass die Untermenge der Menge der Gleichungen (29) fiir i = 1, ..., k
(1 £ k £ m — 1) der entsprechenden Untermenge der Menge der Gleichungen (30)
gleich dquivalent ist, dann ist fiir eine beliebige Losung Z(C) in I,, der Gleichung

(36) L"l“+1’"k+ 1(”(6)) =0
die Gleichung
(37) L -+ L a(0(8)) = 2(8)

in I, gemiss Satz 8 mit Riicksicht auf die Gleichheiten (31) fiir i = 1, ..., k der
Gleichung

(38) Ly -+ Ly (M%) = 1(x) 2[(x)]
dquivalent.

Wir beniitzen jetzt den

Hilfssatz 3. Wenn z(£) eine beliebige Losung in I, der Gleichung (36) ist, erfillt
jede Liosung der Gleichung (37) in I, die Gleichung

(39) L,l;H' 1,mc+ 1L:,m¢ i L*l ,nl(v(é)) =0

und umgekehrt, zu jeder Losung v(£) der Gleichung (39) in I, existiert die Lésung
z,(&) der Gleichung (36) in I,, derart, dass v(¢) die Losung der Gleichung (37) mit
der rechten Seite z,(¢&) ist.

Beweis. Der erste Teil des Satzes ist offensichtlich. Jetzt sei o €1,; ein beliebiger
Punkt. Die Losung v(£) der Gleichung (39) erfiillt im Punkte &, irgendwelche An-
fangsbedingungen, z.B.

(40) V(&) =vh, i=0,..,n + ...+ — 1.
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Wenn wir die Beziehungen (40) in die Gleichungen

29(E) = (% (L Dop )+ =0 mi =1,

&=2%

einsetzen, konnen wir daraus die Werte z${”(&;), i = 0, ..., m,; — 1, bestimmen.
Die durch sie bestimmte Losung z,(&) der Gleichung (36) in I, hat die Eigenschaft,
dass die durch die Anfangsbedingungen

V(&) =vh, i=0,...n +...+n—1,

bestimmte Losung v(¢) der Gleichung (37) mit der rechten Seite z,(&) auch die iibri-
gen Bedingungen (40) erfiillt. Daraus folgt der zweite Teil des Satzes.

Nach dem Hilfssatz 3 bilden die Losungen der Gleichungen (37) fiir alle z(£) die
Menge von Lésungen der Gleichung (39). Diese Gleichung jedoch ist in I, der Glei-
chung

(41) Lk+1,"k+lLks"k Ll mn(y(x)) =0

in I, dquivalent. Wenn wir noch die Aquivalenz der Gleichungen (37) und (38)
beriicksichtigen, erhalten wir daraus, dass die Menge der Losungen der Gleichungen
(38) fiir alle z(&) in I, mit der Menge der Gleichungen (41) identisch ist. Der Hilfs-
satz 3 ergibt daraus, dass der Ausdruck #(x).z[¢(x)] in I, eine Losung der Glei-
chung

(42) Lis 1m (%) = 0

sein muss, und daher ist (36) I,; ~ (42)I,,{&(x), #(x)}. Wir haben bewiesen: wenn
die ersten k Gleichungen der Menge (29) den entsprechenden Gleichungen der Menge
(30) gleich dquivalent sind, so gilt dasselbe auch von den ersten k + 1 Gleichungen.
DaLt , (v(¢)) = 0, I,z ~ Ly ,,(¥(x)) = 0, I, {&(x), #(x)}, ist damit der Satz 9 bewie-
sen. Wir wollen noch bemerken, dass wir die Beziehung (31) fiir i = m im Beweis
nicht benutzen. Wir schreiben sie nur der Symmetrie halber, welche infolge dieses
Satzes hervorragt.

Folgerung. Es sei (2) I, ~ (1) I, {&(x), t(x)}. Dann gilt:
Existiert die Zerlegung des Operators L% in I,; in das symbolische Produkt
Lt =1L .. LL;
m gleicher Operatoren (m . n; = n), dann ldsst sich der Operator

q o[f(x)] L
po(x) [E()]" "

Q)] | _
o) [E T L,=L,..L,L,

in I, in das Produkt
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m gleicher Operatoren derart zerlegen, dass L, (v(¢)) = 0, I, ~ L, (y(x)) =0,
I, {&(x), t(x)}. Zwischen den Koeffizienten pyo(x) und q, (&) bei der hichsten
Ableitung in den Operatoren L, und L}, gilt dann die Beziehung

E(x
@) : pras) = L2,
[¢'(x)]
Der Satz 9 behauptete, dass sich zwei dquivalente Gleichungen in das Produkt
dquivalenter Gleichungen zerlegen lassen. Der folgende Satz spricht davon, dass

umgekehrt das Produkt dquivalenter Gleichungen mit passenden Koeffizienten bei der
hochsten Ableitung zwei dquivalente Gleichungen gibt.

Satz 10. Die Menge der Gleichungen
(44) L5, uE) =0, i=1..,m,
im Interm.zll I, sei der Menge der Gleichungen
L) =0, i=1..m,

im Intervall 1, gleich dquivalent, wobei der Triger der Aquivalenz {&(x), t(x)} die
Eigenschaft hat, dass &(x), t(x) € C,(I ), n = ny + ... + Ny pio(x), resp. q; (%)
seien Koeffizienten bei der hichsten Ableitung im Operator L; ,,, resp. L% .. Es sei
weiter L, der in I, durch die Beziehung

(45) [ _gwlé™]

= i=12....,m,

T p [

definierte Operator. Dann gilt:

Wenn sich das Produkt L%, , ... L%, L%, = L} in I, bilden ldsst, ist es moglich
das Produkt L, , ...L,,.L,, = L,inl,, zu bilden und die Gleichung
(46) L(v(8) = 0
ist in I, der Gleichung
(47) L(y(x)) =0

in I, dquivalent mit dem Triger der Aquivalenz {&(x), 1(x)}.

Beweis. Aus der Definition der Operatoren L;,, folgt, dass die Menge der Glei-
chungen (44) in I,; auch der Menge der Gleichungen

(48) L,(x)=0, i=1..,m,

in I,, gleich dquivalent ist mit dem Triger der Aquivalenz {¢(x), #(x)}. Wenn man
inI,;das Produkt L}, , ... L%, L}, = L% bilden kann, existiert nach dem Hilfssatz 2

1,n
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ein Fundamentalsystem von Losungen v,(&), v,(¢), ..., 0,(&) der Gleichung (46)
in I,,, deren Untermengen

01(8), oy Oy enf&), P=1,.0um
fundamentale Mengen von Losungen der Gleichungen
(49) LY, . L) =0, i=1,..,m,

sind.

Es sei
yi{x) = 1(x).v[&x)], xel,,, i=1,..,n.

Mit Riicksicht darauf, dass fiir x €1y, i = 1, ..., m, W(yy, ..oy Yoo 4n,) () + Oist,
sind die Mengen

yl(x)"'-9 yn|+...+n,'(x)’ l = 1’--'sma
fundamentale Mengen von Losungen in I, der Gleichungen
(50) Z‘l’.n,' “en Lz,nzil,"l(y(x)) = O .

Die erste dieser Gleichungen ist L, , (¥(x)) = 0. Den Koeffizient bei der héchsten
Ableitung im Operator L; n; setzen wir gleich dem Koeffizienten bei der hochsten

Ableitung in L;,, i = 2,...,m. Um zu beweisen, dass L, ,, = L; - Lyn, =
= L,, ., ist, geniigt es noch zu zeigen, dass die Gleichung ‘
Li,ni(y(x)) =0

in I,, dieselben Losungen wie die Gleichung L, ,(¥(x)) =0, i =2,..., m, hat.
Wir werden uns dabei an die gleiche Aquivalenz der Mengen der Gleichungen (44),
(48) und (49), (50) mit dem Tréger der Aquivalenz {&(x), #(x)} stiitzen. Den Beweis
fithren wir mit der Induktion im Endlichen durch.

Der Einfachheit halber bezeichnen wir L, , mit dem Zeichen L, ,. Wir setzen
jatzt voraus, dass fiiri =1, ..., k (1 < k £ m — 1) die Gleichheit I:i,,,i = L;,, gilt.
z(&) sei eine beliebige Losung in I,, der Gleichung L}, ., (v(¢)) = 0. Dann ist
die Gleichung

(51) Lo, - L1a(0(8)) = 2(8)

gzmiss Satz 8 mit Riicksicht auf die Beziehungen (45) fiir i = 1,..., k in I,; der
Gleichung

(52) Li, - Ly o (¥(%)) = 1(x) . z[&(x)]

in I, dquivalent. #(x) z[&(x)] ist die Losung in I,, der Gleichung
(53) Ek+1,nu+1(y(x)) =0.
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Wenn also v(¢) die Losung der Gleichung (51) in I, ist, ist #(x) v[£(x)] die Losung
in I, der Gleichung (52). v(£) ist jedoch in I,; auch die Losung der Gleichung

L’I‘H- l,nkHL;(k,nk s L’: ,n;(u(é) )= 0
und deshalb erfiit ¢(x) v[¢(x)] in I,, die Gleichung
ik+1,nk+1Ek,nk [:1 ,n,(}’(x)) =0

und geméss dem Hilssatz 3 auch die Gleichung

(54) Lyp, - Ly o (¥(x)) = u(x)
wo u(x) die Losung in I, der Gleichung
(55) Lis 1 m, (¥(x)) = 0

ist. #(x) vf&(x)] ist die Losung der Gleichung (52) und zugleich auch der Gleichung
(54), deshalb ist #(x) z[£(x)] = u(x). Jede Losung der Gleichung (53) ist die Losung
der Gleichung (55). Daraus folgt die Gleichheit Ly, q,,., = Li+1,n,,, und damit
ist der Beweis des Satzes 10 beendet. Wir erinnern daran, dass wir im Beweis die
Gleichheit (45) fiir i = m nicht bendtigen und diese nur der Symmetrie halber haben.

Folgerung. Es sei L} (v(¢)) =0, Iz ~ L, (¥(x)) = 0, I.{&(x), #(x)}, wobei der
Triger der Aquivalenz die Eigenschaft hat, dass &(x), t(x)e C(I,), n = m . n,,
m ist eine natiirliche Zahl. py o(x), resp. qy o(&) seien Koeffizienten bei der hichsten
Ableitung im Operator L,,, resp. im Operator L}, . Weiter sei L, in I, ein durch

die Beziehung
[ =41 o))

ny L’U
P1.o(x) [E(x)]"

definierter Operator.

Dann gilt:

Wenn ein Produkt L, ... L = L% m gleicher Faktoren in I,; existiert, existiert
auch das Produkt L,, ... L, = L, m gleicher Faktoren in I, und Lj(v({)) = 0,

Ie ~ L(y(x)) = 0, I, {&(x), ((x)}-
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Vytah

O TRANSFORMACII LINEARNYCH DIFERENCIALNYCH ROVNIC
n-TEHO RADU 1.

VALTER SEDA, Bratislava

V prdci sa pojedndva o transformdcii linedrnych diferencidlnych rovnic n-tého
rddu. Zdkladny pojem tedrie transformdcie je pojem ekvivalencie, zavedeny nasledu-
jucim spdsobom: Nech si dané dve linedrne rovnice (1), (2), v ktorych p(x) € Cy(I,),
al&) € Co(I2), po(x) % 0, go(€) + 0. Rovnica (2) je v intervale I, < I, ekvivalentnd
s rovnicou (1) v intervale I, < I, ak sii splnené tieto dve podmienky: 1. Jestouji
funkcie &(x)e C(I,), Hx)e C(Iy,) také, %e &(Iy,) = I E(x).1x) £0 v I,,.
2. Ak v(£) je lubovolné rieSenie rovnice (2) v I, potom funkcia (3) je rieSenim rovnice
(1) v I,,. Usporiadand dvojica {&(x), f(x)} sa nazyva nositelom tejto ekvivalencie.
Symbolicky sa ekvivalencia rovnice (2) v I,; s rovnicou (1) v Iy, s nositelom ekvi-
valencie {&(x), t(x)} oznacuje (2)1,; ~ (1)I,{&(x), t(x)}.
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V prvej Casti prdce su odvodené zdkladné vlastnosti ekvivalencie diferencidlnych
rovnic. Vztah ekvivalencie je reflexivny, symetricky (veta 1) a tranzitivny (veta 2),
preto na mnoZine linedrnych diferencidlnych rovnic n-tého rddu jestvuje rozklad
na triedy navzdjom ekvivalentnych rovnic. Homogénna rovnica neméZe byt ekvi-
valentnd s nehomogénnou a ak si dve nehomogénne rovnice ekvivalentné, si aj zodpo-
vedajice homogénne rovnice ekvivalentné, a to s tym istym nositelom ekvivalencie
(veta 3). Veta 4 hovori o tom, kedy jestvuje prave jeden nositel ekvivalencie. Pri
ekvivalencii dvoch nehomogénnych (homogénnych) rovnic je druhd zloZka t(x)
nositela ekvivalencie jednoznacne urcend (aZ na multiplikativnu konstantu) proou
zlozkou &(x) (veta 5).

V druhej &asti je uvedend najdoleZitejiia vlastnost ekvivalentnych rovnic. (2) I, ~
~ (1)1, prave vtedy, ak riesenia (2) maji v I, ti isti Struktiru nulovych bodov
ako riesenia rovnice (1) v I,, (veta 6). Toto tvrdenie znamend, Ze jestvuje prosté
zobrazenie Z mnoZiny rieseni rovnice (2) na mnoZinu rieSeni rovnice (1), pricom,
ak st rovnice (1), (2) homogénne (nehomogénne), je Z izomorfné (Z md vlastnost
Z(cyvy + oo F Cy + V) = €Yy F oo+ CoVn + Yoo ak Z(vo) = o, Z(v; + vo) =
=y, + Yo, i =1,...,n, vy, ..., v, je fundamentdlny systém rieSeni rovnice (2'))
a zobrazenie &(x) intervalu I, na intervalu I,, majice v kazdom bode x €1, deri-
vdciu &'(x) * 0 tak, Ze, ak v() je lubovolné rieenie rovnice (2) a y(x) je jeho obraz
pri zobrazeni Z, zobrazi C(x) mnoZinu nulovych bodov y(x) v 1, na mnoZinu nulo-
vych bodov v(&) v 1, so zachovanim ndsobnosti kaZdého nulového bodu.

Tretia Cast pojedndva o transformdcii wronskidnov rieSeni linedrnych homogén-
nych rovnic (vztah (13)) a doésledkami z nej plyntcimi. Predovietkym plati, Ze
adjungované rovnice dvoch ekvivalentnjch rovnic si tieZ ekvivalentné (veta 7).
Dalej plati, ¥¢ ak dve homogénne rovnice (1'), (2') sii ekvivalentné s nositelom ekvi-
valencie {¢(x), ((x)}, nehomogénna rovnica (2) je ekvivalentnd s nehomogénnou
rovnicou (1), ktorej pravd strana je dand (18), v tych istych intervaloch (veta 8).
Z tohto tvrdenia plynie aj tvrdenie o ekvivalencii diferencidlnych nerovnosti (ddsle-
dok 3). Medzi ekvivalenciou rovnic (1), (2) a rozkladom diferencidlnych operd-
torov platia vztahy, dané vetami 9 a 10. Prva z nich tvrdi, Ze operdtory vystupujice
na lavych strandch dvoch ekvivalentnych rovnic sa bud nedaju rozloZif na symbo-
licky sucin operdtorov, alebo oba sa daju rozloZit na sucin faktorov, ktoré su navzd-
jom ekvivalentné s tym istym nositefom ekvivalencie (mnoZiny diferencidlnych
rovnic s tymito operdtormi st rovnako ekvivalentné). Veta 10 uddva obrdtené tvrde-
nie: Ak dve mnoZiny diferencidlnych rovnic si rovnako ekvivalentné, aj suciny
operdtorov vystupujiucich na ich lavych strandch su ekvivalentné, ak maju vhodne
(vzfahom 45) zvolené koeficienty pri najvyssej derivdcii.
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Pe3sromMme

O NMPEOBPA3OBAHUM JIMHEWHbIX JUPPEPEHLIMAJIBHBIX
YPABHEHHUH n-OrO MOPAKA 1.

BAJIBTEP WIEJA (Valter Seda), BpaTucnasa

B pa6Gote paccMaTpuBaeTCs BONMPOC O NpeoOpa3oBaHUK JiMHeHHbIX AH(depeHuu-
abHBIX YpaBHEHUH n-oro mopsiaka. OCHOBHOE MOHATHE TEOPUU TpaHchOpMaUMU —
3TO noHAMuUe >KeusalemHocmu, BBEJEHOE CiedyloluuM obpasom: [Tycmb dansl 0sa
suneiinvix ypasrenus (1), (2), 6 xomopeix p(x) € Co(1y), qu(€) € Co(1y), po(x) £ 0,
q0(&) * 0. Ypasnenue (2) 6 unmepsaae I,; = I, 3xsusasenmno ypasuenuio (1) ¢ unmep-
saze I, = I, ecau gvinoanenst caedyrowux osa yciosua: 1. Cywecmeyrom @yHkyuu
&(x) e C(1,,), t(x) € C(I,,) maxue, umo {(I,,) = I, E'(X) t(x) + 0 6 Iy, 2. Ecau
W(&) — npouseoabnoe pewenue ypasuenusa (2) 6 I,,, mo gynxyus (3) seasemca pe-
wenuem ypasnenus (1) 6 I,,. Ynopadouennas napa {£(x), 1(x)} nasviaemcs nocume-
nem dmoii Ikeusasenmuocmu. Cumeosuuecku dxeusareHmuocms ypasHenus (2) 6 I,
¢ ypasnenuem (1) 6 Iy, ¢ Hocumesem dkeusasenmuocmu {&(x), t(x)} 0603Ha UM
(2) Lz ~ (1) I {&(x), t(x)}.

B nepBoii yactu paboThl MpHBEIEHB OCHOBHBIE CBONCTBA 3KBUBAJIEHTHOCTH AU(D-
(depeHuuasbHbIX ypaBHeHHI. COOTHOLIEHHE 3KBUBAJIEHTHOCTH Pe(IEKCUBHO, CHM-
MeTpuyHO (Teopema 1) u TpaﬂéuTuBHo (Teopema 2), mO3TOMY Ha MHOMCecmee Au-
HeilHblX JudpepeHyuarbHulx ypasHeHuil n-020 NOPAOKA Cywecmeyem paszioxceHue Ha
KAACCHl 83AUMHO IKGUBANEHMHbIX YpasHeHuli. OOHOPOOHOe YpagHeHue He MoXHcem
Obimb IKEUBANEHMHO HEOOHOPOOHOMY, U eCAU 08d HEOOHOPOOHLIX YDABHEHUA IKEUBA-
AEHMHbL, MO U COOMEeMcmeyIoujue 0OHOPOOHbIE YPABHEHUA IKBUBAAEHMHbL, C MeM Xce
Hocumeaem 3xeusasenmuocmu (Teopema 3). TeopeMa 4 TOBOPUT O TOM, KOrna Cy-
LIECTBYET OJMH U TOJIBKO ONHWH HOCUTENb 3KBUBAJIEHTHOCTH. Ecau 3K6usareHmHbl
08a HeoOHOPOOHbIX (0OHOPOOHBIX) YPABHEHUA, MO 8MOPAA KOMNOHeHma t(x) Hocumens
IKBUBANEHMHOCHU O0OHO3HAYHO onpedeaena (0OHO3HAYHO onpedeneHd 00 MYAbMUnAu-
KAMU6Ho noCMoAHHOI) nepeoti komnonenmoii (TeopemMa 5).

Bo BTOpO# yacTU npUBeIeHO CaMOe BaXXHOE CBOMCTBO 3KBHBAJIEHTHBIX ypaBHEHHUH.
2) Lz ~ (1) I, mozoa u moavko mozoa, ecau pewenus (2) umerom 6 I,, maxkyio xce
CMPYKMYypy Hya1egbix mouek, Kak u pewienus ypasuenus (1) 6 I, (Teopema 6). dt1o y1-
BEPXKAEHHE 3HAYUT, YTO Cywecmeyem 00HO-00HO3HAUHOe omobpaxcenue Z muoxcec-
mea pewienuil ypasuenua (2) Ha MHoxcecm8o pewenuii ypasnenus (1), npuuem, ecau
ypasrenua (1), (2) oonopooner (HeodHopoonsl), mo Z uzomopgpro (Z umeem ceoiicmeo
Zleyvi + ..o+ vy + Vo) =€ ¥y + oo F GV + Yo, ecu Z(vy) = Yo, Z(vi + vo) =
=Y+ Yo, i=1,...,n v, ..., v, — PYHOAMEHMAILHAA CUCMEMA peUleHUll YpasHe-
Hus (2"), u cywyecmeyem omobpaxcenue &(x) unmepsana 1, na unmepean I,e, umero-
wee 60 écaxoil mouxe x € I, npoussoonyro &'(x) + 0, max umo: ecau (&) — npous-
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6oabHOe pewenue ypasHenua (2) u y(x) — ezo o6paz npu omobpaxcenuu Z, mo &(x)
omobpaszum mHoxcecmso Hyaesvix mouek Y(x) 6 I, na muoncecmso nyaeii W&) 6 I,
CO COXpaHeHuem KpamHoCcmu 6CAKOIU HYAe80il MOYKU.

B Tperbeii yacTH paccMaTpuBaeTCs BOIPOC O NpeoOpa3oBaHUM ONpeHESIUTENeH
BpoHckoro peuieHuit JMHEHHBIX OJHOPOAHBIX YypaBHeHHH (coorHolmeHue (13))
u ero ciueactBusix. [Ipexne Bcero MMeeT MeCTO YTBEPXKIECHUE: MPUCOCOUHEHHblE
VpasHenus 06yX IKGUBAACHMHbIX YPABHeHUil makce dkeuéatenmusl (Teopema 7).
[aitee BEpHO, YTO ecau 08a 00HOpoOHblX ypashenus (1'), (2') sxeusasenmmul ¢ Hocume-
AeM IK8UBANEHMHOCMU {i(x), t(x)}, mo HeoOHOpoOHoe ypasHenue (2) 3K6UBAAEHMHO
HeoOHOpoOHoMmYy ypasnenuto (1), npasas uacmes xomopozo dana coomuowienviem (17),
6 mex oce unmepeasax (TeopeMa 8). 13 3Toro yreepxaeHus CieqyeT TOXKe YTBEpxKIe-
Hue 06 skBHBaJIeHTHOCTH AuddepeHIMaIbHbIX HepaBeHCTB (CiremcTBue 3). Mexay
9KBUBAJICHTHOCTHIO ypaBHeHuid (1'), (2") u pasznoxeHnneM nuddepeHIna bHbIX onepa-
TOPOB MMEIOT MECTO COOTHOILIEHHsI, BbICKa3aHHbie TeopemMamu 9 u 10. IlepBas u3
HUX YTBEPXKIAET, YTO ONEPAmMopsl, Oeilicmeyiowue 8 Aedblx YACMAX 08yX IKEUBA1eHM-
HbIX YPAGHEHUL UAU HEePA3AOHNCUMBL 8 CUMBOAUUECKOE NPOU3BEOeHUe Onepamopos, uiu
MO UX MONCHO pa3A0X4CUMb 8 npoussedeHue Paxkmopos, KOmopvie 63AUMHO IK6U6A-
AEHMHbL ¢ MeM KHce Hocumenem sKkeusasenmuocmu (MHoXecTBa OubhepeHInaIbHBIX
ypaBHEHHUH C 3THMH OIepaTOpaMH OAMHAKOBO 3KBUBaJIeHTHBI). Teopema 10 comep-
XHUT obpaTHOe yTBepxaeHue: Ecau 08a MHoOMcecmea OuddepeHyuabHulx YpasHeHuil
00UHAK0B0 IKBUBANEHMHYL, MO NPOU3BEOEHUSA ONEPAMOPO8, OeliCmBYIOWUX 8 UX Ae6blX
uacmax, moice 3K6UBANEHMHDbL, eCAU NOOXOOAUWUM CROCOOOM 8blOpaHbL (COOMHOUEHUEM
(45)) ko3 duyuenmor npu ux cmapwieii npou38oOHOIL.
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