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VLASTNOSTI ZASSENHAUSOVY KONSTRUKCE 
V GRUPÁCH A SVAZECH 

(Vlastní referát LUDVÍKA JANOŠE O přednášce konané dne 3. 12. 1962 
na matematicko-fysikální fakultě KU) 

Hlavním výsledkem sdělení je důkaz věty : 

K tomu, aby Zassenhausova konstrukce nevedla k vlastnímu zjemnění daných 
dvou normálních řetězců v grupě je nutné a stačí, aby řetězce byly zdola jednoduše 
podobné. 

Budiž S svaz, jeho uspořádání resp. průsek resp. spojení budeme psát a ^ b resp. 
a A b resp. a v b; a < bo a ^ b, a =j= b. Jestliže je a ^ b, pak pod kvocientem 
alb rozumíme množinu definovanou takto: x e ajb <=> a g x ^ b. Dolní přímou resp. 
horní přímou resp. dolní jednoduchou resp. horní jednoduchou resp. dolní speciální 
jednoduchou resp. horní speciální jednoduchou podobnost kvocientů definujeme takto: 

0i/02 7 bJb2oa2 v bt = ax; a2 A bt = b2 , 

aja2 ~ bJb2obJb2 ~ aja2 , 

ailaz ~ bJb2oaja2 ~ uju2 ~ bjb2 při vhodném ui/u2 , 
J d 
j d 

aja2 ~ bJb2oaJa2 ~ uju2 ~ bjb2 , 

aja2 ~ bJb2oaJa2 ~ ax A bja2 A b2 ~ bjb2 , 

aja2 ~ bJb2oaJa2 ~ ax v bja2 v i 2 ~ bjb2 . 
d 

246 



d 

Budiž a1/a2 ~ ux/u2 ~ bi/b2. Regulárním zobrazením této podobnosti rozumím^ 
d 

zobrazení a1/a2 do bi/b2 definované takto: 

.x e ax\a2 , x -+ (x A UX) v b2e bx\b2 . 

Buďtež dány dva řetězce délky r resp. s mezi prvky a > b: 

(1) a = a0 > ax > a2 . . . > ar = b , 

(2) a = fy > fy > b2 . . . > fy = b . 
Dolní Zassenhausovo zjemnění řetězce (l) řetězcem (2) je řetězec sestavený z prvků a y 

takto definovaných: 
au = ^i+i v (at A fy), i = 0, 1, 2,.. ., r - 1 , j = 0, 1, 2,..., s . 

Obdobně prvky 

bij = fy+i v (fy A aj) pro i = 0, 1, 2,. . . . s - 1, j = 0, 1, 2,..., r 

definují dolní Zassenhausovo zjemnění řetězce (2) řetězcem (l). Duálně se definuje 
horní Zassenhausovo zjemnění: 

a y = a ř A ( a i + 1 v fy), i = 0, 1,2,..., r - 1 , j = 0, 1,2,..., s , 

Bu = fy A (fy+1 A a^), i = 0, 1,2,..., s - 1 , j = 0, 1,2,..., r . 

Budiž nyní r = s = n. Řekneme, že řetězce (1) a (2) jsou zdola jednoduše podobné, 
když existuje permutace <p čísel 0,1, 2,..., n — 1 tak, že platí: 

ai/ai+í r £<p(i)/fy(£) + i > ž = 0, 1, 2 , . . . , « - 1 ; 

obdobně definujeme horní jednoduchou podobnost řetězců. Je podán důkaz věty : 

Jestliže řetězce (1), (2) jsou současně zdola i shora jednoduše podobné, tedy jestliže 
existují dvě permutace (p, i// čísel 0, 1, 2,... . n — 1 tak, že je 

ailai+l ~ fr<p(i)/^<z>(0 + l > ailai+í ~" fy(i)/fy(i) + l ? 

i = 0, 1,2,..., n - 1 , 
pak platí 

1. <p = *//. 

2. a ^ í + i ~ fy(0/fy(0+1, i = 0, 1, 2,..., « - 1 . 

3. Řetězce (l), (2) se dolní a horní Zassenhausovou konstrukcí nezjemní. 
Zavedeme nyní do svazu S relaci N (normálnost), mající všechny základní vlastnosti 

normálnosti známé z teorie grup, především tedy: a N b => a = b. V práci VLADIMÍRA 
KOŘÍNKA: „Der Schreiersche Satz und das Zassenhaussche Verfahren in Verbánden" 
(Věstník Královské společnosti nauk, třída mat.-přírodov., ročník 1941) jsou za před­
pokladu, že k libovolné dvojici a,b e S existuje prvek u e S tak, že a N u, b — u, 
odvozeny nutné a postačující podmínky, které musí relace N splňovat, aby pro nor-
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mální řetězce platila Zassenhausova věta známá z teorie grup. Jsou to podmínky I, II, 
VII, VIII uvedené ve zmíněné práci. Jejich splnění budeme v dalším předpokládat. To 
znamená, že jsou-li řetězce (1) a (2) normální, tedy 

aiHai+1 , i = 0, 1,2,..., r - 1 , b ř N bi+t, i = 0, 1,2, ...,s - 1 , 

pak platí: 

1. atj N aiJ+í, bjt N b i ) í + 1 , i = 0, 1, 2,.. ., r - 1, j = 0, 1, 2,..., s - 1 . 

2. aijlaiJ+1 ~ at A fy/^ A b i + 1 ) v ( a i + 1 A by) - bjijbjwi+1 , 

i = 0, l , 2 , . . . , r - 1, j = 0 , 1 , 2 , . . . , s ~ 1. 

3. Regulární zobrazeni této podobnosti je svazový isomorfismus kvocientů 
^ijl^i^ij+u bjJbj9Í+1. 

Je dokázána pomocná v ě t a : 

Budiž ax N a 2, bx N b 2 , bt N F 2 ^ b 2 , a x/a 2 ~ bi/b2, aífa2 ~ btlB2, pak 
J r 

E2 = b 2 . 

Z ní již plyne z á k l a d n í vě ta : 

Věta. K řomw, aby normální řetězce (l) a (2) přešly dolní Zassenhausovou kon­
strukcí v sebe, je nutné a stačí, aby byly zdola jednoduše podobné, tedy r = s = n, 
a aby existovala permutace cp čísel 0, 1, 2,. . . , u — 1 tak, že je 

^il^i+i r b(p(i)jb9(i)+1 , i = 0, 1, 2,..., u - 1 . 

Buďtež nyni opět (l) a (2) dva normální řetězce délky r resp. 5. Buďtež dány řetězce 

(3) a = x 0 > xt > x2 > ... > xn = b , 

(4) a = yo > yt > y2 > ... > y„ = b , 

a) které jsou zdola jednoduše podobné; 
b) řetězec (3) je zjemněním řetězce (l) a řetězec (4) je zjemněním řetězce (2). 

Řetězcům (3), (4) s těmito dvěma vlastnostmi budeme říkat Schreierovo zjemnění 
řetězců (l) a (2). Jestliže z řetězců (3) a (4) nelze žádné prvky vynechat, aniž by uvedené 
dvě vlastnosti zůstaly zachovány, řekneme, že řetězce (3) a (4) jsou minimálním 
Schreierovým zjemněním řetězců (l) a (2)* 

Ze základní věty lze snadno dokázat, že Zassenhausovo zjemnění řetězců (1) a (2) 
je jejich minimálním Schreierovým zjemněním a že žádné Schreierovo zjemnění není 
kratší než Zassenhausovo. 

O relaci normálnosti N bylo předpokládáno, že pro a, be S existuje u e S tak, že 
a N u, b ^ u, z čehož je patrno, že věty o normálních řetězcích nelze dualisovat. 
Nicméně však pro shora jednoduše podobné řetězce platí analogická věta. 
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Definujme dříve horní normální jednoduchou podobnost kvocientů takto: 

0iA*2 J" bJb2oaJa2 i uju2 7 bjb2 

při vhodném uju2, ut H u2. 

Veta. Budtež (1), (2) řetězce, r = s = n, shora normálně jednoduše podobné, což 
znamená, ze existuje permutace (p čísel 0, 1, 2,..., n — 1 tak, že je 

/ N 
ajai+í ~ b^o/b^o + i , i = 0, 1,2,..., n - 1, 

pak p/at/ 
*• ai/^i+i 7 b<P(i)/b<p(i)+i > i = 0, 1, 2, ..., n - 1. 
2. Řetězce (l) a (2) přejdou dolní Zassenhausovoti konstrukcí v sebe. 

Ludvík Janoš, Praha 
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