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VLASTNOSTI ZASSENHAUSOVY KONSTRUKCE
V GRUPACH A SVAZECH

(Vlastni referdat Lupvika JANOSE o pfedniSce konané dne 3. 12. 1962
na matematicko-fysikdlni fakulté KU)

Hlavnim vysledkem sdéleni je diikaz véty:

K tomu, aby Zassenhausova konstrukce nevedla k vlastnimu zjemnéni danych
dvou normdlnich Fetézcit v grupé je nutné a staci, aby retézce byly zdola jednoduse
podobné.

BudiZ S svaz, jeho uspofadani resp. priisek resp. spojeni budeme psat a < b resp.
a Abresp.av b;a<b<azgbhb,a=b. JestliZe je a = b, pak pod kvocientem
a/b rozumime mnoZinu definovanou takto: x € a/b < a = x = b. Dolni pFimou resp.
horni pfimou resp. dolni jednoduchou resp. horni jednoduchou resp. dolni specidlni
Jjednoduchou resp. horni specidlni jednoduchou podobnost kvocientii definujeme takto:

asla, ¥ byfb,<a, v by = ay; a; A by = b,,

ayla; ~ byfby <> by/b, ~ ayfa,,

ay/as  byfby<>asfay ~ uyfu; ~ by/b, pH vhodném uyfu, ,
ayfay ~ byfby < asfay & uyfuy ~ bfb,,

d
asfaz v by/by<>asfa, ~ a; A byfay A by ~ by/b,y,

ala, ~ b1/b2¢>a1/a2 a; v byla, v b, Y by/b, .
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BudiZ a,/a, 5 ugfus 2 by/b,. Reguldrnim zobrazenim této podobnosti rozumime
zobrazeni a,/a, do b,/b, definované takto:
X€aqfay, x-(x Auy) v byebyfb,.
BudteZ dany dva fetézce délky r resp. s mezi prvky a > b:
6] a=ay>a;>a,...>a,=b,
2 a=by>b;>by...>b,=b.
Dolni Zassenhausovo zjemnéni Fetézce (1) Yetdzcem (2) je fetdzec sestaveny z prvkid ay;
takto definovanych:
ajy=a;, V(@ Ab), i=0,1,2,..,r—1,j=0,1,2..,s.
Obdobné prvky
byy=byv(biaa) pro i=0,1,2,..,5—1,j=0,1,2,...,r
definuji dolni Zassenhausovo zjemnéni Fetézce (2) fetézcem (1). Duélng se definuje
horni Zassenhausovo zjemnéni:
aj=a;A(a,vb), i=012,...,r—1, j=012,..,s,
byy=b;A(bis1 Aay), i=0,1,2..,8s—1,j=0,1,2,...,7.
BudiZ nyni r = s = n. Rekneme, Ze Yet¥zce (1) a_(2) jsou zdola jednoduse podobné,
kdyz existuje permutace ¢ Cisel 0, 1,2, ..., n — 1 tak, Ze plati:
a;la; q ~ bociy/boiy+1> 1=0,1,2,..,u —1;
obdobng definujeme horni jednoduchou podobnost Fetézci. Je podan dikaz véty:
JestliZe Fetézce (1), (2) jsou soucasné zdola i shora jednoduse podobné, tedy jestlize
existuji dvé permutace @, &isel 0, 1,2, ..., n — 1 tak, Ze je
a;la;yq 7 b¢(i)/b¢(i)+1 > Qifaisq ~ b:/t(i)/bW(i)+1 s
i=01,2..,n—1,
pak plati
.o =y.
2. a;)ai4q ~ bocs/boiysss i =0,1,2, ccou — 1.

3. Reté&zce (1), (2) se dolni a horni Zassenhausovou konstrukei nezjemni.

Zavedeme nyni do svazu S relaci N (normdlnost), majici viechny zkladni vlastnosti
normalnosti zndmé z teorie grup, pfedev§im tedy: a N b=>a = b. V praci VLADIMIRA
KokiNkA: ,,Der Schreiersche Satz und das Zassenhaussche Verfahren in Verbianden*
(V&stnik Kralovské spolednosti nauk, tfida mat.-pfirodov., roénik 1941) jsou za pfed-
pokladu, Ze k libovolné dvojici a, b € S existuje prvek ue S tak, 7e a Nu, b = u,
odvozeny nutné a postacujici podminky, které musi relace N spliiovat, aby pro nor-
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malni fetézce platila Zassenhausova véta znama4 z teorie grup. Jsou to podminky I, II,
VII, VIII uvedené ve zminéné praci. Jejich splnéni budeme v dal§im pfedpokladat. To
znamena, Ze jsou-li Yet&zce (1) a (2) normalni, tedy

a;Na;,,,i=012,...,r—1, byNb;;,,i=0,1,2,...,s =1,

pak plati: ‘

L.a;jjNa;jiq by Nbj 14y, i=0,1,2,..,r—1,j=0,1,2,...,s = 1.

2. ayla;jer v a5 A byl(@s A byas) V (@as A b)) ~ byfb iy,

i=01,2,..,r—1,j=0,1,2,...,s — 1.

3. Regularni zobrazeni této podobnosti je svazovy isomorfismus kvocientd
aij/aiai,j+1’ bji/bj,i+1'

Je dokazana pomocna véta:

Budi? a;Na,, by Nb,, by Nb, 2 b,, ala, ~ by/b,, a,la, ~ by/b,, pak
B, = b, ’ '
Z ni jiz plyne zakladni véta:

Véta. K tomu, aby normdlni Fetézce (1) a (2) presly dolni Zassenhausovou kon-

strukci v sebe, je nutné a stact, aby byly zdola jednoduse podobné, tedy r = s = n,
a aby existovala permutace ¢ ¢isel 0,1,2, ..., u — 1 tak, Ze je

a;la;4q ’;’ b¢(i)/b¢(i)+1 , 1=0,1,2,...,u—1.

BudteZ nyni opét (1) a (2) dva normalni fet&zce délky r resp. s. BudteZ dany Fetézce
(3) Aa=Xg>X;>X,>..>Xx,=Db,

@) a=yo>y1>y;>...>y,=b,

a) které jsou zdola jednoduse podobné; .

b) fetdzec (3) je ziemn&nim Fetézce (1) a Fetézec (4) je zjiemnénim fetdzce (2).

Retdzctim (3), (4) s témito dvéma vlastnostmi budeme ¥ikat Schreierovo zjemnéni
Fetézcil (1) a(2). Jestlize z fet8zct (3) a (4) nelze Z4dné prvky vynechat, aniZ by uvedené
dv& vlastnosti ziistaly zachoviny, fekneme, e fetdzce (3) a (4) jsou minimdlnim
Schreierovym zjemnénim Yetézch (1) a (2)

Ze z4kladni véty lze snadno dokézat, Ze Zassenhansovo zjemnéni fetézcd (1) a (2)
je jejich minimalnim Schreierovym zjemnénim a Ze Zadné Schreierovo zjemnéni neni
kratsi neZ Zassenhausovo. '

O relaci normalnosti N bylo pfedpokladano, Ze pro a, b € S existuje u € S tak, Ze
aNu, b = u, z ¢ehoZ je patrno, Ze véty o normélnich fet€zcich nelze dualisovat.

Nicméng v§ak pro shora jednoduse podobné fetézce plati analogicka véta.
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Definujme dfive horni normalni jednoduchou podobnost kvocientt takto:
ayla W byjby <> ayfay L ougju, b,/b,

pfi vhodném u,/u,, u, N u,.

Véta. Budte? (1), (2) Fetézce, r = s = n, shora normdlné jednoduse podobné, co?
znamend, Ze existuje permutace ¢ Cisel 0, 1,2, ..., n — 1 tak, Ze je

JN .
ala;sq~ byr/bpiy+1, 1=0,1,2,..,n—1,

pak plati

1. ai/ai+1 ’:’ b¢(i)/b¢(i)+1 N i= 0, 1, 2, cieg B — ]..

2. Retézce (1) a (2) ptejdou dolni Zassenhausovou konstrukei v sebe.

Ludvik Janos, Praha
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