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časopis pro pěstování matematiky, roč. 100 (1975), Praha 

HOMOMORPHISMEN VON PROJEKTIVEN RÄUMEN 
UND VERALLGEMEINERTE SEMILINEARE ABBILDUNGEN 

FRANTISEK MACHALA, Olomouc 

(Eingegangen am 21. Dezember 1973) 

In der Arbeit [6] definierte F. RADÖ nichtinjektive Kollineationen projektiver 
Räume und verallgemeinerte semilineare Abbildungen der Vektorräume. Er bewies 
den Fundamentalsatz für nichtinjektive Kollineationen: Jede verallgemeinerte 
semilineare Abbildung von Vektorräumen induziert eine nichtinjektive Kollineation 
der entsprechenden projektiven Räume und jede nichtinjektive Kollineation ist 
durch irgendeine verallgemeinerte semilineare Abbildung induziert. Zum Beweis 
wurde das Prinzip des Beweises vom Fundamentalsatz der projektiven Geometrie 
von [4] benutzt. Die Ergebnisse von [6] sind eine Verallgemeinerung einiger Ergeb­
nisse von [2], [3]. 

Die vorliegende Arbeit knüpft an [6] an. In der Definition 3 wird der Begriff einer 
nichtinjektiven Kollineation von [6] so verallgemeinert, dass einige einschränkende 
Bedingungen der Definition 3,1 von [6] beseitigt werden. Die Abbildung von der 
Definition 3 wird Homomorphismus projektiver Räume genannt. Mittels der Defi­
nition 2 wird der Begriff einer verallgemeinerten semilinearen Abbildung von Vek­
torräumen in einem allgemeinerem Sinne als in der Definition 2,1 von [6] eingeführt. 
Ferner wird dann bewiesen, dass jede verallgemeinerte semilineare Abbildung von 
Vektorräumen einen Homomorphismus der entsprechenden projektiven Räume 
induziert und dass jeder Homomorphismus projektiver Räume durch eine verallge­
meinerte semilineare Abbildung induziert wird. Zum Beweis dieser Behauptung 
wird das Beweisschema des Fundamentalsatzes der projektiven Geometrie von [l] 
benutzt. 

Definition 1. Ein Unterring R des (nicht notwendig komutativen) Körpers F 
wird total in F genannt, falls teF\R=> t~x eR gilt. 

Satz 1. Es sei R ein totaler Unterring in F. Dann ist 

Ro = {teR\t±0, r ^ R } u { 0 } 

ein beiderseitiges Maximalideal in R und RJR0 ist ein Körper. 
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Satz 2. Sei R ein totaler Unterring in F und sei R* = i? \ R0. Sei t{ e F, tt =# 0, 
ie{l, ..., n}. Dann existiert ein Element feF derart, dass ftte R für alle ie 
e { l , ..., w} und ftj eR* für zumindest ein j e { l , ..., n} ist. 

Die Beweise der Sätze 1, 2 sind in [5] durchgeführt. 

Es sei ein Vektorraum A beliebiger Dimension über dem (nicht notwendig kommu-
tativen) Körper F gegeben. Den, durch das Element x e A, x 4= 0 generierten Unter­
raum in A, bezeichnen wir mit Fx. 

Satz 3. Für beliebige linear unabhängige Elemente x, y, z des Vektorraumes A 
gilt 

(a) F(y - z) = (Fy + Fz) n [F(x - y) + F(x - z)], 

(b) F(x - y - z) = [F(x - y) + Fz] n [F(x - z) + Fy], 

(c) F(j; + z) = [Fy + Fz] n [F(x - y - z) + Fx]. 

Der Beweis ist in [ l ] angeführt. 

Definition 2. Es seien A, B Vektorräume über den Körpern F, G; sei R ein totaler 
Unterring im Körper F, R0 = {t e R\t * 0, t"1 $ R} u {0} und TV ein Modul über 
dem Ring JR, W g A. 

Das Abbildungspaar (cp, a), q> : R -> G, a :W ^ B wird eine verallgemeinerte 
semilineare Abbildung der Vektorräume .A, JB mit Rücksicht auf den Modul W 
genannt, wenn folgendes gilt: 

1. (x + y)a = xa + y , Vx, j ; e W. ' 

2. (tx)a = fxa, W e ^ V x e Pf. 

3. t* = 0oteRQ. 

4. In jedem Unterraum Fx g A, x + 0 existiert ein Element y derart, dass ya 4= 0 
ist. 

5. In jedem Unterraum Vg A, d imV= 2 existieren Elemente u,veW für 
welche u* und va in B linear unabhängig sind. 

6. Es existieren x, y, z e PVso, dass xa, ya, za in £ linear unabhängig sind. 

Satz 4. Die Abbildung cp von der Definition 2 ist ein Homomorphismus des 
Ringes R. 

Beweis. Es existiert ein Element xeW, xa 4= 0. Nach den Eigenschaften 1,2 
von der Definition 2 ergeben sich für beliebige tt, t2e R die Beziehungen: 

[('i + h) * ] * = ('i + h)9 x* = ( ' i* + t2x)a = (txxf + (t2x)a = t\xa + t\xa = 
= (t\ + rf)xff. Daher ist (tx + f2)* = t\ + ff. Ferner ist [(M2)*]* = (M2)*** = 
08 lh(hx)Y = ' i ^ * ) * = '1*2** u n d deswegen auch (tyt2)

9 = t\f2. 
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Bezeichnen wir W0 = {u e W\ u° = 0}, W* = {u e W\ u* 4= 0}. Es gilt tu e W0, 
Vf € _R, Vw e PVo- ^o i s t dann e*n Untermodul in JV. Ferner ist tu e W0, W e R0, 
VM G JVund tu e W*, Vf e R*, Vu G JV*. Es sei u e W*, teF\R und setze man voraus, 
dass tu e Wist. Danfi ist t~x e R0 und (C 1tu)a = ua = (f-1)* (fx)ff = 0, dieses liefert 
aber einen Widerspruch, nachdem ua 4= 0 ist. 

Bemerkung 1. Der Definition 2 nach ist Ker (q>) = R0 und deswegen ist Ä^ mit 
RJR0 isomorph und nach dem Satz 1 ist R9 ein Körper. W* ist dann ein Vektorraum 
über dem Körper JR*. 

Bezeichnen wir P(A), P(B) die projektiven Räume, welche als die Verbände der 
Unterräume der Vektorräume A, B definiert sind. Die Unterräume der Dimension 1 
in A, B werden Punkte und die Unterräume der Dimension 2 werden Geraden der 
projektiven .Räume P(Ä), P(B) genannt. Die Mengen der Punkte in P(Ä), P(B) 
bezeichnen wir der Reihe nach $I(Ä), @(B). 

Definition 3. Die Abbildung x : $(Ä) -» 3S(B) wird Homomorphismus der pro­
jektiven Räume P(A), P(B) genannt, wenn diese den folgenden Bedingungen genügt: 

1. Wenn die Punkte P, ß, Re 38(Ä) an irgendeiner Geraden in P(A) liegen, dann 
liegen die Punkte P*, Q*, R* auf der Geraden in P(B). 

2. Auf jeder Geraden in P(Ä) liegen Punkte P, Q, R, für welche P* * Q* 4= 
4= R* * P* gilt. 

3. Es existieren Punkte X,Y,Ze $(Ä) so dass Xx, Y*, Z* nicht auf einer Geraden 
in P(JB) liegen. 

Satz 5. Jede verallgemeinerte semilineare Abbildung (q>, a) der Vektorräume 
A, B mit Rücksicht auf den Modul W induziert einen Homomorphismus der pro­
jektiven Räume P(Ä), P(B) mittels der Vorschrift (Fx)* = Gxa, Vx G W*. 

Beweis. 1. x ist eine Abbildung von &(Ä) in &(B): Sei X e&(Ä) ein beliebiger 
Punkt. Nach 4 von der Definition 2 existiert x e W*, X = Fx. Setzen wir voraus, 
dass Fx = Fy, yeW* gilt. Dann ist y = tx, t e F und daher folgt t e R*. Nach 2 
von der Definition 2 ist y* = (tx)° = Fx*, wo t^eG, t+ # 0 und demzufolge gilt 
Gx° = (Fx)x = Gf = (Fy)*. 

2. Die Abbildung x hat die Eigenschaft 1 von der Definition 3: Gegeben seien 
drei Punkte Fu, Fx, Fy, welche auf einer Geraden in P(A) liegen. Wenn z. B. (Fx)x = 
= (Fy)* ist, dann ist die Bedingung 1 offenbar erfüllt. Setzen wir also voraus, dass 
(Fx)* + (Fy)* 4= (Fu)* 4= (Fx)* ist. Die Elemente x, y wählen wir so dass x, y eW* 
ist. Nachdem Fu g Fx + Fy ist, gibt es Elemente tu t2 e F so dass u = ttx + t2y. 
Voraussetzungsgemäss ist Fu 4= Fx, Fy und daher tl912 4= 0. Nach dem Satz 2 
existiert ein t e F so dass ttt e R, tt2 e R und z. B. ttt e R*. Dann ist tu = ttxx -f 
+ tt2y, tu e Wund (tuf = (ttxf xc + (tt2y ya. Nachdem (ttxy 4= 0 und Gx° 4= Gy° 
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ist, gilt (tu)a 4= 0 und G^w)* s Gxa + Gj;ff. Dieses bedeutet, dass (Fw)x = (Ffw)x g 
S (Fx)x + (Fj>)x gilt. 

3. Die Abbildung x hat die Eigenschaft 2 von der Definition 3: Es sei eine beliebige 
Gerade p in P(Ä), d. h. ein Unterraum der Dimension 2 in A, gegeben. Nach 5 von 
der Definition 2 existieren w, v e W* n p so dass Gw* 4= Gu', d. h. auch (Fw)x 4= (Ft;)x 

ist. Es gilt ebenfalls Fw 4= Fv und demzufolge ist w — v 4= 0. Dann ist [F(w — v)]x = 
= G(w - »)" = G(w" - v°). Nachdem G(u* - O 4= Gw", Gv° ist, gilt (Fw)x 4= 
4= (Fv)x 4= [F(w - v)]x 4= (Fw)x. 

4. Die Eigenschaft 3 von der Definition 3 folgt sofort von der Voraussetzung 6 
in der Definition 2 und von der Definition der Abbildung x. 

Theorem. Jeder Homomorphismus der projektiven Räume P(Ä), P(B) ist durch 
eine verallgemeinerte semilineare Abbildung der Vektorräume A, B mit Rücksicht 
auf einen gewissen Modul W induziert. 

Bemerkung 2. Der Beweis des Theorems ist ziemlich unfangreich, deswegen beweisen 
wir zuerst die Gültigkeit einiger Sätze, von denen dann die Behauptung des Theorems 
folgen wird. Weiterhin werden wir voraussetzen, dass x ein Homomorphismus der 
projektiven Räume P(A), P(B) ist. 

Satz 6. Es seien Punkte Fx, Fu e &(A) so gegeben, dass (Fx)x 4= (Fw)x 4= 
4= [F(x — w)]x 4= (Fx)x ist. Setze man (Fx)x = Gx'. Es existiert ein einziges 
Element u' = h(x, x', u) e B, u' 4= 0 so dass (Fw)x = Gw', [F(x - w)]x = G(x' - u') 
gilt. 

Beweis. Nachdem F(x - w) g Fx + Fw gilt, ist nach 1 von der Definition 3 
[F(x - w)]x c (Fx)x + (Fw)x. Wir setzen [F(x -~ w)]x = Ga. Dann existieren t e Gr 

b e (Fw)x so dass a = tx' - b ist. Nachdem Ga 4= Gx', (Fu)x ist, gilt t 4= 0, b 4= 0. 
Setzen wir w' = rxb. Dann ist w' 4= 0 und (Fw)x = Gw'. Ausserdem gilt 
[F(x - w)]x = Ga = Grxa = G(x' - w'). 

Es existiere in B ein Element w" so dass (Fw)* = Gw", [F(x — w)]x = G(x' — u") 
ist. Dann ist Gw" = Gw', G(x' - w') = G(x' - w") und es existieren tu t2 e G, 
tl912 4= 0 so dass w' = txu", x' - w' = t2(x' - w") = x' - ttu" ist. Daher ergibt 
sich {t2 - 1) x' = (t2 - tx) w". Nachdem (Fx)* + (Pw)x ist, gilt Gx' 4= Gw" und 
*i == -2 = 1- Deswegen ist w' = w". 

Bemerkung 3. Wenn (Fx)x 4= (Fw)x und [F(x - w)]* = (Fx)x ist, dann setzen wir 
h(x, x', w) = 0. Für w = 0 setzen wir ebenfalls h(x, x', 0) = 0. 

Satz 7. Fwr die Punkte Fx, Fu seien die Forderungen des Satzes 6 erfüllt. Dann 
gilt u' '= h(x, x', w) genau dann, wenn x' = h(u, u', x) ist. 

Der Beweis folgt unmittelbar vom Satz 6. 
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Satz 8. Es seien die Punkte Fa, Fb, Fe e &(Ä) mit den folgenden Eigenschaften 
gegeben: (Fa)* = Gaf, (Fa)*,(Fb)*,(Fc)* liegen auf keiner Geraden in P(B), 
[F(a - b)]* * (Fa)*, (Fb)* und [F(a - c)]* + (Fe)*. Setzen wir V = h(a, a', b). 
Dann existieren die* Werte h(a, a', c), h(b, V, c) und es gilt h(a, a!, c) — h(b, V, c). 

Beweis. 1. Setzen wir voraus, dass [F(a — c)]* + (Fa)* ist. Dann ist (Fa)* + 
# (Fe)* # [F(a — c)]* + (Fa)*. Nach dem Satz 6 gibt es ein einziges Element 
c' = h(a, a', c) e B, c' + 0. Dabei gilt (Fa)* = Ga', (Fb)* = GV, (Fe)* = Gc', 
[F(a - b)]* = G(a' - V), [F(a - c)]* = G(a' - c'). Die Elemente a, b, c sind 
in A linear unabhängig und demzufolge gilt nach dem Satz 3 (a) F(b — c) = 
= (Fb + Fe) n [F(a - b) + F(a - c)]. Nach 1 von der Definition 3 gilt dann 
[F(b - c)]* s (^b)x + (Fe)*, [F(b - c)]* g [F(a - b)]* + [F(a - c)]*. Nachdem 
(Fe)* $ [F(a - b)]* + [F(a - c)]* ist, gilt [F(b - c)]* = [(Fb)* + (Fe)*] n 
n [(F(a - b))* + (F(a - c))*] = (Gb' + Gc') n [G(a' - V) + G(a' - c')]. Die 
Elemente a', b', c' sind in B linear unabhängig und nach dem Satz 3 (a) gilt: (GV + 
+ Gc') n [G(a' - b') + G(a' - c')] = G(V - c') und daher [F(b - c)]* = 
= G(V - c'). Nachdem G(b' - c') + Gb', Gc' ist, gilt [F(b - c)]* 4= (Fb)*, (Fe)* 
und nach dem Satz 6 ist es möglich den Wert h(b, V, c) eindeutig zu bestimmen. 
Dabei gilt (Fb)* = GV, (Fe)* = Gc', [F(b - c)]* = G(V - c') und nach dem Satz 6 
ist c' = h(b, V, c). 

2. Setzen wir voraus, dass [F(a — c)]* = (Fa)* ist. Nach der Bemerkung 3 ist 
h(a, a', c) = 0. Nach dem Satz 3 (a) gilt [F(b - c)]* g [F(a - c)]* + [F(a - b)]* = 
= (Fa)* + (Fb)*, [F(b - c)]* g (Fe)* + (Fb)*. Nachdem (Fe)* + (Fb)* * 
+ (Fa)* + (Fb)* ist, gilt [F(b - e)]* = (Fb)* und h(b, b', c) = 0. 

Nach 3 von der Definition 3 existieren Punkte X, Y, Z e @(Ä) derart, dass X*, Y*, Z* 
nicht auf einer Geraden in P(B) liegen. Setzen wir X = Fx, X* = Gx'. Auf der Ge­
raden X + Y existiert nach 2 von der Definition 3 soein Punkt R, dass X* + Y* =f= 
+ /?*=# X* ist. Dann existiert ein Element y e A so dass 7 = Fy, R = F(.x — y) ist. 
Nach dem Satz 6 existiert ferner ein einziges Element y' = A(x, x', y) e J5, }>' #= 0 
so dass (Fy)* = Gyf, [F(x — >>)]* = G(x' — j^') ist. Ähnlicherweise gibt es auf der 
Geraden X + Z einen Punkt ß derart, dass K* 4= Z* + ß* =f= X* ist und es existiert 
dn Element z e 4̂, für welches Z = Fz, ß = F(x — z). Nach dem Satz 6 existiert 
wieder ein Element z' = h(x, x', z)e B, z' + 0 so dass (Fz)* = Gz', [F(x — z)]* = 
« G(x' — z') ist. Nach dem Satz 8 existiert dann h(y, y', z) und es gilt h(x, x', z) = 
= Ä(y, y', z) = z'. Unter der Anwendung des Satzes 7 ergibt sich ferner x' = 
= h(y, y', x) = fe(z, z', x), >̂ ' = ft(x, x', y) = fc(z, z', y). Weiterhin werden wir vor­
aussetzen, dass die Punkte X, Y, Z, die Elemente x, x' und y, y', z, z' festgewählt sind. 

Mit Hilfe der Punkte Fx, Fy definieren wir die Mengen W, W*, W0 durch die 
folgende Konstruktion: 

Es sei u G A, u + 0. 
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1. Wenn (Fu)x * (Fx)x ist, dann ist 

ueW o [F(x - u)Y 4= (Fu)x, 

ueW*o [F(x - u)Y 4= (Fu)x, (Fx)x , 

ueW0o [F(x - u)Y = (Fx)x . 

2. Wenn (Fu)x = (Fx)x ist, dann ist 

ueW o [F(y - u)]x 4= (Fu)x , 

ueW*o [F(y - u)]x 4= (Fu)x, (Fy)x , 

u e W0 o [F(y - u)]x = (Fy)x . 

Im Falle u = 0 setzen wir u e W0. 

Bemerkung 4. Offenbar gilt W = IV* u JV0, IV* n IV0 = 0. Nach dem Satz 6 und 
der Bemerkung 3 existiert für jedes Element u e IV ein Element ft(x, x', u)e B bzw. 
h(y, y', u) e B. Wenn z. B. (Fu)x 4= (Fx)x ist, dann ist ft(x, x\ u) 4= 0 im Fall u e IV* 
und im Fall u e IV0 ist ft(x, x', u) = 0. 

Satz 9. Für jeden Punkt U e @(Ä) existiert ein Element u e W* so dass U = Fu 
ist. 

Beweis. Es gilt entwederXx 4= t/xpderYx 4= Ux. Setzen wir voraus, dass Xx 4= Ux 

ist. Auf der Geraden X + U existiert ein Punkt R so dass Xx 4= Ux 4= Rx 4= X* ist. 
Dann existiert ein Eelement ueA, für welches IT = Fu, R = F(x — u) gilt. Nachdem 
[F(x - u)Y 4= (Fu)x, (Fx)x ist, gilt u e IV*. 

Satz 10. Es sei u e W, u 4= 0 gegeben. Wenn (Fu)x 4= (Fx)x, (Fy)* ist, dann existie­
ren Werte u' — h(x, x', u), h(y, yr, u) und es gilt h(x, x', u) = h(y, yf, u). 

Beweis. Da (Fu)x 4= (Fx)x, u e Wist, existiert nach der Bemerkung 4 ein Element 
u' = ft(x, x', u). 

Setzen wir voraus, dass (Fu)x $ (Fx)x + (Fy)x ist. Nach dem Satz 8 existiert ein 
Element h(y, yf, u) und es gilt u' = A(x, x', u) = h(y, / , u). Setzen wir voraus, 
dass (Fu)x S (Fx)x + (Fy)x ist. Dann ist (Fu)x $ (Fx)x + (Fz)x. Es gilt 
[F(x - z)]x 4= (Fx)x, (Fz)x und da u 6 IV, (Fu)x 4= (Fx)x ist, ist auch [F(x - u)]x 4= 
4= (Fu)x. Nach dem Satz 8 ist dann ft(x, x', u) = ft(z, z', u). Daher folgt [F(z - u)]x 4= 
4= (Fz)x, wobei [F(y - z)]x 4= (Fy)x, (Fz)x ist. Nachdem ft(x, x\ z) = ft(y, / , z) = 
= z' ist, ist nach dem Satz 8 dann ft(z, z', u) = ft(y, y', u) und wir bekommen 
schliesslich ft(x, x', u) = ft(y, ^', u). 
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Bemerkung 5. Nach einer Umtauschung der Punkte Fx, Fj;, Fz im Satz 10 ergibt 
sich: Falls (Fw)x * (Fx)x, (Fz)x bzw. (Fu)x 4= (Fy)x, (Fz)x ist, dann ist h(x, x\ u) = 
= h(z9 z', u) bzw. h(y, y', u) = h(z, z', u). Wenn u e W, u # 0 ist, dann existieren 
zumindest zwei von-den Werten h(x, x', u), h(y, y\ u), h(z, z', u) die dann einander 
gleich sind. Im Falle u e W* ist dieser geimeinsame Wert von Null verschieden und 
für u e W0 ist gleich Null. Im Falle u = 0 ist h(x, x', u) = h(y, y', u) = h(z, z', u) = 0. 

Satz 11. W ist eine Untergruppe der additiven Gruppe A und W0 ist eine Unter­
gruppe in W. 

Beweis. I. Wir beweisen, dass TV eine Untergruppe in A ist. 

1. Es sei aeW, a 4= 0. Der Punkt (Fa)x gehört zumindest einer der Geraden 
(Fx)x + (Fy)x, (Fx)x + (Fz)x, (Fy)x + (Fz)x nicht an; setzen wir z. B. voraus, dass 
(Fa)x $ (Fx)x + (Fyf ist. Da a e W ist, gilt [F(x - a)]x * (Fa)x und nach dem 
Satz 8 ist auch [F(j; — a)]x 4= (Fa)x. Setzen wir q = y — x — a. Vom Satz 3 ergibt 
sich 

(1) Fq = [F(j; - x) + Fa~] n [F(y - a) + Fx] , 

(2) F(x + a) = (Fx + Fa) n (Fq + Fy) . 

Setzen wir voraus, dass [F(x + a)]x = (Fa)x gilt. Nachdem F(x + a) = Fx + Fa 
ist, gilt [F(x + a)]x g (Fx)x + (Fa)x und demzufolge ist [F(x + a)]x + (Fy)x. 
Von (2) bekommen wir (Fq)x g (Fj>)x + [F(x + a)]x = (Fy)x + (Fa)x. Nachdem 
[F(y - a)]x 4= (Fa)x ist, ist (Fy)x + (Fa)x = [F(y - a)]x + (Fa)x und (Fq)x g 
g (Fa)x + [F(y - a)]x. Nach (1) ist (Fg)x s (Fx)x + [F(>; - a)]x. Da (Fa)x + 
+ [F(y - a)]x 4= (Fx)x + [F(j; - a)]x ist, gilt (Fq)x = [F(y - a)]x. Nach (l) ist 
ferner (Fq)x c [F(j - x)]x + (Fa)x, d. h. [F(y - a)]x c [F(>! - x)]x + (Fa)x. 
Daher ist [F(y ~ x)]x g (Fa)x + [F(j - a)]x = (Fa)x + (Fy)x. Zugleich gilt 
[F(y - x)]x c (Fx)x + (Fj^)x. Nachdem (Fx)x + (Fj;)x + (Fa)x + (Fyf ist, gilt 
[f(y _ x)]x = (F^)X. Dieses ist aber ein Widerspruch. Es gilt also [F(x + a)]x =f= 
4= (Fa)x und daher ist - a e W. 

2. Es sei a, b e JV, a, b # 0. 
a) Setzen wir voraus, dass (Fa)x #= (Fb)x ist. Von den Punkten (Fx)x, (Fj;)x, (Fz)x 

liegt zumindest einer, z. B. (Fx)x, nicht auf der Geraden (Fa)x + (Fb)x. Ferner gilt 
entweder [F(a + b)]x 4= (Fa)x oder [F(a + b)]x 4= (Fb)x. Es sei [F(a + b)]x 4= 
4= (Fa)x. Setzen wir ^ == x - (a + b) und setzen voraus, dass (Fq)x = [F(a + b)]x 

ist. Dann ist (Fa)x + [F(a + b)]x = (Fa)x + (Fb)x = (Fa)x + (Fq)x. Nach dem 
Satz 3(b) ist Fq g F(x - b) + Fa und deswegen ist (Fq)x g [F(x - b)]x + (Fa)x. 
Daher ergibt sich [F(x - b)]x g (Fa)x + (Fq)x = (Fa)x + (Fb)x. Zugleich ist 
[F(x - b)]x g (Fx)x + (Fb)x. Nachdem (Fa)x + (Fb)x 4= (Fx)x + (Fb)x ist, ist 
[F(x — b)]x = (Fb)x. Dieses widerspricht aber der Voraussetzung beW. Es gilt 
also [F(a + b)]x 4= [F(x - (a + b))]x und daher ist a + b e FP1 
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b) Setzen wir voraus, dass (Fa)x = (Fb)x ist und sei (Fx)x 4= (Fa)x. Nachdem 
aeW ist, gilt [F(x - a)]x + (Fa)x und deswegen ist auch [F(x - a)]x #= (Fb ) \ 
Nach den Fällen 1, 2a) ist x — a eW und auch (x — a) — b e W. Wenn [F(x — 
- (a + 6))]x = (Fx)x gilt, dann ist a + b e W0. Es sei [F(x - (a + b))]x + (Fx)*. 
Nach 1,2a) ist x - (x + a + b) = a + b e W. 

II. Wir beweisen, dass IV0 eine Untergruppe in IVist. 

\ . Es sei a e W0, a # 0. (Fa)x gehört zumindest einer der Geraden (Fx)x + (Fy)*9 

(Fx)x + (Fz)x, (Fy)x + (Fz)x nicht an; setzen wir voraus, dass (Fa)x nicht auf 
(Fx)x + (Fj;)x liegt. Dann ist [F(x - a)]x = (Fx)x und nach dem Satz 8 auch 
[F(y — a)]x = (Fj;)x. Setzen wir q = y — x — a. Nach dem Satz 3(b) ist Fg = 
= [F(j! - x) + Fa] n [F(y - a) + Fx]. Nachdem [F(y - x)]x + (Fa)x # (Fy)x + 
+ (Fx)x und (Fx)x + (Fy)x = (Fx)x + [F( j - a)]x = (Fx)x + [F(y - x)]x ist, gilt 
(Fq)x = [(F(j; - x))x + (Fa)x] n [(F(j; - a))x + (Fx)x] = [F(y - x)]x. Nach dem 
Satz 3(c) ist F(x + a) = (Fx + Fa) n (Fq + Fj;) und demzufolge ist [F(x + a)]x = 
= [(Fx)x + (Fa)x] n [(F(y - x))x + (Fj;)x] = F(x)x. Daher folgt - a e W0. 

2a) Es sei a e IV*, b e W, b + 0 und sei (Fa)x + (Fb)x. Dann ist a + b e IV*: 
Einer der Punkte (Fx)x, (Fj;)x, (Fz)x liegt nicht auf der Geraden (Fa)x + (Fb)x; 
setzen wir voraus, dass dieser der Punkt (Fx)x ist. Nach der Voraussetzung ist 
[F(x — a)]x 4= (Fx)x. Setzen wir q = x — a — b und setzen voraus, dass (Fq)x = 
= (Fx)x ist. Nach dem Satz 3(b) ist Fq g Fb + F(x - a) und daher ist (Fq)x g 
g (Fb)x + .[F(x - a)]x . Es gilt aber (Fb)x + (Fx)x = (Fb)x + (Fq)x und nachdem 
[F(x - a)]x Q (Fb)x + (Fq)x ist, gilt [F(x - a)]x g (Fb)x + (Fx)x. Zugleich aber 
ist [F(x - a)]x g (Fa)x + (Fx)x und deswegen ist [F(x - a)]x = (Fx)x und daher 
ein Widerspruch. Es gilt [F(x — (a + b))]x + (Fx)x und also ist a + b e IV*. 

b) Es sei a e IV0, a + 0, fc e IV* beliebig vorgegeben. Dann ist a + b e IV*: Es 
sei z. B. (Fx)x + (Fa)x, (Fb)x. Es gilt [F(x - a)]x = (Fx)x, [F(x - fe)]x + (Fx)x. 
Ferner ist [F(x + a)]x = (Fx)x, nachdem —a e IV0 ist. Nach dem Fall a) ist x + a e 
e W*. Da ~ x e W ist, ist auch b - x e W. Es gilt [F(x + a)]x = (Fx)x =f= [F(b - x)]x 

und nach a) ist (x + a) + (b — x) e IV*. Daher ist a + b e IV*. 

c) Sei a, fe e W0 beliebig und wir setzen c = a + b. Falls c e IV* ist, dann ist 
a = c — b, wo — b e IV0 ist. Nach dem Fall b) ist a e W* und dieses ist ein Wider­
spruch. Es gilt also a + b e W0. 

Bezeichnen wir R = {t e F | ty e IV}, R0 = {t e F | ty e W0} und R* = K \ JR0. 

Satz 12. Fs gilt: 1. fw e IV, Vf e K, Vw G W. 2. fu e IV0, Vf e Ä0, Vw e IV. 3. tu e IV0, 
V t e ß , VweIV0. 

Beweis. Für w = 0 bzw. t = 0 gilt die Behauptung. Setzen wir voraus, dass t + 0, 
M + 0 ist. 
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1. Es sei t e R, u e Abgegeben. 

a) Setzen wir voraus, dass (Fu)* $ (Fx)* + (Fy)* ist. Nachdem ueWist, gilt 
[F(x - u)]x * (Fu)x und auch 

(1) [F(y - u)]* * (Fu)* . 

Da ty e Wisi, gilt 

(2) [F(x - ty)]x #= (Fty)* = (Fy)*. 

Wir setzen voraus, dass 

(3) [F(x + tu)]* = (Fu)x 

gilt. Die Elemente t -1x, y, « sind linear unabhängig, darum ist nach dem Satz 3 

(4) F(y - rlx -u) = [F(y - t_1x) + Fu] n [F(y - u) + Frxx] , 

(5) F(t~lx + u) = (Ft-1x + Fw) n [F(y - t - 1x - u) + Fy] . 

Setzen wir a = y - t_1x - u. Nachdem [ F l ^ x + u)]x = [F(x + tu)]x # (Fy)x 

ist, gilt nach (5) (Fq)x g (Fy)x + [F(x + tu)]x. Nach (3) ist dann (Fq)* c 
e (Fy)x + (Fu)x und nach (1) ist (Fq)* £ (Fu)x + [F(y - u)]x. Nach (4) ist 
(Fq)* s [F(y - u)]x + (Fx)x. Demzufolge ist (Fq)* = [(Fu)x + (F(y - u))x] n 
n [(F(y - u))x + (Fx)x] = [F(y - u)]x. Nach (1) ist also (Fq)* * (Fu)x. Nach 
(4) ergibt sich [F(y - t_1x)]x = [F(x - fy)]x c (Fg)x + (Fu)x = [F(y - u)]x + 
+ (Fu)* = (Fy)x + (Fu)*. Nachdem [F(x - ty)]x g (Fx)x + (Fy)x ist, gilt 
[F(x - ty)]x = [(Fx)* + (Fy)*] n [(Fy)x + (Fu)x] = (Fy)x. Dieses ist aber mit (2) 
im Widerspruch und deswegen (3) gilt nicht. Von der Beziehung [F(x + tu)]* =)= 
# (Fu)* = (Ftu)* folgt - tu 6 Wund nach dem Satz 11 ist tueW. 

b) Setzen wir voraus, dass (Fu)* e (Fx)* + (Fy)x ist. Es sei (Fu)x #= (Fy)x. 
Dann ist (Fu)x $ (Fy)x + (Fz)x. Den Beweis führen wir analog wie im Teil a) durch, 
eben der Punkt Fx wird durch den Punkt Fz ersetzt. Falls (Fu)x = (Fy)x gilt, dann 
ist (Fu)x $ (Fx)x + (Fz)x. Da nach dem Teil a) tz e W ist, kann der Beweis soeben 
wie in a) durchgeführt werden, nur der Punkt Fy wird durch den Punkt Fz ersetzt. 

2. Es sei t e R0, ueW gegeben. 

a) Setzen wir voraus, dass (Fu)x $ (Fx)x + (Fy)* ist. Nachdem t e R0 ist, ist 
ty e W0 und deswegen ist [F(x - ty)]x = (Fx)x. Setzen wir q = y — f -1x — u. 
Nach (4) ist (F^)x g [F(x - ty)]x + (Fu)* = (Fx)* + (Fu)* und (Ftf)" g [F(y -
- u)]x + (Fx)x. Nachdem ueW ist, gilt [F(y - u)]* * (Fu)* und demzufolge ist 
(Fx)x + (Fu)x #= [F(y - u)]x + (FxY. Daher ist dann (Fq)* = [(Fx)x + (Fu)x] n 
n [(F(y - u))* + (Fx)x] = (Fx)x. Nach (5) ist (Fq)* s (Fy)x + [F(x + tu)]x und 
also ist [F(x + tu)]x £ (Fy)x + (Fx)x. Zugleich ist [F(x + tu)]x s (Fx)x + (Fu)x 
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und also ist [F(x + tu)]* = [(Fy)* + (Fx)*] n [(Fx)x + (Fu)x] = (Fx)x. Dieses 
bedeutet aber, dass — tu e W0 ist und nach dem Satz 11 ist tu e W0. 

b) Setzen wir voraus, dass (FM)X g (FX)X + (Fy)* ist. Den Beweis führen wir bei 
der Benutzung des Ergebnisses von a) analog wie im Falle lb) durch. 

3. Es sei t e R, u e W0 gegeben. 

a) Setzen wir voraus, dass (Fw)x $ (Fx)* + (Fy)* ist. Dann ist [F(x - ty)]* 4= 
4= (Fy)*, [F(x - u)]* = (Fx)* und auch (Fy)* = [F(y - u)]*. Setzen wir wieder 
q = y _ r x x - u. Nach (4) ist (Fq)* g [F(x - fy)]x + (Fu)*. Nachdem [F(x -
- ty)]* 4= (Fy)x ist, gilt [F(x - ty)]* + (FM)X 4= (Fw)x + (Fj/)x und daher ist dann 
(Fq)* * (Fy)*, [F(y - u)]x. Nach (4), (5) gilt (Fx)x = [(Fq)x + (/ty - a))x] n 
n [(Fx)x + (Fu)x] = [(Fq)* + (Fy)x] n [(Fx)* + (Fy)*] = [F(x + tu)]*. Deswegen 
ist —tueW0 und nach dem Satz 11 ist tu e W0. 

b) Wenn (Fw)x g (Fx)x + (Fy)x ist, dann führen wir den Beweis ähnlich wie in lb) 
durch. 

Satz 13. R ist ein totaler Ring im Körper F, R0 = {t e R \ t 4= 0, t~1 $ R) u {0}. 

Beweis. 1. Ä ist ein Ring: Es sei tl912 e R. Dann ist tty, t2y e W. Nachdem Satz 11 
ist txy + t2y = (tx + t2) y e Wund daher ist tt + r2 e R. Nachdem tty eW, t2eR 
ist, ist nach dem Satz 12 *2('iy) = (̂ 1̂ 2) y e IVund daher ist t1t2 e R. 

2. R ist ein totaler Ring in F: Es sei t e F \ R gegeben. Dann ist ty 4 Wund eben­
falls tx$ W. Dieses bedeutet, dass [F(y - fx)]x = [F(x - t~1y)]* = (Fx)* gilt. 
Daher folgt t"1yeW0 und ^"1e.R0..Es sei ein beliebiges Element teR0, t 4= 0 
gegeben. Dann ist ty e fV0 und nach dem Satz 12 auch fx e W0. Darum ist 
[F(y - tx)]* = (Fy)*. Es ist aber [F(y - tx)]* = [F(x - rly)]* = (Fy)x = 
= (Ft~1y)*. Daher ist dann r 1y $ Wund t~x $ R. 

Bemerkung 6. Nach dem Satz 1 ist R0 ein Maximalideal in R und R\R0 ist ein 
Körper. Nach dem Satz 12 ist tueW für alle t e R, ueW. Nach der Einführung 
dieser äusseren Operation ist W ein Modul über dem Ring JR und W0 ist ein Unter­
modul des Moduls W. 

Satz 14. Es sei a, b e W; a, b 4= 0 und sei 

1. (Fx)* $ (Fa)x + (Fb)* im Falle (Fa)* 4= (Fb)*, 

2. (Fx)x 4= (Fa)* im Falle (Fa)* = (Fb)x. 
Dann ist h(x, x', a + b) = h(x, x', a) + h(x, x\ b). 

Beweis. Setzen wir voraus, dass (Fa)* 4= (Fb)* ist. 

a) Wenn a, b e W09 dann ist a + b e W0 und es gilt h(x, x', a) = h(x, x', b) = 
== h(x, x', a + &) = 0 und also ist h(x, x', a + fe) = h(x, x\ a) + h(x, x', b). 
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b) Es sei a e W*, b e W*. Setzen wir a' = h(x, x', a), b' = h(x, x', b). Dann ist 
nach dem Satz 6 (Fa)* = Ga', (Fb)x = GV, [F(x - a)]* = G(x' - a'), [F(x - b)]* = 
= G(x' - b'), wob$i [F(x - a)]* * (Fx)*, (Fa)* ist. Die Elemente x', a', b', sind 
in B linear unabhängig und die Elemente x, a, b sind linear unabhängig in A. Nach 
dem Satz 3b) ist F(x - a - b) = [F(x - a) + Fb] n [F(x - b) + Fa]. Es gilt 
[F(x - a)]* 4- (Fb)*, [F(x - b)]* * (Fa)*. Nachdem [F(x - a)]* # (Fx)*, (Fb)* 
ist, gilt [F(x - a)]* + (Fb)* * [F(x - b)]* + (Fa)* und demzufolge ist [F(x - a -
- b)]* = [(F(x - a))* + (Fb)*] n [(F(x - b))* + (Fa)*] = [G(x' - a') + GV] n 
n [G(x' - b') + Ga'] = G(x' - a' - b'). Nach dem Satz 3c) ist F(a + b) = 
= (Fa + Fb) n [F(x - a - b) + Fx]. Es gilt (Fa)* + (Fb)*. Nach dem Teil 
II, 2, b) des Beweises des Satzes 11 ist a + b e W* und demzufolge ist [F(x — 
- (a + b))]* -# (Fx)*. Offenbar ist (Fa)* + (Fb)* + [F(x - a - b)]* + (Fx)* und 
deswegen [F(a + b)]* = [(Fa)* + (Fb)*] n [(F(x - a - b))* + (Fx)*] = (Ga' + 
+ GV) n [G(x' - a' - b') + Gx'] = G(a' + b'). Es gilt also (Fx)* = Gx', 
[F(a + b)]* = G(a' + b'), [F(x - (a + b))]* = G(x' - (a' + b')). Nach dem Satz 
6 ist dann h(x, x', a + b) = h(x, x', a) + h(x, x', b) = a' + b'. 

c) Es sei aeW*, be W(r Dann ist (Fa)* = Ga', [F(x - a)]* = G(x' - a'), 
[F(x - b)]* = (Fx)*, b' = 0. Setzen wir q = x - (a + b). Nach dem Satz 3 gilt 
dann (Fq)x c (Fa)* + [F(x - b)]* = (Fa)* + (Fx)* = (Fa)* + [F(x - a)]* und 
(Fg.)* g (Fb)* + [F(x - a)]*. Daher ist (Fg)* = [F(x - a)]* = G(x' - a') = 
= [F(x - (a + b))]*. Ferner ist nach dem Satz 3 [F(a + b)]* Q (Fa)* + (Fb)*, 
[F(a + b)]* S (Fg)* + (Fx)* = [F(x - a)]* + (Fx)* = (Fa)* + (Fx)*. Daher ist 
[F(a + b)]* = (Fa)* = Ga'. Nach dem Satz 6 ist dann h(x, x', a + b) = h(x, x', a). 
Nachdem h(x, x', b) = 0 ist, gilt h(x, x', a + b) = h(x, x', a) + h(x, x', b). 

2. Setzen wir voraus, dass (Fa)* = (Fb)*. Für zumindest einen der Punkte Fy, Fz — 
sei es der Punkt Fy — gilt (Fa)* 4= (Fy)*. Dann liegt der Punkt (Fx)* nicht auf der 
Geraden (Fa)x + (Fy)* und nach dem Fall 1 ist h(x, x', a + y) = h(x, x', >>) + 
+ h(x, x \ a). Nachdem -aeW ist, gilt [F(a + yj]x + (Fa)x. Der Punkt (Fx)* 
liegt nicht auf der Geraden (Fb)* + [F(a + y)]x und deswegen ist wieder nach 
dem Fall 1 h(x, x', b) + fc(x, x', a + y) = h(x, xf, a + b + y). 

a) Es sei a + b = 0. Dann ist nach dem vorherigen h(x, x', a) + h(x, x', b) + 
+ h(x, x', >;) = h(x, x\ a + b + y) = /i(x, x', y). Daher ist h(x, x', a) + h(x, x', b) = 
= 0 = h(x, x', a + b). 

b) Es sei a + b * 0. Nachdem [F(a + b)]* 4= (Fy)x ist, gilt nach dem Fall 1 
h(x, x \ >̂ ) + h(x, x', a + b) = h(x, x', a + b + y). Nach dem Einsetzen von den 
vorangehenden Beziehungen ergibt sich h(x, x', y) + h(x, x', a + b) = h(x, x', y) + 
+ ft(x, x', a) + A(x, x', b). Es gilt also h(x, x', a) + h(x, x', b) = h(x, x', a + b). 

Bemerkung 7. Der Satz 14 gilt auch für q = 0. Dann ist ft(x, x', a) = 0 und 
A(x, x', a + b) = Ä(x, xr, b) = h(x, x', a) + h(x, x', b). Ähnlicherweise auch für den 
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Fall b = 0. Wenn der Punkt Fy bzw. Fz den Forderungen des Satzes 14 für Fx 
genügt, dann beweist man ähnlich, dass h(y, y', a + b) = h(y, y', a) + h(y, y\ b) 
bzw. h(z, z', a + b) = ft(z, z', a) + ft(z, z', b) gilt. 

Für ein beliebiges Element ueW sind nach der Bemerkung 5 zumindest zwei der 
Werte h(x, x', u), h(y, y', w), h(z, z', w) definiert und diese sind einander gleich. 
Diesen gemeinsamen Wert bezeichnen wir mit ua. a ist eine Abbildung der Menge W 
in B und für ueW* gilt nach dem Satz 6 die Beziehung (Fw)* = Gw*. 

a) Es gilt (a + b)a = aa + ba, Va, beW: Zwischen den Punkten Fx, Fy, Fz 
existiert zumindest einer, z. B. Fy, für welchen (Fy)x $ (Fa)x + (Fb)x im Falle 
(Fa)x # (Fb)* und (Fy)x + (Fa)* im Falle (Fa)x = (Ffe)* gilt. Nach dem Satz 14 
und der Bemerkung 7 ist h(y, y', a + b) = h(y, / , a) + A(j;, / , b), d. h. (a + b)a = 
= a* + bff. 

b) Es seien w e W*, t e R* beliebige Elemente. Dann ist tu e W* und es gilt (Fw)* = 
= Gw* = (Ftu)x = G(tu)a. Es existiert ein einziges Element g(t, u) e G, g(t, w) + 0 
derart, dass (tu)a = g(t, u) ua ist. Wenn t e R0 ist, dann setzen wir g(t, w) = 0 für 
ein beliebiges w e W*. Nachdem dann tu e W0 ist, gilt (tu)a = 0, g(t, u) ua = 0 d. h. 
(fw)* = g(t, u) ua. 

Für beliebige t e R und u,veW* gilt g(f, w) = g(t, v): Wenn f e JR0 ist, dann ist 
g(t, u) = g(t, v) = 0. Sei t e Ä*. Setzen wir zuerst voraus, dass (Fw)* + (Fv)x ist. 
Nach dem Teil II2 a) des Beweises des Satzes 11 ist w + veW* und g(t, u + v) ua + 
+ g(t, u + v)va = g(t, u + v) (ua + t;") = g(t, u + v)(u + v)a = [f(w + v)]a = 
= (fw + tv)a = (fw)ff + (tv)a = (̂f, w) wff + g(t, v) va. So bekommen wir [g(t, u + v)-
- g(f, w)] wff = [̂ (f, v) - flf(f, w + vj] va. Da Gwff + Gva ist, gilt a(f, w) = 
= g(t, u + v) = #(f, t;). Es sei (Fw)* = {Fy}*. Es existiert ein Punkt, z. B. Fx derart, 
dass (Fw)* + (Fx)* ist. Nach dem obigen ist dann g(t, u) = g(t, x) = g(t, v). Für 
jedes t e R bezeichnen wir f = g(t, u), wo w e W* ist. Dann ist cp eine Abbildung 
von R in G und t9 = 0 genau dann, wenn f e £ 0 ist. Nach dem Vorangehendem ist 
(tu)

a = t9ua, W G R, Vw e FV*. Es sei f e K, w e FV0. Dann ist tw e Ff0 und (fw)* = 
= t9ua = 0. Es gilt also (fw)* = fV , Vf e R, Vw e *V. 

Das Paar (<p, d) ist eine verallgemeinerte semilineare Abbildung der Vektorräume 
A, B mit Rücksicht auf den Modul W: Nach dem Satz 13 und der Bemerkung 6 
ist JVein Modul über dem totalen Ring R im Körper F, W ü A und „R0 = {feJR|f + 
+ 0, f ~ * £ R] u {0}. <T ist eine Abbildung von Win B und <p ist eine Abbildung von R 
in G. Nach a) ist (a + &)' = aa + b*, Va, & e JV, nach b) gilt (tx)a = f̂ x*, Vf e R, 
Vx e JVund t9 = 0 <=> f e R0. Vom Satz 9 folgt die Bedingung 4 von der Definition 2. 
Jede Gerade von P(A) ist ein Unterraum der Dimension 2 in A. Von der Forderung 2 
der Definition 3 folgt deswegen die Bedingung 5 der Definition 2 und nach 3 von der 
Definition 3 gilt 6 von der Definition 2. 

Die verallgemeinerte semilineare Abbildung (<?- ff) induziert den gegebenen 
Homomorphismus x der projektiven Räume P(A), P(B\ nachdem (Fw)* = Gua, 
Vw 6 W* gilt. Damit ist unser Theorem bewiesen. 
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