Casopis pro péstovani matematiky

FrantiSek Machala

Homomorphismen von projektiven Riumen und verallgemeinerte semilineare
Abbildungen
Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 100 (1975), No. 2, 142--154

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108761

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1975

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/108761
http://project.dml.cz

&asopis pro péstovini matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

HOMOMORPHISMEN VON PROJEKTIVEN RAUMEN
UND VERALLGEMEINERTE SEMILINEARE ABBILDUNGEN

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingegangen am 21. Dezember 1973)

In der Arbeit [6] definierte F. RADG nichtinjektive Kollineationen projektiver
Réume und verallgemeinerte semilineare Abbildungen der Vektorrdume. Er bewies
den Fundamentalsatz fiir nichtinjektive Kollineationen: Jede verallgemeinerte
semilineare Abbildung von Vektorridumen induziert eine nichtinjektive Kollineation
der entsprechenden projektiven Rdume und jede nichtinjektive Kollineation ist
durch irgendeine verallgemeinerte semilineare Abbildung induziert. Zum Beweis
wurde das Prinzip des Beweises vom Fundamentalsatz der projektiven Geometrie
von [4] benutzt. Die Ergebnisse von [6] sind eine Verallgemeinerung einiger Ergeb-
nisse von [2], [3].

Die vorliegende Arbeit kniipft an [6] an. In der Definition 3 wird der Begriff einer
nichtinjektiven Kollineation von [6] so verallgemeinert, dass einige einschrinkende
Bedingungen der Definition 3,1 von [6] beseitigt werden. Die Abbildung von der
Definition 3 wird Homomorphismus projektiver Rdume genannt. Mittels der Defi-
nition 2 wird der Begriff einer verallgemeinerten semilinearen Abbildung von Vek-
torrdumen in einem allgemeinerem Sinne als in der Definition 2,1 von [6] eingefiihrt.
Ferner wird dann bewiesen, dass jede verallgemeinerte semilineare Abbildung von
Vektorraumen einen Homomorphismus der entsprechenden projektiven Raume
induziert und dass jeder Homomorphismus projektiver Rdume durch eine verallge-
meinerte semilineare Abbildung induziert wird. Zum Beweis dieser Behauptung
wird das Beweisschema des Fundamentalsatzes der projektiven Geometrie von [1]
benutzt.

Definition 1. Ein Unterring R des (nicht notwendig komutativen) Korpers F
wird total in F genannt, falls te F\R =t~ ! eR gilt.

Satz 1. Es sei R ein totaler Unterring in F. Dann ist
Roy={teR|t+0, t71¢R} v {0}

ein beiderseitiges Maximalideal in R und R|R,, ist ein Kirper.
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Satz 2. Sei R ein totaler Unterring in F und sei R* = R\R,. Sei t;e F, t; + 0,
ie{l,...,n}. Dann existiert ein Element fe F derart, dass ft;e R fiir alle ie
€{l,...,n} und ft; e R* fiir zumindest ein je {1, ..., n} ist.

Die Beweise der Sitze 1, 2 sind in [5] durchgefiihrt.

Es sei ein Vektorraum A beliebiger Dimension iiber dem (nicht notwendig kommu-
tativen) Korper F gegeben. Den, durch das Element x € 4, x # 0 generierten Unter-
raum in A, bezeichnen wir mit Fx.

Satz 3. Fiir beliebige linear unabhingige Elemente x, y, z des Vektorraumes A
gilt ‘
(a) F(y — z) = (Fy + Fz) n [F(x — y) + F(x — z)],

(b) F(x — y — z) = [F(x — y) + Fz] n [F(x — z) + Fy],
(¢) F(y + z) = [Fy + Fz] n[F(x — y — z) + Fx].

Der Beweis ist in [1] angefiihrt.

Definition 2. Es seien A, B Vektorraume iiber den Korpern F, G; sei R ein totaler
Unterring im Korper F, Ry = {teR |t % 0, ¢~ ¢ R} U {0} und W ein Modul iiber
dem Ring R, W < A.

Das Abbildungspaar (¢, 6), ¢ :R— G, ¢: W— B wird eine verallgemeinerte
semilineare Abbildung der Vektorrdume A4, B mit Riicksicht auf den Modul W
genannt, wenn folgendes gilt:

L(x+y)"=x"+y, Vx,yeW.’
2. (tx)? = t*x°, Vte R, Vxe W.
3. 1% =0« teR,.

4. In jedem Unterraum Fx S A, x #+ 0 existiert ein Element y derart, dass y + 0
ist. '

5. In jedem Unterraum V £ 4, dimV = 2 existieren Elemente u,ve W fir
welche u® und v° in B linear unabhéngig sind.

6. Es existieren x, y, z € W so, dass x°%, y°, z° in B linear unabhéngig sind.

Satz 4. Die Abbildung ¢ von der Definition 2 ist ein Homomorphismus des
Ringes R.

Beweis. Es existiert ein Element x € W, x° # 0. Nach den Eigenschaften 1,2
von der Definition 2 ergeben sich fiir beliebige 4, t, € R die Beziehungen:

[(t + ) x]" = (t; + 1,)°x° = (t;x + 1,x)° = (1;x)° + (t,%)° = 13x° + 13x° =
= (17 + t3) x°. Daher ist (t, + t,)° = 1 + 3. Ferner ist [(t,1,) x]° = (t;1,)°x° =
= [1t,(1,x)]° = 13(1x)° = t3tx" und deswegen auch (,1,)? = t{13.
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Bezeichnen wir W, = {ue W|u® = 0}, W* = {ue W|u® + 0}. Es gilt tue W,,
VteR, Yue W, W, ist dann ein Untermodul in W. Ferner ist tu € W,, Vt e R,,
Vu € Wund tu e W*,Vt e R*, Yu € W*. Es sei u € W*, t € F \ R und setze man voraus,
dass tu € W.ist. Danh istt "' € Ry und (1 'tu)” = u” = (+7')® (tx)” = 0, dieses liefert
aber einen Widerspruch, nachdem u® #+ 0 ist.

Bemerkung 1. Der Definition 2 nach ist Ker (¢) = R, und deswegen ist R? mit
R/|R, isomorph und nach dem Satz 1 ist R® ein Korper. W° ist dann ein Vektorraum
iiber dem Korper R®.

Bezeichnen wir P(4), P(B) die projektiven Réume, welche als die Verbdnde der
Unterrdume der Vektorrdume A, B definiert sind. Die Unterrdume der Dimension 1
in A, B werden Punkte und die Unterrdume der Dimension 2 werden Geraden der
projektiven .Rdume P(A4), P(B) genannt. Die Mengen der Punkte in P(4), P(B)
bezeichnen wir der Reihe nach %(4), %(B).

Definition 3. Die Abbildung x : #(4) — %#(B) wird Homomorphismus der pro-
jektiven Raume P(A4), P(B) genannt, wenn diese den folgenden Bedingungen geniigt:

1. Wenn die Punkte P, Q, R € #(A) an irgendeiner Geraden in P(4) liegen, dann
liegen die Punkte P*, Q% R* auf der Geraden in P(B).

2. Auf jeder Geraden in P(A) liegen Punkte P, Q, R, fiir welche P* + Q* +
% R* £ P* gilt.

3. Es existieren Punkte X, Y, Z € .QZ(A) so dass X*, Y*, Z* nicht auf einer Geraden
in P(B) liegen.

Satz 5. Jede verallgemeinerte semilineare Abbildung (¢, o) der Vektorriaume
A, B mit Riicksicht auf den Modul W induziert einen Homomorphismus der pro-
jektiven Riume P(A), P(B) mittels der Vorschrift (Fx)* = Gx°, Vx € W*.

Beweis. 1. x ist eine Abbildung von #(4) in B(B): Sei X e B(A) ein beliebiger
Punkt. Nach 4 von der Definition 2 existiert x € W*, X = Fx. Setzen wir voraus,
dass Fx = Fy, y e W* gilt. Dann ist y = tx, t € F und daher folgt t € R*. Nach 2
von der Definition 2 ist y° = (tx)* = t*°x%, wo t? € G, t* + 0 und demzufolge gilt
Gx° = (Fx)* = Gy° = (Fy)~.

2. Die Abbildung x» hat die Eigenschaft 1 von der Definition 3: Gegeben seien
drei Punkte Fu, Fx, Fy, welche auf einer Geraden in P(4) liegen. Wenn z. B. (Fx)* =
= (F y)* ist, dann ist die Bedingung 1 offenbar erfiillt. Setzen wir also voraus, dass
(Fx)* % (Fy)* # (Fu)* * (Fx)* ist. Die Elemente x, y wihlen wir so dass x, y € W*
ist. Nachdem Fu < Fx + Fy ist, gibt es Elemente ¢,, ¢, € F so dass u = t;x + t,).
Voraussetzungsgemiss ist Fu + Fx, Fy und daher ¢, ¢, & 0. Nach dem Satz 2
existiert ein t € F so dass tt, € R, tt, € R und z. B. tt; € R*. Dann ist tu = tt;x +
+ tt,y, tu e Wund (tu)” = (tt,)® x° + (tt,)° y°. Nachdem (tt,)° + O und Gx° + Gy’
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ist, gilt (tu)° % 0 und G(tu)” = Gx° + Gy°. Dieses bedeutet, dass (Fu)* = (Ftu)* <
c (Fx)* + (Fy)* gilt.

3. Die Abbildung x hat die Eigenschaft 2 von der Definition 3: Es sei eine beliebige
Gerade p in P(A4), d. h. ein Unterraum der Dimension 2 in A, gegeben. Nach 5 von
der Definition 2 existieren u, v € W* n pso dass Gu® # Gv°, d. h. auch (Fu)* % (Fv)*
ist. Es gilt ebenfalls Fu + Fv und demzufolge ist u — v & 0. Dannist [F(u — v)]* =
= G(u — v)” = G(u® — v°). Nachdem G(u® — v°) + Gu’, Gv’° ist, gilt (Fu)* +
+ (Fo)* # [F(u — v)]* * (Fu)*.

4. Die Eigenschaft 3 von der Definition 3 folgt sofort von der Voraussetzung 6
in der Definition 2 und von der Definition der Abbildung .

Theorem. Jeder Homomorphismus der projektiven Riume P(A), P(B) ist durch
eine verallgemeinerte semilineare Abbildung der Vektorriume A, B mit Riicksicht
auf einen gewissen Modul W induziert.

Bemerkung 2. Der Beweis des Theorems ist ziemlich unfangreich, deswegen beweisen
wir zuerst die Giiltigkeit einiger Satze; von denen dann die Behauptung des Théorems
folgen wird. Weiterhin werden wir voraussetzen, dass » ein Homomorphismus der
projektiven Raume P(4), P(B) ist.

Satz 6. Es seien Punkte Fx, Fu e B(A) so gegeben, dass (Fx)* + (Fu)* *
+ [F(x — u)]* # (Fx)* ist. Setze man (Fx)* = Gx'. Es existiert ein einziges
Element u’ = h(x, x', u) € B, u’ + 0 so dass (Fu)* = Gu’, [F(x — u)]* = G(x' — u')
gilt. ' ,

Beweis. Nachdem F(x — u) & Fx + Fu gilt, ist nach 1 von der Definition 3
[F(x — u)]* g (Fx)* + (Fu)*. Wir setzen [F(x — u)]* = Ga. Dann existieren t € G,
b € (Fu)* so dass a = tx' — b ist. Nachdem Ga # Gx', (Fu)* ist, gilt t 0, b # 0.
Setzen wir u' = t~'b. Dann ist w’ # 0 und (Fu)* = Gu’. Ausserdem gilt
[F(x - u)]* = Ga = Gt™'a = G(x' — u).

Es existiere in B ein Element u” so dass (Fu)* = Gu”, [F(x — u)]* = G(x' — u"
ist. Dann ist Gu” = Gu’, G(x’ — u’) = G(x' — ") und es existieren t,,1t,€G,
ti,t; £ 0 so dass u' = tju", X' — u' = ty(x’ — u") = x' — t,u” ist. Daher ergibt
sich (t, — 1) x’ = (¢t, — t;) u”. Nachdem (Fx)* + (Fu)* ist, gilt Gx' + Gu” und
ty =t, = 1. Deswegen ist ' = u".

Bemerkung 3. Wenn (Fx)* # (Fu)* und [F(x — u)]* = (Fx)* ist, dann setzen wir
h(x, x', u) = 0. Fiir u = 0 setzen wir ebenfalls h(x, x’, 0) = 0.

Satz 7. Fiir die Punkte Fx, Fu seien die Forderungen des Satzes 6 erfiillt. Dann
gilt w' = h(x, x', u) genau dann, wenn x' = h(u, u’, X) ist.

Der Beweis folgt unmittelbar vom Satz 6.
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Satz 8. Es seien die Punkte Fa, Fb, Fc € B(A) mit den folgenden Eigenschaften
gegeben: (Fa)* = Ga', (Fa)*, (Fb)*, (Fc)* liegen auf keiner Geraden in P(B),
[F(a — b)]* + (Fa)*, (Fb)* und [F(a —’c)]* % (Fc)*. Setzen wir b’ = h(a, a’, b).
Dann existieren die” Werte h(a, a', c), h(b, b’, ¢) und es gilt h(a, a’, ¢) = h(b, V', c).

Beweis. 1. Setzen wir voraus, dass [F(a — ¢)]* # (Fa)* ist. Dann ist (Fa)* +
% (Fe)* + [F(a — c)]* # (Fa)*. Nach dem Satz 6 gibt es ein einziges Element
¢ =h(a,a’,c)eB, ¢ +0. Dabei gilt (Fa)* = Ga’, (Fb)* = Gb’, (Fc)* = Gc/,
[F(a — b)]* = G(a’ — b'), [F(a — c)]* = G(a’ — ¢’). Die Elemente a,b,c sind
in A linear unabhiingig und demzufolge gilt nach dem Satz 3 (a) F(b — ¢) =
= (Fb + Fc) n [F(a — b) + F(a — c)]. Nach 1 von der Definition 3 gilt dann
[F(b - )] = (Fb)* + (Fe)*, [F(b - ¢)]* = [F(a — b)]* + [F(a — ¢)]*. Nachdem
(Fe)* & [F(a — b)]* + [F(a — ¢)]* ist, gilt [F(b — ¢)]* = [(Fb)* + (F¢o)*] n
n [(F(a = b))* + (F(a — ¢))] = (Gb’ + G¢') n [G(a’ — ') + G(a’ — ¢')]. Die
Elemente a’, b’, ¢’ sind in B linear unabhingig und nach dem Satz 3 (a) gilt: (Gb’ +
+Ge)n[G(a® — V) + G(a’ — ¢)] = G(b' — ¢) und daher [F(b — c)]* =
= G(b’ — ¢’). Nachdem G(b’' — ¢') + GV', G¢' ist, gilt [F(b — c)]* # (Fb)*, (Fc)*
und nach dem Satz 6 ist es mdglich den Wert h(b, b’, ¢) eindeutig zu bestimmen.
Dabei gilt (Fb)* = Gb’, (Fc)* = Gc', [F(b — ¢)]* = G(b’ — ¢’) und nach dem Satz 6
ist ¢’ = h(b, V', c).

2. Setzen wir voraus, dass [F(a — ¢)]* = (Fa)* ist. Nach der Bemerkung 3 ist
h(a, @', ¢) = 0. Nach dem Satz 3 (a) gilt [F(b — ¢)]* < [F(a — ¢)]* + [F(a — b)]*=
= (Fa)* + (Fb)*, [F(b — ¢)]* = (Fc)* + (Fb)*. Nachdem (Fc)* + (Fb)* +
% (Fa)* + (Fb)* ist, gilt [F(b — ¢)]* = (Fb)* und h(b, b’, c) = 0.

Nach 3 von der Definition 3 existieren Punkte X, Y, Z € .%'(A) derart, dass X*, Y*, Z*
nicht auf einer Geraden in P(B) liegen. Setzen wir X = Fx, X* = Gx’. Auf der Ge-
raden X + Y existiert nach 2 von der Definition 3 soein Punkt R, dass X* + Y* +
# R* + X*ist. Dann existiert ein Element y € A so dass Y = Fy, R = F(x — y)ist.
Nach dem Satz 6 existiert ferner ein einziges Element y’ = h(x, x’, y)e B, ' £ 0
so dass (Fy)* = Gy, [F(x — y)]* = G(x' — ') ist. Ahnlicherweise gibt es auf der
Geraden X + Z einen Punkt Q derart, dass X* & Z* 3= Q* # X* ist und es existiert
ein Element z € A, fiir welches Z = Fz, Q = F(x - z). Nach dem Satz 6 existiert
wieder ein Element z' = h(x, x’, z) € B, z' % 0 so dass (Fz)* = Gz', [F(x — z)]* =
= G(x' — z’) ist. Nach dem Satz 8 existiert dann h(y, ', z) und es gilt h(x, x', z) =
= h(y, ¥, z) = z'. Unter der Anwendung des Satzes 7 ergibt sich ferner x’' =
= h(y, y', x) = h(z, z’, x), y' = h(x, x', y) = h(z, ', y). Weiterhin werden wir vor-
aussetzen, dass die Punkte X, Y, Z, die Elemente x, x’ und y, y’, z, z’ festgewahlt sind.

Mit Hilfe der Punkte Fx, Fy definieren wir die Mengen W, W*, W, durch die
folgende Konstruktion: '

Esseiued, u#0.
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1. Wenn (Fu)* # (Fx)* ist, dann.ist
ueW < [F(x — u)]* + (Fu)*,
ueW*<[F(x — u)]* + (Fu)*, (Fx)*,
ue Wy < [F(x — u)]* = (Fx).

2. Wenn (Fu)* = (Fx)* ist, dann ist
ueW = [Fy - w] + (Fay,
ue W*<[F(y — u)]* + (Fu)", (Fy)*,
ue Wy = [F(y — u)]* = (Fy).

Im Falle u = 0 setzen wir u € W,

Bemerkung 4. Offenbar gilt W = W* U W,, W* n W, = 0. Nach dem Satz 6 und
der Bemerkung 3 existiert fiir jedes Element u € W ein Element h(x, x', u) € B bzw.
h(y, y', u) € B. Wenn z. B. (Fu)* % (Fx)* ist, dann ist h(x, X', u) + 0 im Fall u € W*
und im Fall u € W, ist h(x, x', u) = 0.

Satz 9. Fiir jeden Punkt U € B(A) existiert ein Element u € W* so dass U = Fu
ist.

Beweis. Es gilt entweder X* + U* oder Y* & U*. Setzen wir voraus, dass X* $ U*
ist. Auf der Geraden X + U existiert ein Punkt R so dass X* & U* % R* £ X* ist.
Dann existiert ein Eelement u € 4, fiir welches U = Fu, R = F(x — u) gilt. Nachdem
[F(x — u)]* + (Fu)*, (Fx)* ist, gilt u € W*.

Satz 10. Es sei u € W, u * 0 gegeben. Wenn (Fu)* # (Fx)*, (Fy)* ist, dann existie-
ren Werte u' = h(x, x', u), h(y, ¥, u) und es gilt h(x, x', u) = h(y, y', u).

Beweis. Da (Fu)* # (Fx)*, u € Wist, existiert nach der Bemerkung 4 ein Element
u' = h(x, x', u).
Setzen wir voraus, dass (Fu)* ¢ (Fx)* 4+ (Fy)* ist. Nach dem Satz 8 existiert ein
Element h(y, ', u) und es gilt u’ = h(x, x', u) = h(y, y’, u). Setzen wir voraus,
"dass (Fu)* g (Fx)* + (Fy)* ist. Dann ist (Fu)* & (Fx)* + (Fz)*. Es gilt
[F(x — 2)]* + (Fx)*, (Fz)* und da u € W, (Fu)* % (Fx)* ist, ist auch [F(x — u)]* +
% (Fu)*. Nach dem Satz 8 ist dann h(x, x’, u) = h(z, z’, u). Daher folgt [F(z — u)]* +
+ (Fz)*, wobei [F(y — z)]* # (Fy)*, (Fz)* ist. Nachdem h(x, X, z) = h(y, y', 2) =
=z’ ist, ist nach dem Satz 8 dann K(z, z’, u) = h(y, y’, u) und wir bekommen
schliesslich h(x, x’, u) = h(y, y', u).
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Bemerkung 5. Nach einer Umtauschung der Punkte Fx, Fy, Fz im Satz 10 ergibt
sich: Falls (Fu)* & (Fx)*, (Fz)* bzw. (Fu)* % (Fy)*, (Fz)* ist, dann ist h(x, x', u) =
= h(z, z', u) bzw. h(y, y', u) = h(z, z’, u). Wenn ue W, u #+ 0 ist, dann existieren
zumindest zwei von den Werten h(x, x’, u), h(y, y', u), h(z, z’, u) die dann einander
gleich sind. Im Falle u € W* ist dieser geimeinsame Wert von Null verschieden und
fiir u e W, ist gleich Null. Im Falle u = Oist h(x, x', u) = h(y, y’, u) = h(z, z’, u) = 0.

Satz 11. W ist eine Untergruppe der additiven Gruppe A und W, ist eine Unter-
gruppe in W.

Beweis. I. Wir beweisen, dass W eine Untergruppe in 4 ist.

1. Es sei ae W, a + 0. Der Punkt (Fa)* gehért zumindest einer der Geraden
(Fx)* + (Fy)*, (Fx)* + (Fz)*, (Fy)* 4+ (Fz)* nicht an; setzen wir z. B. voraus, dass
(Fa)* & (Fx)* + (Fy)* ist. Da a e W ist, gilt [F(x — a)]* # (Fa)* und nach dem
Satz 8 ist auch [F(y — a)]* + (Fa)*. Setzen wir ¢ = y — x — a. Vom Satz 3 ergibt
sich

(1) Fq = [F(y — x) + Fa] n[F(y — a) + Fx],
(2) F(x + a) = (Fx + Fa) n (Fq + Fy).

Setzen wir voraus, dass [F(x + a)]* = (Fa)* gilt. Nachdem F(x + a) £ Fx + Fa
ist, gilt [F(x + a)]* < (Fx)* + (Fa)* und demzufolge ist [F(x + a)]* + (Fy)*.
Von (2) bekommen wir (Fq)* < (Fy)* + [F(x + a)]* = (Fy)* + (Fa)*. Nachdem
[F(y = a)]* # (Fa)* ist, ist (Fy)* + (Fa)* = [F(y — a)]* + (Fa)* und (Fq)* <
c (Fa)* + [F(y — a)]*. Nach (1) ist (Fq)* < (Fx)* + [F(y — a)]*. Da (Fa)* +
+ [F(y — a)J* # (Fx)* + [F(y — a)]* ist, gilt (Fg)* = [F(y — a)]* Nach (1) ist
ferner (Fq)* < [F(y — x)]* + (Fa)*, d. h. [F(y — a)]* < [F(y — x)|* + (Fa)*.
Daher ist [F(y — x)]* € (Fa)* + [F(y — a)]* = (Fa)* + (Fy)*. Zugleich gilt
[F(y — x)]* = (Fx)* + (Fy)*. Nachdem (Fx)* + (Fy)* & (Fa)* + (Fy)* ist, gilt
[F(y — x)]* = (Fy)*. Dieses ist aber ein Widerspruch. Es gilt also [F(x + a)]* *
# (Fa)* und daher ist —a € W. «

2. Esseia,be W,a,b + 0.

a) Setzen wir voraus, dass (Fa)* # (Fb)* ist. Von den Punkten (Fx)*, (Fy)*, (Fz)*
liegt zumindest einer, z. B. (Fx)*, nicht auf der Geraden (Fa)* + (Fb)*. Ferner gilt
entweder [F(a + b)]* # (Fa)* oder [F(a + b)]* % (Fb)*. Es sei [F(a + b)]* +
+ (Fa)*. Setzen wir ¢ = x — (a + b) und setzen voraus, dass (Fq)* = [F(a + b)]"
ist. Dann ist (Fa)* + [F(a'+ b)]* = (Fa)* + (Fb)* = (Fa)* + (Fq)*. Nach dem
Satz 3(b) ist Fq < F(x — b) + Fa und deswegen ist (Fg)* < [F(x — b)]* + (Fa)*.
Daher ergibt sich [F(x — b)]* € (Fa)* + (Fq)* = (Fa)* + (Fb)*. Zugleich ist

[F(x = b)]* = (Fx)* + (Fb)*. Nachdem (Fa)* + (Fb)* % (Fx)* + (Fb)* ist, ist
[F(x — b)]* = (Fb)*. Dieses widerspricht aber der Voraussetzung be W. Es gilt
also [F(a + b)]* # [F(x — (a + b))]* und daherist a + be W.
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b) Setzen wir voraus, dass (Fa)* = (Fb)* ist und sei (Fx)* & (Fa)*. Nachdem
ae W ist, gilt [F(x — a)]* % (Fa)* und deswegen ist auch [F(x — a)]* + (Fb)".
Nach den Fillen 1, 2a) ist x — ae W und auch (x — a) — be W. Wenn [F(x —
— (a + b))]* = (Fx)* gilt, dann ist a + b € W,. Es sei [F(x — (a + b))]* + (Fx)*.
Nach 1,2a)ist x — (x + a + b) =a + be W.

II. Wir beweisen, dass W, eine Untergruppe in Wist.

1. Bssei a e Wy, a % 0. (Fa)* gehort zumindest einer der Geraden (Fx)* + (Fy)*,
(Fx)* + (Fz)*, (Fy)* + (Fz)* nicht an; setzen wir voraus, dass (Fa)* nicht auf
(Fx)* + (Fy)* liegt. Dann ist [F(x — a)]* = (Fx)* und nach dem Satz 8 auch
[F(y — a)]* = (Fy)*. Setzen wir g = y — x — a. Nach dem Satz 3(b) ist Fq =
= [F(y — x) + Fa] n [F(y — a) + Fx]. Nachdem [F(y — x)]* + (Fa)* # (Fy)" +
+ (Fx)* und (Fx)* + (Fy)* = (Fx)* + [F(y — a)]* = (Fx)* + [F(y — x)]*ist, gilt
(Fa)* = [(F(y = %)) + (Fa)*] n [(F(y — a))* + (Fx)*] = [F(y — x)]*. Nach dem
Satz 3(c) ist F(x + a) = (Fx + Fa) n (Fq + Fy)und demzufolge ist [F(x + a)]* =
= [(Fx)* + (Fa)] n [(F(y — x))* + (Fy)*] = F(x)*. Daher folgt —a € W,.

2a) Es sei ac W*, be W, b # 0 und sei (Fa)* & (Fb)*. Dann ist a + be W*:
Einer der Punkte (Fx)*, (Fy)*, (Fz)* liegt nicht auf der Geraden (Fa)* + (Fb)*;
setzen wir voraus, dass dieser der Punkt (Fx)* ist. Nach der Voraussetzung ist
[F(x — a)]* # (Fx)*. Setzen wir ¢ = x — a — b und setzen voraus, dass (Fg)* =
= (Fx)* ist. Nach dem Satz 3(b) ist Fg < Fb + F(x — a) und daher ist (Fg)* S
c (Fb)* + [F(x — a)]*. Es gilt aber (Fb)* + (Fx)* = (Fb)* + (Fg)* und nachdem
[F(x — a)]* = (Fb)* + (Fg)* ist, gilt [F(x — a)]* < (Fb)* + (Fx)*. Zugleich aber
ist [F(x — a)]* = (Fa)* + (Fx)* und deswegen ist [F(x — a)]* = (Fx)* und daher
ein Widerspruch. Es gilt [F(x — (a + b))]* + (Fx)* und also ist @ + be W*.

b) Es sei ae W, a + 0, b e W* beliebig vorgegeben. Dann ist a + be W*: Es
sei z. B. (Fx)* % (Fa)*, (Fb)*. Es gilt [F(x — a)]* = (Fx)*, [F(x — b)]* # (Fx)*.
Ferner ist [F(x + a)]* = (Fx)* nachdem—a € W, ist. Nach dem Fall a)ist x + a €
€ W*.Da —x € Wist,istauch b — x e W. Es gilt [F(x + a)]* = (Fx)* + [F(b — x)]*
und nach a) ist (x + a) + (b — x) € W*. Daherist a + b e W*.

c) Sei a, b e W, beliebig und wir setzen ¢ = a + b. Falls c e W* ist, dann ist
a=c— b, wo —beW,ist. Nach dem Fall b) ist a € W* und dieses ist ein Wider-
spruch. Es gilt also a + b e W,.

Bezeichnen wir R = {teF[tye W}, R, = {teF |tye Wo} und R* = R\R,.

Satz 12. Es gilt: 1. tue W,Vte R,Yue W. 2. tue W,, Vte Ry, Yu e W. 3. tu e W,,
VteR, YueW,.

Beweis. Fiir u = 0 bzw. t = 0 gilt die Behauptung. Setzen wir voraus, dass t # 0,
u % 0 ist.
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1. Es sei t € R, u € W gegeben.

a) Setzen wir voraus, dass (Fu)* & (Fx)* + (Fy)* ist. Nachdem u e W ist, gilt
[F(x — u)]* + (Fw* und auch

) [F(y — w)]* + (Fu)".

Da ty € Wist, gilt

(2) [F(x — ty)]* * (Fty)* = (Fy)*.
Wir setzen voraus, dass

3 [F(x + tw)]* = (Fu)*

gilt. Die Elemente ¢~ 'x, y, u sind linear unabhingig, darum ist nach dem Satz 3
4 Fly —t"'x —u)=[F(y — t7'x) + Fu] n [F(y — u) + Ft™'x],
) F(t7'x + u) = (Ft™'x + Fu)n [F(y — t"*x — u) + Fy].

Setzen wir ¢ = y — t~'x — u. Nachdem [F(t7'x + u)]* = [F(x + tu)]* * (Fy)*
ist, gilt nach (5) (Fq)* < (Fy)* + [F(x + tu)]*. Nach (3) ist dann (Fq)* <
c (Fy)* + (Fu)* und nach (1) ist (Fg)*  (Fu)* + [F(y — u)]*. Nach (4) ist
(Fg)* c [F(y — w)}* + (Fx)*. Demzufolge ist (Fg)* = [(Fu)* + (F(y — u)}*] n
A [(F(y — w)* + (Fx)*] = [F(y — u)]*. Nach (1) ist also (Fg)* + (Fu)*. Nach
(4) ergibt sich [F(y — t™'x)]* = [F(x — ty)]* < (Fg)* + (Fu)* = [F(y — u)]* +
+ (Fu)* = (Fy)* + (Fu)*. Nachdem [F(x — ty)]* c (Fx)* + (Fy)* ist, gilt
[F(x — ty)]* = [(Fx)* + (Fy)*] n [(Fy)* + (Fu)] = (Fy)". Dieses ist aber mit (2)
im Widerspruch und deswegen (3) gilt nicht. Von der Beziehung [F(x + tu)]* +
% (Fu)* = (Ftu)” folgt —tu € Wund nach dem Satz 11 ist tu € W.

b) Setzen wir voraus, dass (Fu)* < (Fx)* + (Fy)* ist. Es sei (Fu)* + (Fy)*.
Dann ist (Fu)* & (Fy)* + (Fz)*. Den Beweis fiihren wir analog wie im Teil a) durch,
eben der Punkt Fx wird durch den Punkt Fz ersetzt. Falls (Fu)* = (Fy)* gilt, dann
ist (Fu)* & (Fx)* + (Fz)*. Da nach dem Teil a) tz € W ist, kann der Beweis soeben
wie in a) durchgefiihrt werden, nur der Punkt Fy wird durch den Punkt Fz ersetzt.

2. Es sei t € Ry, u € W gegeben.

a) Setzen wir voraus, dass (Fu)* & (Fx)* + (Fy)* ist. Nachdem te€ R, ist, ist
tye W, und deswegen ist [F(x — ty)]* = (Fx)*. Setzen wir g =y — t"'x — u.
Nach (4) ist (Fq)* € [F(x — ty)]* + (Fu)* = (Fx)* + (Fu)* und (Fq)* < [F(y —
— u)]* + (Fx)*. Nachdem u € W ist, gilt [F(y —-4)]* % (Fu)* und demzufolge ist
(Fx)* + (Fu)* #+ [F(y — u)]* + (Fx)*. Daher ist dann (Fg)* = [(Fx)* + (Fu)] n
N [(F(y — u))* + (Fx)*] = (Fx)*. Nach (5) ist (Fg)* g (Fy)* + [F(x + tu)]* und
also ist [F(x + tu)]* < (Fy)* + (Fx)*. Zugleich ist [F(x + tu)]*  (Fx)* + (Fu)*

150



und also ist [F(x + tu)]* = [(Fy)* + (Fx)*] n [(Fx)* + (Fu)*] = (Fx)*. Dieses
bedeutet aber, dass —tu € W, ist und nach dem Satz 11 ist tu € W,

b) Setzen wir voraus, dass (Fu)* < (Fx)* + (Fy)* ist. Den Beweis fiihren wir bei
der Benutzung des Ergebnisses von a) analog wie im Falle 1b) durch.

3. Es sei te R, u € W, gegeben.

a) Setzen wir voraus, dass (Fu)* ¢ (Fx)* + (Fy)* ist. Dann ist [F(x — ty)]* #
* (Fyy*, [F(x — u)]* = (Fx)* und auch (Fy)* = [F(y — u)]*. Setzen wir wieder
g =y — t”'x — u. Nach(4)ist (Fg)* = [F(x — ty)]* + (Fu)*. Nachdem [F(x —
— ty)]* + (Fy)*ist, gilt [F(x — ty)]* + (Fu)* % (Fu)* + (Fy)* und daher ist dann
(Fa)* + (Fy), [F(y — u)]". Nach (4), (5) gilt (Fx)* = [(Fg)* + (F(y — w)}]n
N [(Fx)* + (Fu)] = [(Fq)* + (Fy)*] n [(Fx)* + (Fy)*] = [F(x + tu)]*. Deswegen
ist —tu € W, und nach dem Satz 11 ist tu € W,.

b) Wenn (Fu)* < (Fx)* + (Fy)*ist, dann fiihren wir den Beweis ahnlich wie in 1b)
durch.

Satz 13. R ist ein totaler Ring im Korper F, Ry = {teR |t +0,t™* ¢ R} U {0}.

Beweis. 1. Rist ein Ring: Essei t,, , € R. Dannist t,y, t,y € W. Nach dem Satz 11
ist t;y + t,y = (t; + t,) y € Wund daher ist ¢, + t, € R. Nachdem t,ye W, t, € R
ist, ist nach dem Satz 12 t,(t;y) = (t,t,) y € Wund daher ist ¢,t, € R.

2. Rist ein totaler Ring in F: Es sei t € F \ R gegeben. Dann ist ty ¢ W und eben-
falls tx ¢ W. Dieses bedeutet, dass [F(y — tx)]* = [F(x — t1y)]* = (Fx)* gilt.
Daher folgt ™'y e W, und t~! e R,., Es sei ein beliebiges Element te Ry, t % 0
gegeben. Dann ist ty € W, und nach dem Satz 12 auch tx € W,. Darum ist
[F(y — tx)]* = (Fy)*. Es ist aber [F(y — tx)]* = [F(x — t™'y)]* = (Fy)* =
= (Ft™'y)* Dabher ist dann t"'y ¢ Wund t™! ¢ R.

Bemerkung 6. Nach dem Satz 1 ist R, ein Maximalideal in R und R\ R, ist ein
Korper. Nach dem Satz 12 ist tu € W fiir alle t € R, u € W. Nach der Einfiihrung
dieser dusseren Operation ist W ein Modul iiber dem Ring R und W, ist ein Unter-
modul des Moduls W.

Satz 14. Es sei a, be W; a, b % 0 und sei
1. (Fx)* & (Fa)* + (Fb)* im Falle (Fa)* + (Fb)",
2. (Fx)* % (Fa)* im Falle (Fa)* = (Fb)".
Dann ist h(x, x', a + b) = h(x, x', a) + h(x, x’, b).
Beweis. Setzen wir voraus, dass (Fa)* & (Fb)* ist. ‘
a) Wenn a, b e W, dann ist a + be W, und es gilt h(x, %', a) = h(x, x', b) =
= h(x, x’,a + b) = 0 und also ist h(x, x’, a + b) = h(x, x', @) + h(x, x', b).
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b) Es sei a € W*, be W*. Setzen wir a’ = h(x, x’, a), b’ = h(x, x’, b). Dann ist
nach dem Satz 6 (Fa)* = Ga’, (Fb)* = Gb', [F(x — a)]* = G(x' — a'), [F(x — b)]* =
= G(x’ — b’), wobgi [F(x — a)]* # (Fx)* (Fa)* ist. Die Elemente x', a’, b’, sind
in B linear unabhéngig und die Elemente x, a, b sind linear unabhéngig in A. Nach
dem Satz 3b) ist F(x — a — b) = [F(x — a) + Fb] n [F(x — b) + Fa]. Es gilt
[F(x — a)]* # (Fb)*, [F(x — b)]* + (Fa)*. Nachdem [F(x — a)]* + (Fx)*, (Fb)*
ist, gilt [F(x — a)]* + (Fb)* + [F(x — b)]* + (Fa)* und demzufolge ist [F(x — a —
=B = [(FGs — @)y + (FoY] o [(F(x — B + (Fa)] = [6(x' — @) + Gb]
N [G(x' = b') + Ga'] = G(x’ — a’ — b’). Nach dem Satz 3c) ist F(a + b) =
= (Fa + Fb)n [F(x — a — b) + Fx]. Es gilt (Fa)* &+ (Fb)*. Nach dem Teil
II, 2, b) des Beweises des Satzes 11 ist a + b e W* und demzufolge ist [F(x —
— (a + b))J* = (Fx)*. Offenbar ist (Fa)* + (Fb)* + [F(x — a — b)]* + (Fx)* und
deswegen [F(a + b)]* = [(Fa)* + (Fb)*] n [(F(x — a — b))* + (Fx)*] = (Ga’ +
+ GY)n[G(x' —a - b) + Gx'] = G(a’ + b’). Es gilt also (Fx)* = Gx/,
[F(a + b)]* = G(a' + V'), [F(x — (a + b))]* = G(x' — (a’ + }')). Nach dem Satz
6 ist-dann h(x, x’, a + b) = h(x, x', a) + h(x,x’,b) = a’ + b'".

c) Es sei ae W*, beW,. Dann ist (Fa)*= Ga', [F(x — a)]* = G(x' — a’),
[F(x — b)]* = (Fx)*, b’ = 0. Setzen wir ¢ = x — (a + b). Nach dem Satz 3 gilt
dann (Fq)* < (Fa)* + [F(x — b)]* = (Fa)* + (Fx)* = (Fa)* + [F(x — a)]* und
(Fq)* = (Fb)* + [F(x — a)]*. Daher ist (Fq)* = [F(x — a)]* = G(x' — a') =
= [F(x — (a + b))]*. Ferner ist nach dem Satz 3 [F(a + b)]* < (Fa)* + (Fb)*,
[F(a + b)]* = (Fq)* + (Fx)* = [F(x — a)]* + (Fx)* = (Fa)* + (Fx)*. Daher ist
[F(a + b)]* = (Fa)* = Ga’'. Nach dem Satz 6 ist dann h(x, x, a + b) = h(x, X', a).
Nachdem h(x, x’, b) = 0 ist, gilt h(x, x', a + b) = h(x, x', a) + h(x, x', b).

2. Setzen wir voraus, dass (Fa)* = (Fb)*. Fiir zumindest einen der Punkte Fy, Fz —
sei es der Punkt Fy — gilt (Fa)* + (Fy)*. Dann liegt der Punkt (Fx)* nicht auf der
Geraden (Fa)* + (Fy)* und nach dem Fall 1 ist h(x, X', a + y) = h(x, x', y) +
+ h(x, x', a). Nachdem —ae W ist, gilt [F(a + y)]* # (Fa)*. Der Punkt (Fx)*
liegt nicht auf der Geraden (Fb)* + [F(a + y)]* und deswegen ist wieder nach
dem Fall 1 h(x, x', b) + h(x, x’,a + y) = h(x, X, a + b + y).

a) Es sei a + b = 0. Dann ist nach dem vorherigen h(x, x’, @) + h(x, X, b) +
+ h(x, x', y) = h(x, x', a + b + y) = h(x, x', y). Daherist h(x, x', a) + h(x, x', b) =
=0= h(x,x',a + b).

b) Es sei a + b # 0. Nachdem [F(a + b)]* + (Fy)* ist, gilt nach dem Fall 1
h(x, x', y) + h(x,x’,a + b) = h(x,x’,a + b + y). Nach dem Einsetzen von den
vorangehenden Beziehungen ergibt sich h(x, x', ) + h(x, x', @ + b) = h(x, x’, y) +
+ h(x, x', a) + h(x, x', b). Es gilt also h(x, x’, a) + h(x, X', b) = h(x, x', a + b).

Bemerkung 7. Der Satz 14 gilt auch fiir ¢ = 0. Dann ist h(x, x’, a) = 0 und
h(x, x', a + b) = h(x, x', b) = h(x, x', a) + h(x, x', b). Ahnlicherweise auch fiir den
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Fall b = 0. Wenn der Punkt Fy bzw. Fz den Forderungen des Satzes 14 fiir Fx
geniigt, dann beweist man dhnlich, dass h(y, y’, a + b) = h(y, y', a) + h(y, y’, b)
bzw. h(z,z',a + b) = k(z, z', @) + h(z, z', b) gilt.

Fiir ein beliebiges Element u € W sind nach der Bemerkung 5 zumindest zwei der
Werte h(x, x', u), h(y, ', u), h(z, z’, u) definiert und diese sind einander gleich.
Diesen gemeinsamen Wert bezeichnen wir mit u°. o ist eine Abbildung der Menge W
in B und fiir u € W* gilt nach dem Satz 6 die Bezichung (Fu)* = Gu°.

a) Es gilt (a + b)° = a° + b°, Va,be W: Zwischen den Punkten Fx, Fy, Fz
existiert zumindest einer, z. B. Fy, fiir welchen (Fy)* & (Fa)* + (Fb)* im Falle
(Fa)* # (Fb)* und (Fy)* # (Fa)* im Falle (Fa)* = (Fb)* gilt. Nach dem Satz 14
und der Bemerkung 7 ist h(y, y’, a + b) = h(y, ¥, a) + h(y, y', b),d. h.(a + b)* =
=a’ + b°.

b) Esseienu € W*, t € R* beliebige Elemente. Dann ist tu € W* und es gilt (Fu)* =
= Gu° = (Ftu)* = G(tu)°. Es existiert ein einziges Element g(t, u) € G, g(t, u) + 0
derart, dass (tu)® = g(t, u) u® ist. Wenn t € R, ist, dann setzen wir g(t, u) = O fiir
ein beliebiges u € W*. Nachdem dann tu € W, ist, gilt (tu)® = 0, g(t, u) u* = 0 d. h.
(tu)’ = g(t, u) u°.

Fiir beliebige ¢ € R und u, ve W* gilt g(t, u) = g(t, v): Wenn t € R, ist, dann ist
g(t,u) = g(t,v) = 0. Sei t € R*. Setzen wir zuerst voraus, dass (Fu)* % (Fv)* ist.
Nach dem Teil II 2 a) des Beweises des Satzes 11ist u + ve W*und g(t, u + v) u” +
+g(t,u+0)v” =g(t,u+0) (W +0°) =g(t,u + v)(u + v)° = [u + v)]° =
= (tu + t)" = (tu)” + (tv)” = g(t, u) u” + g(t, v) v°. So bekommen wir [g(t, u + v) —
- g(t,w)]u® =[g(t,v) — g(t,u + v)] v". Da Gu® + Gv" ist, gilt g(t, u) =
= g(t,u + v) = g(¢, v). Es sei (Fu)* = {Fv)*. Es existiert ein Punkt, z. B. Fx derart,
dass (Fu)* + (Fx)* ist. Nach dem obigen ist dann g(t, u) = g(¢, x) = g(t, v). Fiir
jedes t € R bezeichnen wir 1 = g(t, u), wo u € W* ist. Dann ist ¢ eine Abbildung
von R in G und t? = 0 genau dann, wenn t € R, ist. Nach dem Vorangehendem ist
(tu)” = t°u®, Vte R, Vuec W*. Es sei teR, ue W,. Dann ist tu e W, und (tu)’ =
= t?u’ = 0. Es gilt also (tu)” = t*u°, Vte R, Vu € W.

Das Paar (g, o) ist eine verallgemeinerte semilineare Abbildung der Vektorraume
A, B mit Riicksicht auf den Modul W: Nach dem Satz 13 und der Bemerkung 6
ist Wein Modul iiber dem totalen Ring Rim Korper F, W< Aund R, = {teR |t *
+ 0,t7! ¢ R} U {0}. o ist eine Abbildung von Win B und ¢ ist eine Abbildung von R
in G. Nach a) ist (a + b)° = a° + b°, Va, b € W, nach b) gilt (tx)° = t°x°, VteR,
Vx e Wund t* = 0 <t € R,. Vom Satz 9 folgt die Bedingung 4 von der Definition 2.
Jede Gerade von P(A)ist ein Unterraum der Dimension 2 in 4. Von der Forderung 2
der Definition 3 folgt deswegen die Bedingung 5 der Definition 2 und nach 3 von der
Definition 3 gilt 6 von der Definition 2.

Die verallgemeinerte semilineare Abbildung (@, ¢) induziert den gegebenen
Homomorphismus » der projektiven Raume P(4), P(B), nachdem (Fu)* = Gu°,
Yu € W* gilt. Damit ist unser Theorem bewiesen.
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