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časopis pro pěstováni matematiky, roČ. 103 (1978), Praha 

BEMERKUNG ÜBER GEMEINSAME BEZIEHUNG 
ZWISCHEN KARTESISCHEN GRUPPEN UND 

KARTESISCHEN ZAHLENSYSTEMEN 

VACLAV HAVEL und IVAN STUDNIÖKA, Brno 

(Eingegangen am 6. Januar 1977) 

Das kartesische Zahlensystem wurde von R. BAER im Jahr 1942 eingeführt ([1], 
S. 145), während die kartesische Gruppe von G. PICKERT im Jahr 1952 ([4], S. 335). 
Zu dem Zusammenhang zwischen diesen beiden Begriffen hat sich schon im Jahr 
1954 L. LOMBARDO-RADICE ([3], S. 133-134) geäußert, aber nur in Richtung zu 
seinen „Refraktionsebenen". 

Im vorliegenden Artikel ordnen wir jeder vertikal-transitiven Ebene 17 mit einem 
Bezugssystem 33 schon eindeutig eine kartesische Gruppe CGn % und zugleich ein 
kartesisches Zahlensystem CNSn^ zu, klären den beiderseitigen Zusammenhang 
(Behauptung 1) und schließen einige Folgerungen (Behauptungen 2, 3, 4). Dabei 
kann man die Frage stellen, ob eine kartesische Gruppe existiert, die mit dem ange­
schlossenen kartesischen Zahlensystem zusammenfällt und entweder keine Distri-
butivität erfüllt oder aus beiden Distributivitäten genau die linke Distributivität 
erfüllt. Es ist nicht schwierig Beispiele von solchen kartesischen Gruppen zu kon­
struieren (§ 3). 

1. Es sei eine projektive Ebene gegeben mit einer ausgezeichneten Geraden g^ 
und einem ausgezeichneten Punkt X«, auf goo-1) Ist diese Ebene (!«,, g^) — transitiv 
im Sinne von [1], S. 140, dann werden wir für sie die Benennung vertikal-transitiv 
gebrauchen. 

Für ein Bezugssystem einer solchen vertikal-transitiven Ebene erklären wir jedes 
geordnete Quadrupel (0, Xx» Y^, E) von Punkten in allgemeiner Lage und mit 
^ocToo = 9« und setzen Z x : = 0E VI 9*, K : = ((£*«> n 0Y^) (EY„ n 0X„)) n 
n 9 ao- I m weiteren untersuchen wir eine vertikal-transitive Ebene II mit einem 
Bezugssystem -8 = (0, X^, Y^, E). Setzen wir Jt := 07«, \ {Y«,} und führen binäre 
Operationen + , © , . , © auf Jt folgendermaßen ein (Abb. 1—4): 

*) Im weiteren bezeichnen wir mit AB die Gerade durch Punkte A ={= B und mit a n b den 
Schnittpunkt der Geraden a"¥ b. Die Geraden fassen wir als Punktmengen auf. 
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(1) а + Ъ : = 0Уда П {{аХх П 02х) Уж П Ъ2„) Х д а Ча,ЪеМ, 

(20 0 я - О У ^ П ^ а ^ П О Х ^ У ^ П О ^ ^ ) ^ Уае^Г, 

(22) (0а) ф Ь : = ОУда П ((а2да П ОХда) Уда П 02да) Хж Ча,ЪеМ, 

(3) а . Ь ^ О У ^ П Х ^ а Х ^ П О г ^ Г о о П О ^ Х ^ П Ё У ^ ) Ча,ЪеМ, 

(4) а О Ь : = ОУда П ^ ( ( я ^ П ОХто) Ул П 0(ЬХ„ П ЕУ„) Ча,ЪеМ . 

•У. 

V. 
a + 6* *-=—-* 7 

a » --—-X 

0/ . xm 

Abb. 1. Abb. 2. 

i : ^ — - 7 1 * 
/ / 

/f / 
QV / yLj/ 

^ // ''' 

Abb. 3. Abb. 4. 

Daraus folgt, daß (Jt, + , 0), (Jt, ©, 0) Gruppen mit neutralem Element 0 sind, daß 
für jedes x 6 Jt die Beziehungen O = x.O = O.x = x 0 O = O 0 x , x = Vx = 
= x . l , x = 1 0 x , ©x = x O (©1) gelten und daß 

(5) # { x e ^ | x . a = x . b + c } = # { x e ^ f | c + b . x = a .x} = l 
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für jedes a, b, c e M mit a 4= b, und 

^{xeM\xQ a = x Ob ® c) = ^{x e M \ c ® b O y = a O y} = 1 

für jedes a, b, c e M mit a + b gilt. 

Damit sind die nachstehenden Definitionen motiviert. Ein geordnetes Quadrupel 
(M, +,., 0) heißt verallgemeinerte kartesische Gruppe, falls M eine wenigstens zwei-
elementige Menge ist, wobei (M, +, 0) eine Gruppe bildet, x . 0 = 0 . x = 0 für 
jedes x e M gilt und die Bedingung (5) erfüllt ist. Wenn überdies ein ausgezeichnetes 
Element 1 e M existiert mit x . 1 = 1 . x = x für jedes x e M, bzw. mit 
— (x . ( — 1)) = 1 . x = x für jedes x e M, so heißt (.//, +, . ,0) eine kartesische 
Gruppe, bzw. ein kartesisches Zahlensystem. 

Wjr können nun die obigen Betrachtungen kürzer fassen: Die gegebene vertikal­
transitive Ebene U mit ihrem Bezugssystem 93 bestimmt eindeutig eine kartesische 
Gruppe CGn % und ein kartesisches Zahlensystem CNSn %. Umgekehrt ist jede 
kartesische Gruppe, bzw. jedes kartesische Zahlensystem isomorph2) mit der karte-
sischen Gruppe CGnjg bezüglich einer geeigneten vertikal-transitiven Ebene I7 mit 
einem geeigneten Bezugssystem 93, bzw. mit dem kartesischen Zahlensystem CNSn % 
bezüglich einer geeigneten vertikal-transitiven Ebene 17 mit einem geeigneten Bezugs­
system SB. Diese wohlbekannte Tatsache lassen wir hier ohne Beweis. 

2. Es sei 17 eine vertikal-transitive Ebene und © = (0, X^, Y^, E) ihr Bezugs­
system. Wir bezeichen wie oben CGn<% = (M, +, .,0,1) und CNSn % — (M, ®, 
O, 0,1). Wir setzen a . b = c o a =: cjb und aQb = coa=: cjjb. 

Behauptung 1. Für die binaren Operationen + , . , © , © gelten die Beziehungen 

(0 + = ©, 
(ii) (-al-l).b = aOb Va,beM, 

(iii) (cjjl) Qd = cd Vc,deM . 

Behauptung 2. Die binaren Operationen . , O fallen zusammen, wenn und nur wenn 

(iv) a . (— 1) = — a Va e M , 

bzw. wenn und nur wenn 

(v) a O 1 = a \faeM . 

ist. 

Behauptung 3. CGn % erfüllt die linke, bzw. rechte Distributivität3), wenn und 
nur wenn CNSn % die linke, bzw. die rechte Distributivität erfüllt. 

2) Gemeint ist der übliche Isomorphismus der algebraischen Systeme mit derselben Signatur. 
3) Wir gebrauchen hier die Unterscheidung der beiden Distributivitäten nach G. Pickert 

(Addition bevorzugt die Multiplikation). 
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Behauptung 4. Die Assoziativität für . ist genau dann der Assoziativität für O 
äquivalent, wenn die Operationen . , O zusammenfallen. 

Beweis der Behauptung 1. Es seien a, b beliebige Elemente der Menge J£\{0}. 
Dann gilt (Qa) © b = ( — a) + b genau dann, wenn für die Punkte B', C BfX^ = 
= CK«, gilt. (Bf und C werden so konstruiert, daß für A = a, Af = b zuerst 
B := OX^ VI AZ^, C := OX^ VI Al^ gefunden wird und dann Bf := A'Z«, VI BY^, 
C := A'2„ VI CY^.) Die Geltung von B'X^ = CX^ ist aber eine Folge des 

Desarguesschen Satzes (mit Zentrum Y«, und Achse goo)> angewendet auf die 
Punkte A, B, C, Af, Bf, C (Abb. 5). Insbesondere für b = 0 bekommt man Qa = 
= -^a, so daß das Zusammenfallen von . und O daher folgt (Abb. 6). Die Gerade 
(FX«, n OYooHFYoo i~l OXoo), bzw. aZ^, hat bezüglich CGn# die Gleichung >; = 
= x . (-1) + 1, bzw. y = x . ( - 1 ) + a, so d a ß ( - a / - 1 ) . b e f ^ VI OK«,) Y«, VI 
VI O(b-Yoo l~l FYoo))Koo ist. Daraus folgt (-a\-l). b = a O b für jedes a , t e .// . 
Setzen wir —aj — 1 = c, dann ist c . b = a O b, während (ii) ergibt ( — a\ — l).l = 
= a 0 1 , d . h . a = c\\l, und folglich c . b = (c//1) O b . " 

Behauptung 2 ist eine unmittelbare Folge der Behauptung 1. 

Beweis der Behauptung 3, Angenommen es gilt die linke Distributivität 

(A) (a + b).c = a.c + b.c ^ta,b,ceM . 

Es soll die linke Distributivität 

(B) (d + b)Oc=*aOc + bOcVa,b,ceJ/ 

hergeleitet werden. 
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Für jedes a, b, c e M ist a Q c + b Q c = (-a\-l) . c + (-bj-1). c = 
= ((-a\-l) + (-b\-l)) . c und weiter auch (a + b) Q c = (-(a + b)\-l). c. 
Für jedes a>b,u,ve Ji ist die Summe von —a = u.(—l), —b = v.(—l) gleich 
u . ( - 1 ) + v . (-2) = (u + v) . ( -1 ) , so daß also« + v = (-a - b)\-l. Nachdem 
aber (A) die Komutativität der Addition + zur Folge hat (vgl. z. B. [4], S. 336), ist 
auch —a — b = —(a + b) für jedes a,beJf. Daraus folgt schon (B). 

Im weiteren setzen wir (B) voraus und wollen (A) herleiten. Erstens ist für jedes 
a,b,ceJ? a . c + b . c = (a\\l) Qc + (b\\l) Qc = (a\\l + b\\l) Q c und zwei­
tens (a + b) . c = ((a + b)\jl) Q c. Für jedes a, b, u,veJi ist die Summe von 
a = uQ 1, b = v Q 1 gleich u Q 1 + v Q 1 = (u + v) Q 1, so daß also u + v = 
= (a + b)\\l und daraus folgt schon (A). 

Es gelte nun die rechte Distributivität 

(C) a.(b + c) = a.b + a.c Va9b,ceJit. 

Wir wollen die restliche rechte Distributivität 

(D) a Q (b + c) = a Q b + a Q c Va, b, c e M 

herleiten: Die linke Seite von (D) ist gleich ( — a\ — l) .b + ( — a\ — l).c = ( — a\ — 1) . 
. (b + c) und die rechte Seite ist gleich ( — a\ — l) . b + (—a\ — l). c = ( — a\ — l). 
. (b + c). Damit ist (D) erfüllt. 

Falls (D) gilt, dann ist a Q (b + c) = (a\\l) .(b + c) und a .b + a . c = 
= (a\\l) Qb + (a\\l) Qc = (a\\l) . (b + c), womit ist (C) erfüllt. 

Beweis der Behauptung 4. Für a,b,ceJt gelte (a Q b) Q c = a Q (b Q c). 
Nach (ii) ist dann (-(-a\-l) .b\-l) . c = (-a\-l) .((-b\-l) . c) und für 
u = —aj — 1, v = —b\ — l, w = —(u . b)\ — l also w . c = u . (v . c). Zur Geltung 
von (u . v). c = u .(v . c) ist also notwendig sowie auch hinreichend, daß w = u . v 
oder auch -~(u . b) = (u . v). ( — 1) gilt. Für v = 1 folgt daraus b = 1 und —u = 
= u . ( — 1), so daß dann . = O. 

Für a,b9ceJ( gelte nun (a . b) . c = a . (b . c). Dann folgt nach (iii) auch 
(((a\\l) Q b)\\l) Q c = (a\\l) Q ((b\\l) Q c) und für u = a\\l, v = b\\l und w = 
= (u Q b)\\l ist also w Q c = u Q (v Q c). Zur Geltung von ( M 0 Ü ) 0 C = 

— u Q(v Q c) ist also notwendig und hinreichend, daß w = u Q v oder auch 
u Qb = (u Q v) Q 1 ist. Für v = 1 folgt daraus b = 1 und weiter u Q 1 = 
— (u Q 1) Q 1, woraus sich schon (v) und . = 0 ergibt. • 

3. Es sei (0t, + , . , 0,1) der Körper der reellen Zahlen. Wir nehmen eine auf 
{x € 0t | x <ji 0} von — oo zu 0 stetige monotone reelle Funktion f und definieren die 
Multiplikation .f auf M, so daß a .f b :« f(a) . b, falls a, b < 0 und a .fb := a .b 
in allen übrigen Fällen ist. Nach [3], S. 136-137, ist (M, +, .f, 0,1) eine kartesische 
Gruppe mit x .f ( -1) = -f(x) für jedes x S 0. Ist f =# id^^j^op so gibt es x0 < 0, 
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so daß x0 -f(""l) + *o- Daher ist (0t, +, f, 0,1) kein kartesisches Zahlensystem. 
Es ensteht die Frage nach der Existenz einer kartesischen Gruppe, die zugleich ein 

kartesisches Zahlensystem ist und wenigstens eine Distributivität nicht erfüllt. 
M. HALL fand schon in seiner grundlegenden Arbeit [2] (in Appendix, S. 273-276) 
Linksquasikörper R, S, T, U (in seiner Bezeichnung) der Ordnung 9, von denen 
keiner die linke Distributivität erfüllt; R hat assoziative Multiplikation und S, T, U 
nicht; das Element — 1 liegt bei JR, S, Tim Zentrum, bei U aber nicht, so daß R, S, T 
zugleich kartesische Zahlensysteme sind, während U nicht diese Eigenschaft hat. 
Somit hat man also ein Beispiel der kartesischen Gruppe, wo die linke Distributivität 
verletzt ist. 

Wir kehren nun zu dem Körper (0t, + , . , 0, 1) der reelen Zahlen zurück. Definiert 
man weiter eine neue Multiplikation *f auf 0t mittels a *f b : = b .f a für jedes 
a,be0t, wobei die obige Funktion f so gewählt ist, daß f(—1) = — 1, f 4= id{JC€̂ |X-g0}> 
so sind in der kartesischen Gruppe (0t, +, *f, 0, 1) beide Distributivitäten, sowie 
auch die multiplikative Assoziativität verletzt, jedoch gilt x *f (— 1) = — x für jedes 
xe0t. 

Zuletzt wollen wir ein Beispiel der kartesischen Gruppe angeben mit kommuta-
tiver Multiplikation, aber mit verletzter Distributivität. Wir nehmen den Körper der 
rationalen Zahlen (3, + , . , 0, 1) und wandeln die Multiplikation . in eine neue 
Multiplikation O wie folgt um: Wir setzen 3! := {p\q | p ist eine ungerade ganze 
Zahl; q eine nichtverschwindende ganze Zahl; p, q teilerfremd}, ocx = 2 für jedes 
x e 3 \ 3', ocx = 0 für jedes xe 3' und a O b = a . b . (1 + oca . ocb) für jedes a,be 3. 
Offensichtlich ist O kommutativ. Wegen 2 O (4 + 1) # 2 O 4 + 2 O 1 ist die 
Distributivität verletzt. Die Gültigkeit von #{x e 3 \ x O a = x O b + c} = l für 
jedes a,b,ce 3 mit a 4= b prüfen wir folgendermaßen nach. Es ist x O a — x O b = 
= x . a . (1 + ocx . oca) - x . b . (1 + ocx . ocb), so daß die Gleichung x Q a = x O 
O b + c als x . (a - b + ocx . (a . oca - b . a )̂) = c überschrieben werden kann. 
Diese Gleichung lautet für x e 3': (*) x . (a — b) = c und für xe 3\3': (**) 
x . (a - b -F 2 . (a . oca - b . ocb)) = c. Es seien nun a, fr, c drei vorgegebene Elemen­
te aus 3, wobei a 4= b. Ist erstens c = 0, dann ist 0 die einzige Lösung in 3' der 
Gleichung (*) und im Fall a - b + 2 . (a . oca - b. ocb) 4- 0 gibt es keine Lösung 
der Gleichung (**) in 3 \ 3'. 

Bemerken wir, daß für a — be3', bzw. e3/3! auch a - b + 2 . (a . oca -
- b . ocb) e 3', bzw. e 3 \ 3' ist. Daraus folgt, daß der Fall c = 0, a - b + 2 . 
. (a . oca — b . ocb) = 0 nicht möglich ist, weil aus der zweiten Gleichung einerseits 
a - be3'\{0}, anderseits aber auch a - b = -2 .(a . oca ~ b . ocb)e3\3' folgt, 
was einen Widerspruch liefert. Zweitens setzen wir nun c 4= 0 voraus, so daß die 
Gleichung (*) höchstens eine Lösung in 3' und die Gleichung (**) höchstens eine 
Lösung in 3 \ 3' hat. Weil aber a - b und a — b + 2 .(a . oca — b. ocb) zugleich 
zu 3' oder zugleich zu 3 \ 3' gehören, hat entweder die Gleichung (*) eine Lösung 
in 3' und die Gleichung (**) keine Lösung in 3 \ 3' oder die Gleichung (*) keine 
Lösung in 3! und die Gleichung (**) eine Lösung in 3 \ 3'. 
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