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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 103 (1978), Praha

BEMERKUNG UBER GEMEINSAME BEZIEHUNG
ZWISCHEN KARTESISCHEN GRUPPEN UND
KARTESISCHEN ZAHLENSYSTEMEN

VAcLAv HAVEL und IVAN STUDNICKA, Brno
(Eingegangen am 6. Januar 1977)

Das kartesische Zahlensystem wurde von R. BAER im Jahr 1942 eingefiihrt ([1],
S. 145), wihrend die kartesische Gruppe von G. PICKERT im Jahr 1952 ([4], S. 335).
Zu dem Zusammenhang zwischen diesen beiden Begriffen hat sich schon im Jahr
1954 L. LoMBARDO-RADICE ([3], S. 133—134) geduBert, aber nur in Richtung zu
seinen ,,Refraktionsebenen‘‘.

Im vorliegenden Artikel ordnen wir jeder vertikal-transitiven Ebene II mit einem
Bezugssystem B schon eindeutig eine kartesische Gruppe CGj g und zugleich ein
kartesisches Zahlensystem CNS; g zu, kliren den beiderseitigen Zusammenhang
(Behauptung 1) und schliefen einige Folgerungen (Behauptungen 2, 3, 4). Dabei
kann man die Frage stellen, ob eine kartesische Gruppe existiert, die mit dem ange-
schlossenen kartesischen Zahlensystem zusammenfillt und entweder keine Distri-
butivitdt erfiillt oder aus beiden Distributivititen genau die linke Distributivitat
erfiillt. Es ist nicht schwierig Beispiele von solchen kartesischen Gruppen zu kon-
struieren (§ 3).

1. Es sei eine projektive Ebene gegeben mit einer ausgezeichneten Geraden g,
und einem ausgezeichneten Punkt X ,, auf g,,.") Ist diese Ebene (X, g,,) — transitiv
im Sinne von [1], S. 140, dann werden wir fiir sie die Benennung vertikal-transitiv
gebrauchen.

Fiir ein Bezugssystem einer solchen vertikal-transitiven Ebene erklaren wir jedes
geordnete Quadrupel (0, X, Y, E) von Punkten in allgemeiner Lage und mit
X, Y, =g, und setzen Z_ := 0E [ gu, 2, := (EX,, [ 0Y,) (EY,, M 0X,))
[N go. Im weiteren untersuchen wir eine vertikal-transitive Ebene II mit einem
Bezugssystem B = (0, X, Y,,, E). Setzen wir . := 0Y,\ {Y,} und fiihren binire
Operationen +, @, ., © auf # folgendermaBen ein (Abb. 1—4):

1) Im weiteren bezeichnen wir mit AB die Gerade durch Punkte A & B und mit a 15 den
Schnittpunkt der Geraden a = b. Die Geraden fassen wir als Punktmengen auf.
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(1) a+b:=0Y,M((aX,10Z,) Y, M bZ,) X, Va,be #,
(2) ©a :=0Y,1M(a2,M10X,)Y,02,)X, Vae 4,

(22) (©a)® b:=0Y,((a2, M 0X,) Y, M 02,) X, Va,be A ,
() a.b :=0Y,MX,(aX,M0Z,) Y, 0bX,MEY,) Ya,be#,
(4) aOb:=0Y,MX,(a2,110X,) Y, M 0(bX, MEY,) VYa,be k.
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Daraus folgt, daB («#, +, 0), (A4 , ®,0) Gruppen mit neutralem Element 0 sind, daB
fiir jedes x € A die Beziehungen 0 = x.0=0.x=x0Q0=00x,x=1.x =

=x.1,x=10x, ©x = x O (©1) gelten und daB

(5)

#{xeM|x.a=x.b+c}=#{xeM|c+b.x=a.x}=1
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fiir jedes a, b, c € # mit a + b, und
¥{xed|xQa=x0Ob®c} = #{xe%]c@b@y=a®y}=1

fiir jedes a, b, c € A4 mit a £ b gilt.

Damit sind die nachstehenden Definitionen motiviert. Ein geordnetes Quadrupel
(./tl, +,., 0) heiBt verallgemeinerte kartesische Gruppe, falls .# eine wenigstens zwei-
elementige Menge ist, wobei (., +, 0) eine Gruppe bildet, x.0 = 0.x = 0 fiir
jedes x €  gilt und die Bedingung (5) erfiillt ist. Wenn iiberdies ein ausgezeichnetes
Element [ e .# existiert mit x.I =1.x = x fir jedes x e .4, bzw. mit
—(x.(=1)) =1.x = x fiir jedes x€.#, so heiBt (.#, +,.,0) eine kartesische
Gruppe, bzw. ein kartesisches Zahlensystem.

Wir konnen nun die obigen Betrachtungen kiirzer fassen: Die gegebene vertikal-
transitive Ebene IT mit ihrem Bezugssystem B bestimmt eindeutig eine kartesische
Gruppe CGj 4 und ein kartesisches Zahlensystem CNSj o. Umgekehrt ist jede
kartesische Gruppe, bzw. jedes kartesische Zahlensystem isomorphz) mit der karte-
sischen Gruppe CGj; ¢ beziiglich einer geeigneten vertikal-transitiven Ebene IT mit
einem geeigneten Bezugssystem B, bzw. mit dem kartesischen Zahlensystem CNS;; o
beziiglich einer geeigneten vertikal-transitiven Ebene IT mit einem geeigneten Bezugs-
system B. Diese wohlbekannte Tatsache lassen wir hier ohne Beweis.

2. Es sei IT eine vertikal-transitive Ebene und B = (0, X, Y, E) ihr Bezugs-
system. Wir bezeichen wie oben CGy g = (4, +, .,0,1) und CNS; o = (4, D,
©,0,1). Wirsetzena.b=c<a=:c/bunda @ b =c<a=:cfb.

Behauptung 1. Fiir die binaren Operationen +,., ®, © gelten die Beziehungen
(i) +=@o,

(i) (—a/=1).b=aOb Va,be,

(iii) (c//1)®d=c.d Ve, de M .

Behauptung 2. Die binaren Operationen ., © fallen zusammen, wenn und nur wenn
(ivya.(-1) = —a Vaed,
bzw. wenn und nur wenn
(v) a©@1=a Vaed.
ist.

Behauptung 3. CG; i erfiillt die linke, bzw. rechte Distributivitit®), wenn und
nur wenn CNSp o die linke, bzw. die rechte Distributivitdt erfiillt.

2) Gemeint ist der iibliche Isomorphismus der algebraischen Systeme mit derselben Signatur.
3) Wir gebrauchen hier die Unterscheidung der beiden Distributivititen nach G. Pickert
(Addition bevorzugt die Multiplikation).
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Behauptung 4. Die Assoziativitdt fiir . ist genau dann der Assoziativitdt fiir ©
dquivalent, wenn die Operationen ., © zusammenfallen.

Beweis der Behauptung 1. Es seien a, b beliebige Elemente der Menge # \ {0}
Dann gilt (©a) ® b = (—a) + b genau dann, wenn fiir die Punkte B, C' B'X,, =
= C'X,, gilt. (B" und C' werden so konstruiert, da} fir A = a, A’ = b zuerst

B:=0X,114Z,,C:=0X_, 1 Azw gefunden wird und dann B’ := A'Z [] BY,,
C':=A'Z,[1CY,.) Die Geltung von B'X, = C'X,, ist aber eine Folge des

A’:br"’ : Aza

Abb.. §. o Abb. 6.

Desarguesschen Satzes (mit Zentrum Y, und Achse d.), angewendet auf die
Punkte 4, B, C, A’, B, C' (Abb. 5). Insbesondere fiir b = 0 bekommt man ©a =
= —a, so daB das Zusammenfallen von . und © daher folgt (Abb. 6). Die Gerade
(EX, M 0Y,)(EY, {1 0X,), bzw. aZ,, hat beziiglich CGp g die Gleichung y =
=x.(=1)+ I,bzw.y = x.(—1) + a,sodaB(—a/-1).be((aZ, 1 0X,) Y, M
M0(bX, M EY,)) X, ist. Daraus folgt (—aj—1).b = a O b fiir jedes a,be /4.
Setzen wir —a/—1 = ¢, dann ist ¢. b = a © b, wihrend (ii) ergibt (— a/ 1).1=
=aQ®1l,d.h.a=c|/l,und folglichc.b=(c[[1)Ob. =
Behauptung 2 ist eine unmittelbare Folge der Behauptung 1.

Beweis der Behauptung 3. Angenommen es gilt die linke Distributivitét
(A) (@+b).c=a.c+b.c Vabced.
Es soll die linke Distributivitit -
(B) - : (a+b)®c==a‘®c+b0c Va,b,ce M
hergeleitet werden. | |

387



Fir jedes a,b,ce# ist aOQc+bOc=(-af-1).c+ (=b[-1).c=
= ((—a/=1) + (=b/—1)).c und weiter auch (a + b) © ¢ = (—(a + b)/-1).c.
Fiir jedes a, b, u, ve . ist die Summe von —a = u.(—1), —b = v.(—1) gleich
u.(=1)+v.(-1)=(u +v).(—1),sodaBalsou + v = (—a — b)/—1. Nachdem
aber (A) die Komutativitit der Addition + zur Folge hat (vgl. z. B. [4], S. 336), ist
auch —a — b = —(a + b) fiir jedes a, b € #. Daraus folgt schon (B).

Im weiteren setzen wir (B) voraus und wollen (A) herleiten. Erstens ist fiir jedes
a,b,ce M a.c+b.c=(af[]I)Oc+ (bf/]1) ©c=(a]]l +b[[I) O c und zwei-
tens (a + b).c = ((a + b)//1) © c. Fiir jedes a, b, u,ve # ist die Summe von
a=uQ®l,b=v0Olglichu®@l+v0OIl=(u+0v)0O1 sodaBalsou +v=
= (a + b)//1 und daraus folgt schon (A).

Es gelte nun die rechte Distributivitét

(© a.b+c)=a.b+a.c Vabced.

Wir wollen die restliche rechte Distributivitit

(D) aO(b+c)=a®Ob+adc Vabced

herleiten: Die linke Seite von (D) ist gleich (—a/—1).b + (—a/—1).c = (—a/-1).
.(b + ) und die rechte Seite ist gleich (—a/—1).b + (—a/—1).c = (—a[-1).
.(b + ¢). Damit ist (D) erfiillt.

Falls (D) gilt, dann ist a @ (b +¢)=(a//l).(b+¢) und a.b+a.c=
= (a/[1) © b + (a/[1) © ¢ = (a][1). (b + ¢), womit ist (C) erfiillt.

Beweis der Behauptung 4. Fiir a,b,ce # gelte (a ©b)Oc=a O (b O c).
Nach (ii) ist dann (—(—a/—1).b/—1).c=(—a/-1).((—b/—1).c) und fiir
u=—a/—1, v=—b[—1, w= —(u.b)/—1 also w.c=u.(v.c). Zur Geltung
von (4.v).c =u.(v.c)ist also notwendig sowie auch hinreichend, daB w = u . v
oder auch —(u.b) = (u.v).(—1) gilt. Fiir v = 1 folgt daraus b =1 und —u =
=u.(—1),sodaBdann . ="0. ,

Fiir a,b,ce # gelte nun (a.b).c =a.(b.c). Dann folgt nach (iii) auch
(((a//1) © b)[]1) © c = (a][1) O ((b//1) © ¢) und fiir u = af/1, v = b[[1 und w =
=(uODb)[l ist also wOc=uO(vOc). Zur Geltung von (uOv)Oc =
=u @ (vOc) ist also notwendig und hinreichend, daB w = u © v oder auch
uO@b=(uOv)O1Iist. Fir v =1 folgt daraus b =1 und weiter u © I =
= (u © 1) © 1, woraus sich schon (v) und .= O ergibt. =

3. Es sei (®, +,.,0, 1) der Korper der reellen Zahlen. Wir nehmen eine auf
{xe® | x < 0} von — oo zu 0 stetige monotone reelle Funktion f und definieren die
Multiplikation ., auf #, so daB a ., b:=f(a).b, fallsa,b <Ound a ,b:=a.b
in allen iibrigen Fillen ist. Nach [3], S. 136—137, ist (®, +, .1, 0, 1) eine kartesische
Gruppe mit x .,(—1) = —f(x) fiir jedes x < 0. Ist f & id(ze@|x<0), 50 gibt es X, < 0,
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so daB xo -f(—1) * x,. Daher ist (#, +, 4,0, 1) kein kartesisches Zahlensystem.

Es ensteht die Frage nach der Existenz einer kartesischen Gruppe, die zugleich ein
kartesisches Zahlensystem ist und wenigstens eine Distributivitit nicht erfiillt.
M. HAaLL fand schon in seiner grundlegenden Arbeit [2] (in Appendix, S. 273 —276)
Linksquasikérper R, S, T, U (in seiner Bezeichnung) der Ordnung 9, von denen
keiner die linke Distributivitat erfiillt; R hat assoziative Multiplikation und S, T, U
nicht; das Element —1 liegt bei R, S, Tim Zentrum, bei U aber nicht, so daB R, S, T
zugleich kartesische Zahlensysteme sind, wiahrend U nicht diese Eigenschaft hat.
Somit hat man also ein Beispiel der kartesischen Gruppe, wo die linke Distributivitét
verletzt ist. '

Wir kehren nun zu dem Korper (£, +, ., 0, 1) der reelen Zahlen zuriick. Definiert
man weiter eine neue Multiplikation *, auf # mittels a b := b pa fiir jedes
a, b € &, wobei die obige Funktion fso gewahltist, daB f(—1) = —1,f # idcpx<0)
so sind in der kartesischen Gruppe (%, +, *p, 0, 1) beide Distributivititen, sowie
auch die multiplikative Assoziativitit verletzt, jedoch gilt x #;(—1) = —x fiir jedes
xeR.

Zuletzt wollen wir ein Beispiel der kartesischen Gruppe angeben mit kommuta-
tiver Multiplikation, aber mit verletzter Distributivitdt. Wir nehmen den Kdorper der
rationalen Zahlen (2, +,.,0,1) und wandeln die Multiplikation . in eine neue
Multiplikation © wie folgt um: Wir setzen 2’ := {p/q | p ist eine ungerade ganze
Zahl; g eine nichtverschwindende ganze Zahl; p, q teilerfremd}, a, = 2 fiir jedes
x€d\2,a, = 0fiirjedesxe2unda ©Ob=a.b.(l + a,.a)fir jedes a, b € 2.
Offensichtlich ist @ kommutativ. Wegen 2Q (4 + 1) £2 04 + 201 ist die
Distributivitét verletzt. Die Giiltigkeit von #{x e 2 | xQa=x0b+c}=1fir
jedes a, b, c € 2mit a + b priifen wir folgendermaBen nach. Esist x ©a — x ® b =
=x.a.(l+o..0)—x.b.(1 +a,.0) so daB die Gleichung xQa=x 0O
Ob+cals x.(a—b+a,.(a.a, — b.ay)) = c iberschrichen werden kann.
Diese Gleichung lautet fir x € 2:(*) x.(a — b) = ¢ und fiir x € 2\ 2': (**)
x.(a—b+2.(a.a, — b.o)) = c. Es seien nun a, b, ¢ drei vorgegebene Elemen-
te aus 2, wobei a + b. Ist erstens ¢ = 0, dann ist O die einzige Ldsung in 2’ der
Gleichung (*) und im Fall a — b+ 2.(a.o, — b.a,) % 0 gibt es keine Losung
der Gleichung (**)in 2\ 2". .

Bemerken wir, daB fir a — be 2, bzw. €2/2 auch a — b +2.(a.q, —
—b.a)e2, bzw. € 2\ 2 ist. Daraus folgt, daB der Fall c=0, a — b + 2.
(a.oq,—b. ) = 0 nicht méglich ist, weil aus der zweiten Gleichung einerseits
a — b e 2\ {0}, anderseits aber auch a — b = —2.(a.a, — b. o) € 2\ 2’ folgt,
was einen Widerspruch liefert. Zweitens setzen wir nun ¢ # 0 voraus, so daB die
Gleichung (*) hdchstens eine Losung in 2’ und die Gleichung (**) héchstens eine
Losung in 2\ 2’ hat. Weil aber a —bund a—-b+2.(a.a, — b.a) zugleich
zu 2’ oder zugleich zu 2\ 2’ gehdren, hat entweder die Gleichung (*) eine Lsung
in 2’ und die Gleichung (**) keine Lésung in 2\ 2’ oder die Gleichung (*) keine
Losung in 2’ und die Gleichung (**) eine Lésung in 2\ 2'.
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