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Ulohy. y
Reseni uloh.
_ Z mathematiky.
1.
Urditi jest geometrické misto bodd, jichZ poldry vzhledem
k parabole y*=2pzx jsou telnami ellipsy
: xQ y2
+ Dr. Viadimir Zivansky.
Redent 1. Zaslal p. Ferd. Jasny, stud. VIL tf. L gymn.
v Brnsé.
Rovnice poldry vzhledem k parabole y* — 2pz znf
' 7y =p¢+2) (1)
a mi-li byti polira ta tetnou ellipsy

xz* 2 .
=1 | @

musf miti s ni jediny (dvojndsob &ftany) bod spoletny, ktery

dostaneme jako spoleéné (dvojndsob Citané) feSeni rovnic (1) a (2).
Z rovnice (1) vypolteme

p(x+§)

—y— 71

& dosadime do rovnice (2).
Po snadné tpravé obdriime k urdenf x rovnici
2% (a%* + b'n") + 2 . £a%p® + a®(p%* — 1) = 0.
‘M4-li miti tato rovnice jen jeden (dvojndsobny) kofen wx,
musf se diskriminant rovnat nule.

4a‘p‘ Ez — 4qa? (a’p“' + b")]") (pega — b’ng) — 0.
Po snadné tpraveé, uvazime-li, Ze = O neposkytuje bodil
hledané vlastnosti, najdeme
6') .q!

—a—"—a“p“
. A

=1.
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Geometrickym mistem bodd, jichZ poldry vzhledem k para-
bole y? = 2pz jsou tetnami ellipsy

x2 yﬁ
-_aT‘ + =7z = 1,
jest hyperbola s osami co.do polohy totoZnymi s osami ellipsy,

s hlavni poloosou co do délky a, vedlejif “—51.

Reseni 2. Zaslal p. Miloslav Jakes, st. VIIL tf. r. g.
v Chrudimi.

Soufadnice hledanych bod# si oznatme (£, 7). Rovnice po-
liry k parabole y*® — 2pz, jejimZ pélem jest bod (£, 1), je

ym=p@ -+ §).

Tato poldra k parabole mé byti zdroveri teénou k ellipse
xQ y'z
Tl

tedy jeji rovnice musf byti totoZna s rovnici tefny v uréitém
bodé (2’, y‘) na ellipse: '

xoe Yy
“aE + b L.
Rovnice poldry upravime na tvar:
_Z"nY
3 §.p
a srovndnim s rovnici piedchdzejici obdrzime
« 1 v_n
o A A
&ili
d__ e Yy _m.b
a” B’ b &E.p°
Jeizto .
xl 2 yl -
(&) +(%)="
je
aS! 1]2 b‘l
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nebo-li

b

(-3

Je tedy hledanym geometrickym mistem hyperbola, jejiz hlavnf
osa je totoznd co do délky i polohy s hlavni osou ellipsy a vedlejsi

osa co do polohy s vedlej§i osou ellipsy, co do délky rovna a—:.

2.

Koéoc'tverec, JehoZ plocha je.# 100, md jednu thlopFicku
na primee 3z + 4y — 22 =0, protilehly vrchol v bodé A (8, 12).

Jaké jsou souradnice ostatnich vrchold?
Dr, Marie Ndbélkovd,

. Reseni Zaslal p. Otto Karl, stud. VIL tf. g. v Praze
v Zitné ulici.
. Vzhledem k tomu, Ze dand uhlopiitka
u, = 3z 4+ 4y — 22 =0,

mi smérnici — —i— , bude rovnice druhé thlopFitky w, stojicf
na nf kolmo a jdouct vrcholem A (8, 12)
3
y — 12 =—4—(a:—- 8),
nebo-li
uy=4r — 38y +4=0.

Stted kosottverce S najdeme jako priisetik pfimek u,, wu,.
Reéenim obou rovnic najdeme soufadnice stfedu z, = 2, y, = 4,
Vrehol (=3, y;) je soumdrny dle stfedu s s vrcholem

Az, =8, y,=2).

Je tedy ) ,

z + 2

P 1';' 3,, yo_.__?/x‘é‘ys

a tudiz
T3=22, —2z, =—4
Yy = 2y, — y=—4.
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Jsou-li zbyvajici dva vrcholy B(z,, v,), D (25, ¥,), plati
na zdkladd soumérnosti vzhledem ke stfedu S

@x, X
o 2;‘ s yo:ye‘;‘yd
a tedy _
2t 2, =4, Yoty =8 : (a)

Daldf vztahy pro soufadnice vrcholu B, D obdriime takto:

Vypotétéme si délku dané thlopiitky u,. Polovinu této
délky uréime jako vzddlenost vrcholu A od twhlop¥éky u,. Po-
névadZ rovnice whloptitky u, je ve tvaru normélnim

3z + 4y — 22

5 -=0,
bude
w __ 3z, + 4y, —22 -
2 5 =10
u, = 20,
Délku druhé thlopiitky uréfme z dané plochy. Musf byti
—;—ulu2 =100
a tedy u, = 10.
Vrcholy B, D maji od tGhloptitky w, vzdélenost
1 U, = +05b.

2
JeiZto rovnice tbloptitky #, je v normédlnim tvaru

— 4z 43y —4

5 =0

obdrzime tak rovnice
—4x2—}:r)3y,——4 —5, ——4:704—!;)33/4—-4 ——5 ()

Regenfm rovic (2) (b) najdeme pak
Bx,=—2, y,=17)
D (x, = 6, y,=1).
Kdybychom misto rovnic (b) vzali v tdvahu rovnice
— 4w, + 3y, —4 __ - —4x, 43y, —4
5 - — 5 5 =0

mélo by to za vysledek pouze zéménu vrcholi B a D.
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3.

Sestrojiti ohniska ellipsy, ddn-li jeji stfed S, teéna ¢t
s bodem dotyénym T a délku velké poloosy a.
Dr. V. Hruska.

Refeni. Zaslal p. Ludvik Havlidek, stud. VIL tf. L r.
na Krél. Vinohradech.

K feSeni uZijeme vét:

_Paty kolmic 4,, 4, spuSténych s ohnisek ellipsy na teénu ¢
lezi na kruZznici opsané kol stfedu S ellipsy polomérem a, rov-
nym hlavni ose.

Bod dotyény 7' na tetné ¢ a priselik R tecny ¢ s hlavn{
osou ellipsy jsou harmonicky sdruZené vzhledem k bodéim 4,, 4,.

Odtud plyne konstrukece:

Kolem stfedu S opisme polomérem @ kruZnici, jeZ protne
tetnu ¢ v bodech 4,, 4,. Na kolmicich v bodech 4,, 4, k tetn& ¢
vztytenych lezi ohniska F,, F,.

' Na tetné ¢ sestrojme bod R harmonicky sdruZeny s bo-
dem dotyénym 7' vzhledem k bodém A4,, 4,. RS urtuje pak
polohu hlavnfi osy.

Uloha je jednoznatng a moznd pii ST = a.

4.

Dokazte analyticky vétu, fe kruZnice jdouci priseéiky t¥i
teden paraboly jde ohmiskem. Pousijte této véty ke konstrukcs
paraboly ze (tyF tecen. Tys.

Regeni. Zaslal p. Jaromir Mares, stud. VIL tf. redlky
v Praze IIL

‘Budte :

Y —pz — pz, =0,

Yy — px — pr, =0,

yys — px — pax; =0
libovolné t¥i tetny paraboly y?= 2px. Jsou-li 4, u, » libovolné
konstanty, znadf ‘

A(yy, — px — pz,) (yy, — pT — pay)
+ u(yy, — px — pxy) (yys — P — piy) 1)
+ v(yy; — p2 — p23) (yy, — p2 — pz,) =0 :
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kuzelosetku, jdouci prisetfky vidy dvou z onéch tif tefen
(princip Laméiv). Uréimeli 4, u, » tak, aby koefficient pii zy
se rovnal nulle, a koefficienty pfi «® a y* byly stejné, bude
tato kuzelosetka kruZnici. Podminetné rovnice tedy jsou:

Ay, + )+ e+ 9) + vy, + 3)=0,
A(%Ys — %) + v (%Ys — P°) + v (yay, — p°) = 0.
Odtud :
_ A _ u _ v
@ —y) (s + 0% G— %)W+~ 4—ys) s +0°)
Dosadfme-li tyto G4mé&rné hodnoty za 4, s, » do rovnice (1),
dostdvdme rovnici hledané kruZnice:

(42 — 1) (¥3 + p*) (yy, — pz — p2,) (yy, — px — pa,)
+ s — ¥2) i+ p%) . 0y, —pz —pz,) (yy; — P2 —p2s)  H(2)
+ U —Ys) 3 4 p°) (vy° px — px3) (yy, — px — px,) =0
Dasadime-li sem za z, y soufadnice ohniska:
z= '%’ y=0,
tu vzhledem k rovnicim:
yi =z, (=1, 2, 3)

dostaneme z rovnice (2):

B 0 +22,) (0 +22) (04 23,) (Ve Y+ 1— o+ 11— 9) =O.

, Soufadnice ohniska spliiuji tedy rovnici kruZnice (2). Kruz-
nice jde ohniskem.

Jsou-i T, T,, T,, T, &ty telny paraboly, proloZme pri-
setiky teten (T, T,, T,) kruZnici K, prisetiky teten (7}, T,
T,) kruZnici K,. Kruinice K,, K, se protinaji krom& v bod&
(T,, T,) jests v druhém bod8, jenZ jest hledanym ohniskem f
paraboly. Paty kolmic s ohniska f spusténych na tetny lei{ na
vrcholové tetnd. Tim zndme vrchol, osu a ohnisko. JelikoZ pri-
setik (T, T,) obou kruZnic K,, K, jest vidy redlny, jest iloha
vidy moznd (mé vidy redlné Fedenf) a jednoznatnd Fefitelnd.
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5.

Proménny pravouhly rovnoramennyg trojihelnik ABC otdét
se kolem vrcholu y*=— 2pz, kdeito vrchol C pravého whlu Sine
se po parabole. Které geometrické misto opisuje vrchol B?

Jiit Archleb, prof, r. v C. Bud§jovicich,

Redenf. Zaslal Josef Beedidek, stud. V. tf, II. esk. g.
st. v Brné.
Budtez polérnf soufadnice obecného bodu C paraboly r a
¢ a obecného bodu B hledaného mista geometrického o a 9.
PonévadZ proménny trojihelnik jest pravouhly a rovno-
menny, musi byti o = r\/2, a & = ¢ + 45°.
Rovnice paraboly y%=— 2px zni v polérnich soutadnicich.
__2psing
T costg
Dosadime-li dle hofejsich podminek do této rovnice, bude
o __ 2y sin(® F 459
V? T cos® (& I 45°)

il
sin & - cos &
o= T .
A p(sm & F cos )2

Zavedme si opét soutadnice pravotihlé £ 5. Ponévadz

sin«‘)::—n-a. cos«‘):i,
4 0

Jjest
KIS
0 0
o=4p
r=e)
. 4 0
aneb

mE&'=dp(n=H.
Rovnice tyto transformujeme na osy ototené o thel 45°
prostfednictvim rovnic

§=V_2_v(w—y),
7 =M2- (x+9).
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I dostaneme rovnice x? = 2\/2py, y? = 2\/2pz, jez znali
paraboly o parametru P = p\/2 k sob& kolmé. Jich osy a tetny
vrcholové jsou osami soumérnosti osy a te€ny vrcholové dané
paraboly y® = 2pz.

6.

Do rovnoramenného trojihelnika o zdkladné 2q a vysce p
vepiSte ellipsu, jejié osa splyvd s vydkou trojuhelnika, tak aby
obsah ellipsy byl co nejvétsi. Jaky bude vysledek pro trojihel-
nik rovnostranny? Tyi.

Redeni. Zaslal p. Mil. Jakes, stud. VIIL tf. redl. gymn.
v Chrudimi.

Osu « si polozme do vySky, osu y do zdkladny daného
trojdhelnika. I bude rovnice hledané ellipsy

z—a\? y\*_

(=) + ()=
kde a, b jsou nezndmé poloosy jeji. Aby rameno trojihelnfku
bylo te¢nou ellipsy, musi jeho rovnice:

x4 Y
4 d=1 W

byti totoznd s rovnici tetny v urtitém bodé (2’, ') na ellipse,
jez znf

(2! — a)(z — a) r.
e + ybuy =1.
Tuto upravime na tvar

x—ux
prrn

y.a
+I)“.x‘y— 1.

Srovndnim s rovnici (1) obdrZime:

<ili

X
a .'p_a b = (2)
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Ponévadz

St
(=

Jezto dle prvni z rovnic (2)

jest i

o= P
»—a
bude . pape
a
(p—a)“+q p—ay

Z této rovnice vyjadiime b pomoci a:

=L \p—3a.
‘“Vﬁ'm

P=rnab=mn. V_ . Vpa®—24%.

Obsah ellipsy:

Hledejme maximum funkce z = pa® — 2a3. Jeji derivace
dle a je 2'—2pa — 6a® = 2a(p — 3a). Maximum nastane,
kdy% 2= 0:a — 0 nemd vyznamu, nebof pak P =20.

p — 3a =0, z toho a:%.
Druh4 defivace 7" = 2p — 12a = — 2p je zdpornd, na-
stdvd tedy skutetné maximum.
Poloosa

b — q —f =1
\/p 3 P=i5
Stfed ellipsy leZi na vfice ve vzddlenosti a =%— od zd-

kladny, tedy v tézidti trojdhelnika.
Nejvétsf ellipsa vepsand do rovnoramenného trojih elnika

mé stfed v jeho t8%isti; jejf poloosa na vySce md délku -3—

druha —

V
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Pro trojihelnik rovnostranny je p = ¢ V3, tedy ig_

=L obs poloosy jsou stejné, tedy hledanou ellipsou je

V3

kruznice vepsand do trojuhelnika.
7.

Do kruhu nariysovati dany thel « jakoz?b whel obvodovy
tak, aby plocha omezend rameny jeho a prislusnym oblofkem
byla maximdlni, Skolni rada V. Hiibner,

Resenf. Zaslal p. J. Faus, stud. r. v Pardubicich.
Stejnym dhlim obvodovym p¥fsludi stejné dhly stfedové,
tedy i stejné tétivy a oblouky a téZ tsele stejné plochy. Bude
tedy plocha omezend rameny thlu « a piisluinym obloukem
maximdlnim, bude-li plocha trojihelniku 4 BC tvofeného rameny
maximdlni. PonévadZ u téchto trojihelnikd je strana BC kon-
stantnf, bude jich plocha maximdlnf, bude-li maximélnf vyska
na stranu tuto spu§téna. Z ndzoru vidime ibned, Ze to nastane
pro trojahelnfk rovnoramenny.
O tom lze téZ snadno se presvédiiti poétem.
Plochu trojihelniku ABC lze vyjddfiti vzorcem
A= -;— be sin .
Pii tom je
b=2rsinp
¢ = 2r sin y = 2r sin (@ -+ f)

/\ = 2r sin & sin B.sin (8 + «).
Pribsh plochy A zivisi na funkei thlu g
S(B) = sin B sin (B + ).

Abychom dostali maximédlni a minimédlni hodnoty, uvaZujme
derivaci '

FB) = sin B cos (B + &) -+ cos B sin (B + &) = sin (28 + ).

Z kofend rovnice

a tedy

FO=sin@+a=0

35
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coZ nastane je-li
2+ a=kmn,
mé vyznam pouze
T —a

ﬂ—2

Pak je
S'"B)=2c0s 2+ a)=—2<0

tak %6 nastivd maximum.
Trojthelntk ABC mé pak hly a,=

— T— 0 .
) ’ 9 a. Je

tedy skuteén& rovnoramenny.

8.

Kdy jest harmonicky primér dvow éisel soudasné harmo-
nickym primérem arithmetického a geometrického priméru
téchto disel, Jan Svoboda, GF. hypot. banky v Brné.

Resent. Zaslal p. Jan Zraly, stud. V. tf. r. v Rakovnfku.

BudteZ ddna &isla z, y

v, o . 2xy
harmonicky primér jest -

Yy p Jest — Ty
arithmeticky ” %
geometricky » Vz.y.

M4 byti
-ty —
%y _2. ) Nacy
x Tz —
tyo2d vy
Pak jest .
@ + y) 2y + 22y ey = (& + y)* Vay
¢ili :
(@ + y) Vzy = 2* + 9.
Kladme
_ r=A%.y
i méme

Mp1=A(41), 8—B—241=0, (A—1) (A®— 1) =0,
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t. j.
A=D1+ 1—-1)=0,
odsud
/7.1,2.-:1
—1+iV3
13,42—_2
a
, =y
aneb .
. x=y.——————-——1+zVE.

2

Zajimavé jest, Ze arithmeticky primér dvou fsel jest soutasns
arithmetickjm primérem geometrického a harmonického pri-
méru tychz Eisel. Nehof jest -

4y _7+3 Vag
2 - 2 !
déle .
il (= + ) =22y + @+ v) Vay
111 N

2+ y* =@+ y) Vay
1. j. rovnice diive uvedend.
Hledand isla jsou vZdy v poméru tfetich kofeni z jednotky.

9.

Které trojciferné Cislo déleno éislem, vaniklym z ného tim,
Ze pideme ¢islice v obrdceném porddku, ddvd zbytek rovny souctu
jeho Cislic? Prof. Antonin Lochmann,
Regent.

Znatfli z, y, 2 Cislice hledaného . ¢sla trojciferného
100z 4 10y + 2, je &islo psané v obriceném pofddku 100z 4
10y 4+ z. Oznatme g podil obou &fsel. I 1ze danou podminku
vyjédFiti rovnief

1) 100z 410y +2=q 100z + 10y + 2) + z + y + 2

2, y. z jsou tisla celd kladng < 9, ¢ &slo kladné.
35*
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DokédZeme si nejprve, Ze z nemiiZe se rovnati 0. Z 1) ob-
drzime pro z = 0 po snadné upravé

299 — q) =y (10g — 9).

Odtud by plynulo
: 2z =(10¢ —9) ¢
y=09—9t,

kdez zna¥f ¢ celé ¥slo. Aby prvni z t&chto rovnic poskytla za

a.celé tislo kladné, musi byti, jezto q je kladné, téz ¢ kladné ;
aby pak bylo z << 10, musi byti

10 — 9 < -l—tQ
9 1
<1t
a tedy jisté ¢ << 2. Pak ale neposkytuje druh4 z rovnic za v
tslo celé v mezich 0 < y < 9.

Z rovnice 1) plyne
g (1002 + 10y 4 xy = 99z + 9y

100gz = 99z + 9y — q (10y + 2).
Jezto ma byti
229, 9<9 ajest ¢q@A0y—+2)=>0,

a tedy

musf byti
10092 < 99.94+9.9
gz < 972
a'jeito jest g z celé &fslo,
gz =<9.

DokédZeme si ihned, Ze- memiZe byti ani ¢ =1, ani ¢ = 9.
Dostdvdme totiz ,
pro g=1 rovnici 100 (x — 2) = 2= + y,
pro ¢=29 rovnici 10xr = 9y -- 100z

a rovnice ty nenf moZno vyplniti, jeito z > 1.
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Mohou tedy nastati moZnosti
: q=2,2=1,23,4
gq=3,2=1,2
g=4,2=1,2

g=2>5,2=1
g=6,z=1
gq="12=1
q=2_8, z=1.

Napidme si rovnici 1) ve *tvaru
YAlz+y—1lgs —qy) =q (@ +y+ 2)
Jezto ¢ << 9, plyne odtud, Ze je bud ¢ i z + y + 2z délitelno
tfemi, neb z -+ y 4 2z délitelno deviti.
Zabyvejme se prvnim pifpadem, tedy ¢ = 3 nebo 6.
Je-li gq=3 je z=1 neb 2.
Pro ¢ =38, 2=—=1 mdme z 1) po snadné Gpravé
32z — Ty = 100

Ty = 4 8z — 25).

Odtud vidime, Ze y musi byti d&litelno &étyfmi, tedy bud
¥ = 4 neb y — 8. Pouze viak y = 4 poskytuje pro z celistvou
hodnotu z = 4.

Tak dostdvame prvni ¢islo dloze vyhovujici 441.

Skuteéns 441 déleno 144 d4vd zbytek 9 p¥i podilu 3.
Pro ¢ = 3, 2 = 2 obdrZime podobné
' 32z — Ty = 200

Ty = 4 (8z — 50) '
y musf byti délitelno ¢tyimi, tedy y — 4, neb y = 8 a pouze
y = 9 poskytuje pro z celou hodnotu x — 8. Tak dostdvime
druhé ¢&islo tuloze vyhovujici 882, dvojndsobné to é&islo pfedchd-
zejiciho,

882 déleno 288 ddvd zbytek 18 pii podilu 6.

Je-li ¢ =6, miZe byti pouze z = 1.

I dostivdme z 1) v tomto piipadé pro z a y rovnici

3lz — 1Ty = 200
31z — 200
Y= ————17 .

nebo-li
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Vidime ihned, Ze musi byti z > 7, aby bylo y > 0.
Z hodnot =17, 8, 9 poskytuje pouze z =T pro y celou
hodnotu y = 1.

I méme ttet{ ¢islo tloze vyhovujfci 711. 711 déleno 117
davd zbytek 9 a podil 6.

Uvidime dale, Ze v piipadg, kdy ¢ neni délitelno 3 a tedy
z -+ y + 2z je délitelno 9, neni &isel tloze vyhovujicich.

Soutet z -} y -} #z miiZe se rovnati bud 9 neb 18, (kdyby
z -+ y+ 2=27 musilo by bjti x=y=2=29, &slo 999
viak tloze nevyhovu_]e) Pisme z 4y + 2 = 9k, kdeZ k=1
neb 2.

Dosadime-li do 1) z2 =9k — x —y, obdriime snadno
rovnici

2) 11(1 + ¢) z 4 (10g + 1) y = 100%q.

Vidfme ihned, Ze rovnice tato je nefelitelnd celymi &fsly
pro ¢ =2 a ¢ = 8. ;

Prog=2je 14 ¢g=23, 10¢ 4+ 1 =21, coz jsou &isla
o spoleéné mife 3; prvni strana té rovnice nenf viak touto spo-
le¢nou mérou d&litelnd.

Podobnépro g =8jel 4 ¢ =9, 10g -} 1 — 81, kterdzto
tisla maji spoleénou miru 9, kterd zase neni v &lenu na pravé
strand obsaZena.

Zbyvaji jesté ptipady ¢ =4, b, 7. Pro ¢ = 4, vime, Ze
z2=1 neb 2, tedy x—]—y:‘9k—1 neb z -+ y =9k — 2.
Rovnice 2) bude
55z -+ 41y = 400k.
Vidime ihned, Ze musf byti y délitelno péti, tudy y —= 5. Pit
k=1 miZe byti x — 3, neb x = 2, hodnoty tyto vSak nevy-

hovuji rovnici napsané, pii ¥ =2 dostivime hned za z nevy-
hovujici hodnoty.

PHi ¢g=5b52a 7 je 2=1, tedy J._.9k—1—x a do-
sadfme-li do rovnice 2. oberime

(10 + ) = 10kg + 10g — 9% -+ 1.
Klademe-li ¢ =5, 7, ¥ =1, 2, neobdrzime za z celé hodnoty.
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10

V trojihelnihu ostrowhlém plati vztah
“1“2 + "2“3 + =1,

anali-li u, , u,, u, édste vysek od wvrcholi k jich prisediku.
Ty

ReSenf. Zaslal p. Mil. Jakes, stud. VIIL tf. gymn.
v Chrudimi.

Céstmi vysek u,, Uy, u; rozds8lf se trojihelnik na tii troj-
tihelniky, jichZ thly pfi orthocentru (prisedfku vyfek) jsou vy-
pliikové k protilehlym @hlim trojihelnifku, nebof ramena jednéch
jsou kolmo k ramenim druhych. Je tedy obsah trojihelniku
souttem obsah@i onéch tif trojihelnik :

uqua

% u, U, Sin y + —;— U U, SIn o - % U, Stn = —;— absiny.
Z véty sinové vyjddfime vSechny dhly dhlem y:
sin @ =— . sin s'nﬂ——b- sin
in o =—.siny np=—. y

a dosadime

. a . b . ,
U Uy SIN Y + Uyug . —~ smy + usu, . - Siny= ab sin .

Délime-li vyrazem na prévé strand, obdrifme dany vztah:

“1“:+"2"2 3“1 —1.
11,
Dokazte, %e éislo Ap—=42+5, n=1, 2, 3, ..., nent
soudasné délitelno 7 a 9. Prof. M, Haas.

Resenf 1. Dle p. autora.
Cislo délitelné 7 a 9 jest také d&litelno 63 — 43 — 1.
S ohledem na rovnost

4 +5=44"+5) -5 —1,

&li
| A, =64 4,_, — b5.63,
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jest patrno, Ze 4, je délitelno 63, jestlize A,_; jest timto ¢islem
délitelno. Podobny vztah lze nalézti mezi A,_3 a A,_ atd.
O délitelnosti A4, Uslem 63 rozhoduje pak bud 4, neb
A, neb 4, dle toho, jak§ je nejmensi zbytek (== 0) pii d&leni
n tiemi.
Ale %4dné z &fsel

4, =6, 4, =9, 4,=21

nenf dé&litelno soudasnd 7 a 9, tedy ani Z4dné jiné uvedeného
tvaru, ¢. b . d.

ReSeni 2. Zaslal p. Jaromir Mares, stud. VIL tf. r.
v Praze IIL :

Mi-li byti ¢islo délitelno soudasnd 7 a 9, musi byti déli-
telno 63.

AvSak 4 lze psdti dle toho, je-li a) n dé&litelno tfemi, neb
diva-li » pii déleni tfemi ») zbytek 1 neb ¢) 2 ve tvaru

n—1

q) 4" =647, b) 4n—4 .64 5, ¢) 42 = 16. 645 . Pondvadz
pak 64 — 63 - 1, bude dle binomické poutky
64k = (1 4 63)k =1 4 631, )
kdez 7 znati celé &fslo.
I bude
-a) Aa=1+4+631+5=631-46
b)) 4, =41 4+63D+4+5=631-4+9
¢) Ap=16(14+630)+5=631"+4 21
kdez I‘ a 1" opét znalf celd ¢&isla.
Z toho vidime ihned, -2e nikdy neni 4, délitelno 63.

12.

Rotaéni kuZel md danou stranu s. Jak musime voliti
ostatni jeho rozméry, aby koule vepsand méla objem co mnej-
vétsi? . Tyz.

_Resenf. Zaslal p. Bohumil Sternberk, stud. VIII t. r.
g. v Chrudimi.

Budiz polomér koule vepsané ¢; jeji objem %—n e® do-

séhne maxima pfi maxim4lnf hodnoté g.
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Polomér ¢ vypotteme jako polomér kruZnice vepsané do
fezu osového trojihelniku rovnoramenného.

I bude

plocha or
polovieni obvod 7 + 5

0=

Oznatme ¢ odchylku strany s od podstavy. I bude
vVI=S8inq, r = coS @

_ sin @
Q_sl-{-cosq)

Ustanovme derivaci

cosp ==stg —%cos P.

—sind o
%_%— cos_%__stg%sin(p=_s_c____osm ;‘:n_qn
e_7v e 7
cos® - cos® -5
__s_cos’(r—{-cosrp—l
= S
cos? o

Z obou kofenil rovnice -‘%‘3: 0 (dle cos @) md zde vyznam

pouze kofen kladny

LSS
2

Oznatme ¢, pfisludny thel, v mezich od 0 do —-, ktery md zde

cos p =

jediné vyznam.

Kdy% cos ¢ roste od O do yg;—i je Z‘; <0 a kdyz
\V6—1 . do
cos @ roste od — do 1, je g > 0.

. PonévadZ cos ¢ pro 0 < 9 < -%— s rostoucim ¢ ubyva, je

= 0, kdyz ¢ roste od O do ¢, & —% <0, kdyz ¢ roste

do
dg

b4
Od. (po dO ‘?-
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Nastivd tedy pro ¢ = ¢, skutend maximum. Pak je
r:scos«p:-‘;—(vg——l)
V=S5 sin ¢=_S2_\/§{_5_:§

Polomér kuZele rovni se strané pravidelného desetithel-
~nika, vy¥ka strané pravidelného pé&tidhelnika, vepsaného do kruiz-
nice 0 poloméru s.

13.
Resiti jest rovwici ‘
(24 1?4 (x — 1)12=2(z* + 622+ 1)3.
Prof. R. Hrusa,

Reseni. 1. Zaslal p. Jan Zralyj, stud. V. t¥. r. v Rako-
vnice.
Pisme danou rovnici ve tvaru

(x® 4+ 22 + 1) + (22 -- 2z + 1) = 2(z* + 62® + 1)°

a délme ji «f Tim obdrzime
(x +2 4 i)6+(w —o4 i)°= 2(952 +6 +i)3
x x z?
a zavedeme-li.novou nezndmou substituct

1
y==z + 7 )
dostaneme
(y+2)°+ @ —2°=2@y"+ 4>
Rozvineme-li podle binomické poudky a upravime-li, mdme
rovniei

@'+ 49 =0,

& ta m4 kofeny

y1,3 = 0; y5, 4 = 2i,
Dosadime-li do vztahu
: 1
z + =z Y

Za ¥%,,3 = 0, obdrZime
' xx,a,a,¢=i2i
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a pro

Ys, s = + ¢

dostaneme rovnice '
2?2 2z + 1 =0,

odkudz

L5, 6,7, 8 — :*'_.(1 i‘ V§)@

Redeni 2. Zaslal p. Jan Kodl, stud. VIL tf.r. v Pisku.
Na pravé strand rovnice lze pséti:

2@t 46z 4+ 1) =(z 4+ 1)*+ (x— 1)4&

@+ 1)i=y, @—1)0=2
Tak dostaneme z dané rovnice
Ay 4= (y + 2)°
a po jednoduché tpravé

Polozme

¥4l —yls—yt=0
4+ 2)(y—2"'=0.
Rovnice tato bude splnéna, bude-li

bud I y+4+2=0,
neb 1L y—2z2=0,

UvaZujme nejprve I. Dostévdme rovnici
@+ 1)t 4@ — 1)4=0
z4 4 6224+ 1=0.
ReSenfm této rovnice dostaneme
r=+V—3+ 2\75,
coz lze pséti téz ve tvaru
=+ i(l +\2).
V pifpadé II. médme
+Dt—(@—1)'=0

nebo-li

nebo-li
2+ 2z=0
a odtud
z2=0, a z=H+1.
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Pozndmka. Dand rovnice jest stupné desétého. Toto druhé
feSenf mé4 tu vyhodu, Ze poddvd téZ multiplicitu kofeni.

Kofeny + 4 (1 =+ \/2) jsou jednoduché, kofeny 0, 4 ¢ pak
dvojndsobné.

14.

Rediti jest soustavu rovnic
z 4y +24axyz =3
x4 Yt 4 22 = %% — 1

zy + yz 4 22 = 2.
: Tz,

Reseni. Zaslala sl. Marie Souldkovd, stud. VIIL. tf. divé,
T. g Vv Brng,
Jest vyhodno zavésti novou neznimou ¢ — zy=.
Tim prvé dvé rovnice piejdou ve tvar:
rt+y=z=3—1t¢
2?4yt t=tt=1
Dvojmoc prvé rovnice jest:
+y+2)?2=9—6t+ ¢
natez odeltenim druhé se obdrzi toto
" 2(xy + yz -+ 2x) = 10 — 6¢.
Se zfetelem k rovnici tfet{ se obdrzi ddle rovnice:
4 = 10 — 6t,

jejimZ FeSenim vychdzi:
: t=1.

Zbyvé pouze Feliti soustavu :
T4 y+es=2

xy +yz + 22 =2
l‘y4=

Z toho vidime, %e =z, y, # jsou kofeny rovnice tfetiho
stupnd (reciproké): v
‘ 22— 24+ 2% —1=0,

t—D(r—t+1)=0

nebo-li
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a odtud _ B
143 - 1—14V3
t, =1, fzz—i_—é-y—a t3=——2y—~—-
Za z, y, z 1ze brati tyto hodnoty v libovolném pofddku.

15.
Nalézti nejvétsi éiselny soulinitel v rozvoji
bz + 2y)e. Tyz.

Reseni. Zaslal p. Jan Zraly, stud. V. tf. r. v Rakovnice.

Oznatme si nejvétdi tiselny soulinitel v.daném rozvoji
Apy1. Pak musi platiti nerovnosti

Ar < Arga, Arge < Aipa.
Vyjadiime-1f si A4, dle vzorce
A gy == (W)10-k 2k

a obdobné i A; a A4y, obdrzime dosazenim do hofejSich ne-
rovnosti vztahy

kl—Bl) 516—1{ . 2k—1 < (]k5) . 515-1{ 2k
() D14k, 2k+1 > (3P) B1o—k 2%,
Upravenim téchto vztahd miZeme % seviiti do mezd
25 < Tk < 32.

Jelikoz pak % musi byti celistvé, jest patrno ihned, Ze
k=4, t.j. nejvétsi &iselny soulinitel v piedloZeném rozvoji
jest u pdtého ¢lenu.

Hodnota tohoto nejvétsiho &iselného souctinitele jest
(0) b1 24 = 1,,066.406,250.00.
(Uloha tato se vyskytuje pti dikazu theorému Bernoulliho
v poétu pravddpodobnosti.)
- 16.
Ktery vztah musi byti mezi veliéinami a, b, ¢, d, aby
platily soucasné rovnice
zzu + y®u + y2® — ayzu =0
yux + 2%+ 2u® — boux =0
zzy + uwly + ux® — cuzy =20 -
‘uyz + 2%y 4 xy* — dzyz =0.

Prof. Jan Schuster. .
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Refeni, Zaslal p. Jan Kodl, stud. VIL tf. r. v Pisku.
Z'danych rovnic plyne snadno:

)

r Yy , =z

v tw=e

Y zlu
on "L

u

vt ty=e

w , X , Y

T Ty T =19

Rovnice tyto rozieiime dle —":c-, A s 2, 2.
y' =z u'

Settéme je a d&lme tfemi. Obdrzime

Tt =, )
klademe-li '
etdretd .. 3)

~Odtitejme pak postupn& rovnice (1) od rovmice (2). Tak
dostaneme

u
?zs—a,
X
—=3s—0b
y H
—Z—:s—c,
L —s—a
u
Ponévadz jest :
* 2 Y 24
x . y . z . u— ,

must byt
(s—a)(s—bEs—c)(s—ad)=1,
kdeZ s je definovdno rovnici (3). .
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17.

Do paraboly vepiste maximdlni lichobéinik nad danou
tétivou rovnobéZnou s teénou vrcholovou, nad kratsi zdkladnou
novy a podobné ddle do nekoneéna. Kiery jest obsah viech
téchto lichobéiniku ? Tyz.

Reseni 17. Zaslal p. Jan Zraly, stud. V. tf. r. v Rakovnice.

Dand tétiva méj délku 2y,, drubd zdkladna lichobé&zniku 2y;
soufadnice vrcholi hledaného lichobéZniku jsou pak

Ay, 9y), Blzy — yy), C(=, y), D(z, —y).
Obsah lichob&zniku jest pak din vyrazem
P = (y + y,) (% — 2)
P =y, + 2,y — xy, — zy.
Dosadime-li podle rovnice paraboly

Sili

2 2
%= *3}7' =g
obdrzime ' ,
— !/o y ¥
P + 2y yo 2p .
Zgyisi tudiz plocha P na funkc1 \

JY) = 9"y — 49" — y°.
Krajni hodnoty jeji plynou z rovnice
@) =9."— 29y — 3y* =

o kofenech

Y
Y ='§0’ Ya = — Y-

Vyznam mé pouze hodnota y, =y§°.

Piisludné z, jest pak z, = 21p (’g’) _%.

JelikoZ pak f"'(y,) << O, nast4vd pro tuto hodnotu maximum.
Obsah lichobéZniku jest

16 __ 32

P - 27p yo - 27 xoyo
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Dalif lichobéZnik mél by plochu

— 16 (y, 5_£
h=a (3) =9

a ndsledujfcf plochu
P, = 7+272, atd,

Tvoif tudiz plochy lichob&znikit nekonetnou konvergentnf fadu
geometrickou

. 1,1
_(1+ﬁ+ﬁ,+....)1>,
jejiz soutet
1 16
S'—l_l 261")“13”0-”0
A

Oznatfme-li U plochu tsefe parabolické omezené tétivou 2y,
pak

U=+ ZoYo
a tedy

18
Vrcholy AB trojuhelniki ABC se posunuji po osdch
aouradnych, pFi éem3 C opisuje ell?psu Dol:aste, Ze jeji plocha

T e 2 __ a0
Jest (a +b c%). 192,

‘Regenf{. Zaslal p. Jan Zraly, stud. V. tf. r. v Rakovnice.

Oznatme ¢ thel, kterj strana AC svird s kladnym smé-
rem o8y z; pak svird strana BC s kladnym smérem osy x uhel
T—7.

Soufadnice vrcholu € mozZno pak vyjadfiti ve tvaru
1. z=a cos(g — p) = a(cos ¢ cos y — sin g Sin y)

2. y =20 sin .
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Z rovnice 2. vypolteme sin ¢ = b , dosadime do rovmce

1. a vyjddiime
_bx—aysiny
s 9= abcosy
Uzijeme-li vztahu
cosp + sintp =1,
dostaneme rovnici geometrického mista vrcholu C

(br — ay sin p)* | y* __
3 a%b? cos? y T =1

a odtud po snadné tpravé

, b — 2abzy sin y + a®y® = a%h®cos?y.
Rovnice
@y 2%+ 20, 2y + A3y + 433 =0 (@)

piedstavuje kuZelosetku, jejiz stfed lef v potatku. Je to ellipsa
neb hyperbola, dle toho, je-li a,; @, — a?, > 0, neb <O.

V nafem piipads

a}, — @y, Gy = a%%— a®h?sint y = a®h%cos?y >0,
tak Ze ono geometrické misto je ellipsa.

Abychom nafli jeji osy, ototme osy soufadnic tak, aby
v rovnici transformované koefficient u zy vymizel.
PoloZme tedy

z=2x'cos 3 — ¥y sin 9
y=ux'sin ¢ -+ y' cos ¢.
Z rovnice (a) tak obdrzime
@y @ 22"y 2y + 0y Y + a5y = 0. )
Aby bylo a‘;;, = 0, nutno stanoviti ¢ tak, Ze
tg29 = 2a, . .

Sy — Gy

Déle je pak
a'y +a'g=a,; + an

*
a'y; @'gg = @y, a5 — 4}, )

*) Viz na pf. Zahradnik: Anal. geom. 1. str. 105.
' 36
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Osy ellipsy jsou pak

V=i VoE
ay, 11 'y, 22
tak Ze jich soulin je
33 — Q33 .
Vi dy Va,, a5, — a3,
V daném pifpad® je soulin ten abd cos y.
I vidime, Zze plocha té ellipsy skuteiné jest
a2 + b‘l — cﬂ
— g

P=mabecosy=mn

MozZno téz uvaZovati takto:

Z rovnice 3. plyne snadno, Ze piimky bz — ay siny =20
a y = O (0sa z) jsou sdruZené praméry.

UvaZujeme-li totiz libovolnou rovnob&zku s osou z, y =1,
je pro jeji prisetiky s ellipsou 3.

_ak siﬂ_*_a cos?\/bT:I-_"
—_— [) v

b
y=kFk,
z tehoz vidime hned, ze tétiva ta je pililena bodem
ak sin
z = B 4 y Y=k,

lezicim na pffmce bx — ay siny = 0.
Koncové body téch sdruZenych primérd budou
x=++acosy, y=0
a r==asiny, y=-=+0D>,

tedy poloviéni jich délky A'=a cosy B'= \la*sin®y J- b*
. & thel, ktery sviraji, din vztahem

Zna¥-li A B poloosy ‘ellipsy A4‘, B polovi¢ni délky sdru-
Zenych priméri a o jich dhel, platf vatah AB = A'B'sin 0*),
tak Ze~p_locha ellipsy je ddna vzorcem = 4'B’ sin ».

*) Tamtéz, sitr. 128 (Theoremy Apolloniovy) neb Vojtéch, Geom.
pro VIL tf, r. str. 105.
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Jeizto
s$in o — b
’ Va"‘sin”y-{-b"’
bude plocha uvaZované ellipsy

P —= 7 ab cos y.
Pozndmka.
Bod opife jednou cely obvod ellipsy = = a cos(p — ),
= b sin ¢, probihd-li ¢ hodnoty od O do 2.
Plocha jeji déna pak kiivkovym integrdlem

I’:-—;'—f(wdy—ydx)

vztahujicim se na obvod té ellipsy. Utzijeme-li tedy parametru
@, bude
de =—asin(p — p)dyp, dy = bcospd ¢

a
P:—;—f(a cos(p — ) . b cos + b sin @ . a sin(p — 7)) do

Py 4
b . .
:%—f(cos (9 — p) cos @ + sin @ sin(p — y))de
0

2 bi4
___a_b cosydq;_—_abcosyfdwzabcosg/.
2 2
0 0
O elliptickém pohybu rovinného utvaru viz Jarolimek-

Prochdzka: Deskr. geom. pro vy3$i 8k. techn. str. 335 a nésl.

19.

Trojithelnik ABC md stranu AB pevnou a vrchol C se
pohybuje tak, Ze tihel, pod nims je z C vidéti stranu AB, je
tys jako dhel, v ném# se jevi strana AC z daného pevného
bodu D, jenZ leZi v prodlouZeni strany AB. Naleznéte geome-
trické misto bodu C. Tyz.

Reseni. Zaslal p. Jaroslav Nebesky, stud. VIL tf.
1. v Praze IIL

Trojihelniky ABC a CBD jsou si podobny, ponévadi
Ahel pfi B je spoleény a thly ADC a ACB jsou si rovmy.

36*
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Odtud plyne Wimé&rnost stran
B0 : 45 = DB : BU
a tedy o
BC*= AB .DB.

Jest tedy geometrickfm mistem vrcholu C kruznice opsand
kolem stfedu B polomérem rovnym stiedni geometrické tmérné
uselek AB a DB.

20.

Ohjem pravorhlého rovnobéinosténu jest roven dvojndsol-
nému soucinu Fezu, jens jde t¥emi rohy leZicimi na hrandch tého
trojhranu a vzddlenosti obou modnyich Fezit rovnobééngch. Ctverce
plochy tohoto Fezu jest roven souétu Ctvercdd plochy trojuhelnika,
‘sestrojeného z rozmérd rovnobéinosténu a étverce nad polovici
télesné iihlopFicky. ' Tyi.

Reseni. Zaslal p. Jan Zraly, stud. V. tf. r. v Rakovnice.

UvaZme, Ze obéma fezy, jichz plochu oznatime p, rozdéli
se uhlopfitka na tfi stejné dily, Nebof v tihlopiitném fezu je
uhlopiitka pirefata dvéma rovnob&zkami, jeZz jdou z rohu ke
stfedu prot&jsi strany. Je tedy vzddlenost obou Feziv tdZ, jako
vzdédlenost fezu od.blizitho rohu. Ta je ale vyskou v sefiznu-
tém Ctyrsténu, jichz objem lze vyjadfiti vzorcem —:_l,)—vp. Aviak
objem onoho (tyfsténu je §estinou objemu pravotihlého rovno-
béznosténu, Je tedy ‘

1

1
—G—abc =3

a tudiz
abec = 2vp. .
Oznalme si strany fezu a, b, c. Pak je pro plochu fezu
dle Heronova vzorce
16 p* = 2 (a5 + 9262 + 52 6%) — (a4 4+ B* - oY),
Aviak _
: 2= b* + c*
'52 —a?+ c2
ct= a4 %
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I dostaneine po jednoduché tpravé
p“:%(a“b“ 1+ a%: + B%?). 0
Pro plochu trojihelniku sestrojeného z rozmérd rovno-
béZnosténu plati vzorec
16 A?=2(a%* + a%? + b%?) — (a* + b + ¢ (2)
a pro télesnou hlopiitku
u2_—__a2+ bﬁ_‘_cﬁ,
ut=a*+ b* + c* 4 2(a®? 4 a%?+ d%c? 3
Settenfm rovnic (2) a (3) obdrZime
16 A%+ u* = 4(a??® 4+ a%? + b%?)
a dosadime-li do (1)
4 2\ 2
2 — A2 % _ Ae X
r=A =)
Jak bylo dokizati.

tak Ze

Pozndmka.

Vzorec (1) miZeme obdrzeti také takto: Ozna®me vrcholy
pravotihlého rovnob&znosténu ABCD A'B'C'D’. Uvazujme Fez
ACB'. Plocha jeho bude

=135
p - 2 )
znalf-li v ném o vydku spuSténou z vrcholu B’ na stranu
AC=b. Avék v je pfeponou v pravoihlém. trojihelniku,
vnémZ jednou odvésnou je BB’=—1b a druhou vyika V na pre-
ponu v pravodhlém trojahelniku ABC. Je tedy

a‘ct
52

V=04 V=t =

’

Jjetto
y— ac
=75
I bude

pi= %(b2 b2 4 a“c’)

a odtud dostaneme ihned (1).
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21,

+

Promitneme-li t¥i hrany pravouhlého rovnobéénosténu, je?
s télesnou uhloprickou tvoFi sborceny CtyFihelnik, na rovinu
kolmou k dhlopiicce, vanikne trojuhelnik, jeho? obsah nezdvisi
abc y , ’ vox
o Osy télesngjch wihlopiicek
a hran s nimie mimobéinych, jeZ oznacime va, vy, ve, spliujé
relaci

na sledu rozméri a jest roven

1 1 1 1 1 1
Eﬁﬁﬁ+ﬁ‘#ﬁ+ﬁ+?)
Hrana je stfedni méFickou dmérnou télesné hlopridky
a svého primétu na ublopricku mimobéZnou, Tyz.
ReSenf. Zaslal p. Josef Bezdiiek, stud. V. ti. II. gym.
v Brné.
Oznaéme vrcholy pravodhlého rovnobé&znosténu 4, B, C, D,
A, B, (", D" déle AB—=a, BC=1b, CC'=c.
Primér lomené &tdry ABCC' do roviny kolmé na hlo-
pHéku AC’ jest zdroveii primétem trojihelniku pravoidhlého

ABC. Plocha tohoto trojhelntku je %ab. Plocha primétu P

se obdrZi, ndsobime-li plochu promitanou cos jeji odchylky od
primétny. V nafem piipadé je odchylka roviny ABC od roviny
kolmé na dhlopiitku AC’ rovna tdhlu, ktery sviraji kolmice na
tyto roviny AC‘ a CC', tedy Ghlu AC" C, tak Ze cos té od-
chylky je —Z— I dostaneme hledany vztah P 2’3_1;0 , jak vidno,
nezavisly na potddku rozméri a, b, c.

Osa télesné dhlopiitky, na pf. AC’ a hrany s nf mimo-
béiné BC = b, je vlastn® vzdilenosti hrany BC' od rovnobéiného
fezu twhlopiitného AB'C’D a tedy vySkou na pfeponu v pravo-
thlém trojihelniku ABB'. Je tedy

-« 1
“Vare W
a anaiogicky pro v, v.. Odtud plyne vztah
1, 1,1 11 1
it =gt )

c!

1 1
” =@t
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Primét hrany na pf. BC = b na uhloptitku mimobéZnou
pfevede se na hleddni primétu hrany s ni rovmobéZné B‘C',
kterd se s thlopfitkou protind; promitajici rovinou je rovina
trojihelniku pravoihlého AB‘C’. Ponévadz odvésna v pravoihlém
trojahelniku je stiedni méfickou Gmérnou celé pfepony a pri-
métu odvésny do pfepony, je i hrana stfedni méfickou imé&rnou
telesné dhlopiicky a svého primétu do nf.

22.

Stanovte objem télesa, jeZ vzmikne, otodi-li se prostorovy
ctyruhelnik prikladu predeSlého kolem télesné wuhlopFicky.

Tz,

Redeni. Zaslal p. Jaromir Mares, stud. VII. r. v Praze IIL

Uzijme tého# oznadeni jako v piedeilé tloze.

Téleso vzniklé rotaci prostorového ¢&tyFdahelniku ABCC!
bude se sklddati ze dvou rotatnich kuzeld K, L, vznikljch
ototenim hran AB a CC' a rota¢nfho jednoplochého hyperbo-
loidu H vytvofeného rotaci hrany BC.

Oznatme si je§t§ B primst vrcholu B a C primét vrcholu
C do uhloptitky AC".

Pak je dle pfedeflé tulohy vyska kuZele K

—
AB= o
polomér zékladny
. BB= \/ag_a4=aVb"+c_ﬂ

u* u

a tedy objem
a4(b2 + cQ
analogicky bude X
ct (b2 + a®
s L)

Jednd se o vypotet objemu rotainfho hyperboloidu H, Ten
vznikne té7 rotaci hyperboly
xz y‘2

—_— — =1

A B
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kolem osy vedlejf. Osa vedlej$i x lezi v mimobéice AC’ osa
hlavni je osou obou mimob&iek AC* a BC, mi tedy dle pfe-
deslé _1’110hy délku

Jednd se o to, najiti polohu stfedu hyperboly S na thlopiitce
AC'. S je priisek osy mimobgzek s AC', tedy prisek primétu
B(C do roviny ADB'C* s AC. BC se promitd do 4D B'C’ jako
rovnobézka s AD ve vzdalenosti rovné primétu hrany AB = a
do AB', tedy rovné

aﬂ
- VR
Plati tedy dméra
. 1
AS :u = LSNPS V%
Vorp s Var +
t. j.
au
AS el
i bude
v a’u cu
. SC=u a® 4 c* a® -+ c*
Jezto
— 2 - o
Ab’:—‘;—, CC = ’; ,
bude - yage
— a2b! " 20
BS=Gixou ST o

Vedlejsi poloosu hyperboly vypofteme z toho, Ze na ni
lezf bod o soufadnicich

_ FRIPY]
2, — BB =2V
u
_ a?h?
| h=—8B=— Gy
neb bod o soufadnicich .
_ \/a? 2
B, = 0020_“#_
_ 2,2
Y, =8C= ble

@t eu’
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Tak najdeme

ale
| B=aga-
Objem hyperboloidu je pak
}'2 AQ .72
H=n fx"dy:-_ nﬁf(yu,- BYdy
F Yy

A1 o
= 3;[—?,— @2 —y) + B (v, — 3/1)]-
Dosadime-li, najdeme po snadné Gpravé
H___-Eb_g 3a%? + b’( 2 |
=35,(8a% a® + ¢)).
Objem celého rotaéniho t8lesa bude pak
V=K+ L+ H= ?)iu(aglﬂ—{- a%e? 4 b%c?).

Pozndmka.

Objem télesa omezeného dv&ma rovnob&Znymi rovinami
(zékladnami Z,, Z,) a libovolnou plochou kfivou dé se vyjadiiti
tymZ vzorcem jako objem hranolce (pravidlo Simpsonovo)

+ &+ 2,410,

znalf-li v vzddlenost obou zdkladen (vySku), M plochu Fezu
stiednfho, tehdy, kdyz plocha libovolného fezu rovinou rovno-
béznou se zdkladnimi je kvadratickou (neb kubickou) funkei
vzddlenosti tohoto fezu od jedné ze zdkladen. Tento poZadavek

je splnén pii télesech vyfatych rovnob&Znymi rovinami z ploch
stupné druhého.*)

Uzijeme vzorce toho na vypolet objemu rotatniho hyper-
boloidu H. I jest '

v=RBC,

*) Viz BydzZovsky-Vojtéch, Math. pro vyssi ir. r. str. 105.
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coz je primét b do u, tedy dle pfedeslé tdlohy
b2
V= —.
u
o 27,2 2
lenBB"’:n————a @ +Q

n® !

- 2 2 2
Zy=n (0= S HY)

Jednd se jeSté o vypolet plochy stfednfho fezu. Bude to
kruh o poloméru rovném tsece spojujicf pilicf bod A dsetky
B C s pilicim bodem M usetky BC.

I bude
MM = AM® — AM?,
2
AM“:a“—I—%—,
— — 1 -~ a° 1 b2
AM = AB + —2—30_7 5w
tak Ze oa o .o
JWM“:LLWC + a®? 4+ b%
44
2,2 272 2,2
a M=n4ac—|—ab+bc.
4y

Tak najdeme koneéné zase

nbn 2,2 2 2 2
H:W(e»ac + 02(a? + ¢%)).

Z deskriptivni geometrie.

1.

Danown kuzeloseckou proloZiti rotaéni plochu kuselovow
a) jdouci dangjm bodem,.
b) dotykajici se primky dané, Dr. Josef Klima.

Redeni. Zaslal pan Miloslav Jake3, stud. VIIL. tF. redl.
gymn. v Chrudimi. 4

BudiZ rovina dané kuZeloselky ¢, rovina soumérnosti kuzelo-
setky, prochédzejici hlavni osou jeji, budiz 6. Geometrické
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misto vrcholit rota¢nich kuZeld, jez prochizeji danou kuzelosetkou,
je kuZeloselka v roviné o, jejiZz vrcholy jsou v ohniskich dané
kuZelosetky a ohniska ve vrcholech jejich.

Diikaz: Oznatme vrcholy dané kuZzelosetky A, B, ohniska
F, F' a vysttednost jeji ¢. Osa kuZzele, tudiz i vrchol ¥V leif
v roviné o, kterd protne plochu kuZelovou v povrchovych pfim-
kich AV a BV.

Dotyény bod koule vepsané kuZeli a dotykajici se i roviny
¢ (misto koule mizeme vziti jen jeji hlavni kruZnici v o) je
ohnisko (tFebas F pi A) na rovind g, na povrchovych pifmkéch,
necht to je 7, na AV a T, na BV. ProtoZe pak tetny vedené
z bodu ke kouli (kruZznici) jsou stejné dlouhé, plati:

AT, = AF, BT, = BF, VT, = VT,.
Podle toho
AV = AT, + I, V=AF 4+ T,V

kde horni znaménko plati, je-li dand kuZelosetka ellipsa, dolni,
- je-li hyperbola.

Rozdil po pifpadé soutet AV 5= BV — AF = BF, jeito
pak BF = AF' je AVE BV = AF T AF' = 2c.

Rozdil (soucdet) vzddlenosti bodu V od A a B je roven
vzddlenosti ohnisel: dané FkuZeloseéky. Bod V lezi tudiZ na
hyperbole (ellipse), jejimiz ohnisky jsou 4, B a hlavni osa FZ7,
¢imZ je hofejdf véta dokédzdna.

a) Ob& kuzelosetky méme protnouti pf{mkou, kterd by
prochdzela danym bodem M. Sestrojime kuZelovou plochu, jejiz
fidicf kiivkou je jedna z kuZeloselek a vrcholem bod M, a pro-
tneme ji druhou kuZelosetkou. Povrchovd p¥imka prochézejict
prisetfkem nédlezi hledanému kuZeli; vrchol V je na prisetfkn
jejim s kuZelosetkou v ¢. Dalif povrchové pifmky dostaneme
spojenim nalezeného vrcholu ¥ s danou kuZeloselkou.

ProtoZe kuzelosetka protind plochu kuZelovou ve Ctyfech
bodech, je tloha éfyrznaénd.

) Zobrazime priselfk dané tetny ¢ s rovinou ¢. Z ného
vedeme teénu ¢’ k dané kuZeloselce; rovina v = (¢ ¢') je tetnd
k hledanému kuZeli, lez{ v nf tudiZ jeho vrchol V. Prisetik
roviny = s pomocnou kuZeloselkou je tedy hledany vrchol V.
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Protind-li teéna ¢ rovinu ¢ uvnitf dané kuZelosetky (t. j.
v té t4asti, kde je ohnisko), neni refeni. Obecn& je tloha rovnéz
&tyFznadng. '

Pifpad 1) fedi pan Jaromir Mares, stud. VII. redlky
v Praze IIL. téz pfimo: bez pouziti kiivky fokdlni nésledovné:

Dand kuZzelosetka % méjz stied S a ohniska F,, F, v roviné
¢ a tedna plochy kuZelové budiz ¢{. Vedme z prisetfku M telny
¢t 8 rovinou ¢ ke kuZeloselce % telny ¢, f,. Tetnou ¢ a jednou
z teten ¢,, t, jest urlena rovina teénd k hledanému kuzeli. Nynf
za pouZitf v&ty Dandelinovy, sestrojime stfedy koulf vepsanych
co prisetiky kolmic vztyfenyeh v F, a F, k roviné ¢ a rovin
teénych. Stiedy kouli leZi na ose kuZele a v priseéiku roviny
tetné s osou kuzele dostaneme vrchol plochy kuzelové. Je-li dans
kuzelosetka parabola sestrojime vrchol co priseéfk t¥i rovin a to
roviny tetné (¢ t,,,), roviny teiné rovnob&Zné s ¢ k sestrojené
ploSe kulové, a roviny kolmé k ¢ pfimkou F, F,. Jelikoz jest
mozno sestrojiti dvé teény z bodu M ke kuZelosetce a ke kazdé
roving tetné dva kuzele, jest dand tuloha nejvySe Ctyiznalnd.
Dvojznatnd v pripads, Ze tefna ¢ protne rovinu ¢ v bodd kuZzelo-
setky &, nemoZna, protne-li uvniti kuzelosetky £ danou rovinu .

2.

Sestrojiti rotaéni hyperboloid, ddn-li svym stredem, povr-
chovou primkou a podminkami, Ze jednu danou rovinu protind
v parabole a druhou v rovnoosé hyperbole.

Dr. Jdosef Klima,

Pozn. autorova: Uloha je preurtena, stalf totiz jen jedna
z poslednich podminek. :

‘Reseni. V podstaté zaslal p. J. Faus, st. VI. r. v Pardu-
bicich,

Uvazujme nejprve, Ze ddn stied S a povrchovd pfimka
m hyperb. rotatntho. Osa o hledaného hyperboloidu lezi v roving
o kolmé v bod& S ku kolmici z bodu S na pfimku m spusténou.

Asymptoticky kuZel hled. hyperboloidu je tudiZz rotaéni
kuzel o vrcholu S, majfcf osu o v rovind w||m a obsahuje
povriku m'||m leifci patrné v roving w. K urlenf osy kuZele
‘toho a tudiZ i osy hyperboloidu stadf nyni jedna ze zbjvajicich
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podminek, feknéme, Ze @) déna rovina g, jezZ md hyperb. protinati
v parabole. Pak rovina ¢'|] ¢ jdouci bodem S musi byt rovinou
tetnou kuZele rot. asympt. Jest sestrojiti tudiz osu rotaé. kuzele,
daného vrcholem S, rovinou w prochdzejici touto osou, povrikou
m'- (lezici v w) a vovinou tetnou ¢’. Opisme kol sttedu S plochu
kulovou. Tato protne rovinu ¢’ v kruznici hlavnf /, hledany kuZel
pak v kruznici ¥{dici, jejiZ rovina patrné musi stiti kolmo k roving
o, prochdzeti bodem J/, v némz m' protind kouli a byti rovinou
tetnou ke kruzniei /. Staéi tudiz k vélci, ktery md za ifdfci
kiivku kruZznici ! a jehoZ povrchové pfimky jsou kolmy k rovin&
o proloziti bodem M roviny te¢né, na néz jsou hledané osy dvou
obecné urt. rotal. kuZeld asympt. kolmy. Uloha je obecné dvoj-
znatnd.

b) Zvolena-li podminka, Ze mi danou rovinu ¢ protinati
v rovnoosé hyperbole, pak tloha fe¥i se obdobn&, jen kruZnice
! vroviné ¢ je nahrazena kruznici v roviné ¢’ || ¢ jdouci ob-
dobné bodem S a majici polomér rovny poloméru zvolené koule

opsané kol stfedu S ndsobenému sin 45°= % V2. Uloha v tomto
piipad® vzdy dvojznalnd.

Pozn. Zvolime-li na kouli k bodu P bod diametrdlné proti-
lehly, dostaneme patrné tytéZ osy.

3.
Plocha kulovd ddna dvéma riznobéinyms teénami a dvéma
teCnyms rovinami; sestrojiti ji. Dr. Josef Klima.

Redeni. Zaslal p. Jaromir Mares, stud. VIL redlky
v Praze IIL '

Dény jsou te¢né roviny z,, 7, a tetny riiznob&zné ¢, a ¢,.
Sttedy ploehy kulové najdeme co prisetik tif geometrickych mist.
Geometrické misto stfedd ploch kulovych, které se dotykaji dvou
tetaych rovin 7,, 7, jest jich rovina symetrie ¢. Geometrické
misto stfedd ploch kulovych dotykajicich se dvou rdznob&inych
teten ¢, a ¢, jest rovina ¢ kolmd k roving (¢, #,), proloZend
osou uhlu s,, ¢4,. Tedy geometrické misto stfedd jest prisetnice
s rovin ¢ a 0. Geometrické mfsto stiedd ploch kulovich dotyka-
jicich se roviny teiné = a tetny ¢ jest plocha kuZelovd o vrcholu
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V co prisetiku teény ¢ s rovinou te¢nou 7 a kiivce Fidicf, jiz
urffme co prisek roviny rovnobéiné s r ve vzddlenosti tfeba
a arotaéni plochy vilcové o ose ¢ a Hdici kruznief o poloméru
také a. Priiseinice s protne plochu kuZelovou ve dvou bodech,
hledanych to stiedech ploch kulovych. Priisenice s jsou celkem
&tyFi, dloha jest tedy nejvySe osmiznalnd. Polomér plochy kulové
nalezneme co vzddlenost stfedu od nékteré roviny tetné.

Jiné feleni zaslal p. Miloslav Jakes, st. VIII. t¥. redl.
gymn. v Chrudimi.

Stied koule leZz{ v roviné soumd&rnosti danych tecen a
v roviné soumérnosti danych rovin teénych, tedy na priseénici
s obou rovin soumérnosti, kterd protind prisecnici danych rovin
v bodé O. Podle ného jsou homothetické viechny koule se stfedem
na s a dotykajici se danych rovin. Zvolme jednu takovou kouli
a sestrojme k nf tetnu ¢ homothetickou s nékterou danou teénou,
sestrojme bod dotyény a jemu odpovidajici bod na dané teéné.
Ten nalezi hledané kouli, jiz pak snadno uréime jakoZto homo-
thetickou ke kouli sestrojené.

Uloha je obecnd osmiznatna, nebot dané roviny maji 2 roviny
soumd&rnosti, rovndZ dané telny, takze dostivdme 4 prisetnice
s; na kardé p¥imce s lze pak sestrojiti 2 stiedy koulf, jezto
v pomocné kouli miZzeme vésti dvé tetny ¢'.

4.

. Rotaént kuselovd plocha ddna osou a dvéma teénami.
Dr. Josef Klima.

Redeni. Zaslal pan Miloslav Jakes, stud. VIIL tf. r. g.
v Chrudimi, :

* Retacf tefen kolem dané osy vzniknou dva rotaini hyper-
boloidy jednoploché, jichz se musi kuZelovd plocha dotykati.
Nejlépe je zvoliti prvni primétnu kolmo k ose plochy ku-
zelové, pak narfsujeme v druhém primété meridisny hyperbo-
loidd rovnob&Zné s druhou primétnou a k nim vedeme spoleéné
telny. Rotaci jejich kolem osy vznikne hledany kuzel.
Pon&vadz lze obecné ke dvéma hyperboldém o spoleéné ve-
dlej’i ose (co do polohy) vésti dva péary spoletnych teten, sou-
mérnych podle této osy, jest tloha dvojznadnd. Jsou-li obé
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tetny stejnd vzddleny od osy, pfejde jeden kuZel ve valec. Jest-
lize pak obé& tetny vytvori ototenim tyz hyperboloid, je tloha
neurditd.

Jiné feSeni zaslal pan Bohumil Mlateéek, st. VII. tf.
redl. v Pardubicich.

Jedna z danych tefen ¢ otdlejic se kol osy dané o vytvoif
rotatni hyperboloid, jehoZ vSechny kuZele opsané z bodi ima-
ginarné osy o dotykaji se tetny ¢{. Z nich tfeba vziti ony, jeZ
dotykaji se druhé dané tetny ¢,. ProloZime tudiZ te¢nou ¢, roviny
tetné k hyperboloidu tomu, ty jsou obecné dvé a jsou urfeny
piimkou ¢, @ povrikami rotainfho hyperboloidu jdoucimi body
priseénymi tetny ¢, s hyperboloidem tim.

Tyto dvé teéné roviny protinaji osu o ve vrcholech dvou
rotaénich ploch kuZzelovych, vyhovujicich danym podminkim.

Poznamka.

Uloha je patrnd moznou jen tehdy, kdy# piimka #, protind
mneb dotykd se hyperboloidu rotatniho, ppsaného tetnou ¢ kol
08y 0.

5.

Uéitim paral. stinu vrieného plochy kulové sestrojiti ellipsu
danow ohniskem, délkou vedlejsi osy a dvéma body.
Dr. Josef Klima.

Redeni. Zaslal p. Jaromir Mares, stud. VIL tf. redlky
v Praze IIL

Pro zjednoduSeni vloZme dané tfi body do pidorysny.
Dle véty Quetelet-Dandelinovy sestrojime kouli polomé&ru malé
poloosy, dotykajici se pldorysny v ohnisku. Z druhych danjch
bodt opiSme kouli rotaéni plochy kuzelové o stiedech v danych
bodech a hledany smér paprskd ‘svételnych budou povrchové
ptimky obou ploch kuZelovych navzdjem rovnob&Zné. Provedeme
to tim zplsobem, %e jeden kuZzel poSineme a% jeho vrchol padne
do vrcholu kuZele druhého a sestrojime pak jich spoleiné po-
vriky, jeZ budou obecnd &tyfi.

Misto priiseku dvou rotatnich ploch kuZelovych dosti obtfz-
. mého, mozno pouZiti trojhranu, kterj jest urfen vSemi tfemi
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stranami a to jedna jest tihel obou os ploch kuZelovych a druhé
dvé pak poloviéni uhly p¥i vrcholu jednotlivich kuzeli. Smér
gvételnych paprski jest pak pifmka protilehld dhlu obou os.
Nyni sestrojime osvétleni a vrZeny stin plochy kulové pro nale-
zeny smér paprskd svételnjch. ReSeni jest obecnd &tyFznatné.

Pozndmka.

Spoleéné povrsky dvou rotatnich ploch kuzelovych o spo-
le¢ném stfedu, mozno vyhodn& sestrojiti té% pouzitim plochy
kulové, opsané kol tohoto stfedu, jeZ protne prvou ve dvou
kruznicich a druhou rovnéZ, jichZz spoleiné body spojené se stie-
dem, uréuji povriky spoleéné.

6.

Sestrojiti jest plochu Lulovou, prochdzejict danym bodem
a dotykajici se danych dvou .ploch kulovych, tak aby dseika
spojujici body dotyéné méla danou délku. Fr. Mddle.

Re¥eni autorevo.

Dané plochy kulové budtez

K, (S1y 1)y Ko (8, 19), 1y =145

délka jich stfedné budiz ¢. vn&jii stied jich podobnosti O,, vnitfni
0,, dany bod R, A dotyény bod na K,, B na K,.

Délka spoletné vnéjsi tetny jest ¢,, vnitini ¢,. Prisetiky
stfedné s plochami K, a K, oznatme si pofadem

M, N, P, Q.(MO, = m, NO, = n, PO, =n, Q0, = q;
7”7); = m,, 1—\_7?)Q =n,, P~_02 =7p,, Q_02 =q,).
a) RozfeSme tlohu nejprve pro ten piipad, Ze K, a K,

lezf mimo sebe. Pak bod R musi lezeti mimo ob& dané plochy.

Spojnice AB — d mize prochizeti bud bodem O, (doty-
kd-li se hledand plocha danych bud obou zevn& nebo obou uvnitf)
nebo bodem O, (je-li dotyk hledané plochy s danymi stFidavé
8 jednou vnéjsi a s druhou vnitini).

- ) Spojnice AB prochézi bodem O,. Pro délku d plati zde
vymezeni

MQ=d=NP.
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Mozno pak rozliSovati piipady
o) NP<d<t, o) t,<d< MQ, o) NP=d,
e) tt=4d, a) MQ=d.

«,) V tomto pifpad® jest dotyk hledané plochy s danymi
vnéjif. UvaZujme v3e v roving, jez protind dané plochy a hle-
danou v hlavnich kruZnicich a oznatme si O,B = . Pak z po-
dobnosti trojuhelnfki O,MA a 0,QB ziskdme rovnici

z(x 4 d) = mq

2?4 dz — mg =0,

¢ili

dz
x, 2-_—.—-—-— \/ + mgq.
Kofen

d a .,
L= + \/T + mq
jest vzddlenost bodu B od O,, absolutni hodnota kofenu z,

(|2 > )

pifslusf bodu A. Oba kofeny dAvaji jedinou tétivu AB, nehledi-
me-li k soumérnosti podle stfedné S,S,.

Spojnice S, 4 a S,B protnou se pak v bodé S,, jenZ jest
sttedem jedné takové plochy kulové, dotykajici se danych tak,
ze AB = d.

Oto¢ime-li nynf trojihelntk §',S%,, kol osy 8,8, pak
S’ vytvoff kruznici . jeZ jest geom. mistem stfedd viech ploch
kulovych, dotykajicich se danyjch a vyhovujicich podmince

AB = d.
Sejmeme-li jejich polomér AS, = BS, a opfSeme- -li timto polo-
mérem z daného bodu R kouli, tu protne se s rovinou ¢ kru-
nice k& v jiné kruZnici %'; prisetfky kruZnic £ a %' jsou pak
sttedy Zddanych koulf.

Reseni je v tomto pifpads dvojznatné, jednoznainé nebo
nemozné podle toho, jestli se kruznice % a &’ protinaji ve 2 bo
dech, dotykaji nebo neprotinaji

37
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;) V tomto piipadé dotyké se hledand plocha obou danych
uvnitt, Oznaéime-li si opét O,B = «, obdrzime tou rovnici jako
v «,)

z(x + d) = np = mgq.

Postup ndsledujici jest tyZz jako v «,); potet Fe¥eni zdvisi
opét na vzdjemné poloze kruznic % a %’ A

;) Je-li d = NP, jest mozna pouze jedind koule; nesmi
viak v tomto ptipadé bod R byti ddn, le¢ by vzddlenost jeho od

stredu tsetky VP rovnala se %ﬁ Pifpad tento patfi vlastné

do «;), jelikoz nastivd dotyk vnéjif.

o,) Jeli d =¢,, pak hledané plochy kulové prechizeji ve
spoletné roviny tetné danym bodem prochizejici. Uloha pro tento
piipad jest opét dvojznaénd, po pifpadé jednoznatni nebo ne-
moznd. Tento piipad jest pfechodem z dotyku vnéjitho do
vnitfnfho.

a;) V tomto pfipad® obdriime jedinou kouli a bod R ne-

smi byti dan, le¢ by od stfedu tisetky MQ byl vzddlen %WQ.

Pripad tento ndlezi do «,), nebot nastdvd dotyk vnitfni.

) Predpoklddejme, ze danou tétivu AB = d miZzeme polo-
Ziti na ony hlavnf kruznice také tak, Ze prochdzi bodem 0,. Pak
miZe se hledand plocha dotykati bud plochy K, zevnitt a K,
zevné nebo K, zevné a K, zevnitf,

Prvni pfipad nastivd, je-li d poloZena mezi spoleénou
vnitinf tefnou a spojnicf A7P, druhy pfipad, m4-li d polohu mezi
t, a spojnici NQ.

Zde nutno rozhodnouti, jaky m4 d prib&h. UvaZujme tedy
oba zminéné piipady dohromddy a oznaéme si O,B =y. Pak
obdrZime rovnici

y(d - y) =4un = m’1p1 ’

Y2 = \/'—‘—' 217,
z tehoZ patrno, Ze nejmensi hodnota, jaké d smi nabyti, jest

d=2Vqn, = 2\\m,p, .

Tato dumia mé vZdy polohu mezi #, a spojnici NG, .
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Délka d pak md ndsledujfci pribéh:
Klesi od MP P ptes t; do duin, odtud pak stoupd do NQ
Jelikoz pak jest MP > N @, plati pro délku d vymezeni

Apin < 4 < MP.
Pro krajni pipady 4 = NQ nebo d = MP musil by bod
R byti tak ddn, aby vzddlenost jeho od stfedu isetky N resp.
MP byla rovna

1 — 1 —
7NQ resp. -E—MP.

Pro b = MP pak byla by ftloha jednoznatnou, pro d = NQ
“trojznatnou (uvazujme zde znafnost specielnd pro piipad g), na
konec pak ustanovime znanost dhrnnou spojenim pifpadé
«) a f3). .

Kdyz d = ¢,, pak musime rozliiiti piipady 1) ¢, > Ng,
2) t, < NQ:

1. Hledané plochy kulové prechdzeji v spoletné vnitini
roviny teéné bodem FR prochdzejici; Globa dvojznalnd.

2. Hledané plochy kulové jsou jednak spoleéné vnitini ro-
viny teéné jdouci bodem R, jednak 2 plochy kulové, dotykajici
se K, zevnd a K, zevnitf, jelikoz ¢, miiZze obdrzeti téZ polohu
t8tivy mezi dmin a VQ. Uloha &tyfznatna.

Spojme nynf oba pifpady «) a ) dohromady:

1. Kdyz NP = d, vyhovuje jedini koule a bod R nesmf
byti dén, le¢ s podminkou v «;) vyslovenou.

9. Je-li NP < d < 2\q,n,, jest iiloha dvojznatnou (pro
bod 0,) a v piipads d = 2\g,n, Etyfznagnou. (2 vysledky pro
0, a 2 pro 0,.)

3. Jeli 2\gm, < d < NG, Jest tiloha Sestiznatnou. (2 v§-
sledky pro O,, 4 pro O,.)

4, Jei d=DNQ a mili dany bod R od stfedu tsetky

NQ vzdalenost —;—ZVQ_, tak obdrzfme 5 kouli (2 pro O,, 3

pro 0,). L
5. Kdyz d ={,, dostaneme, je-li f, > NQ, 4 vysledky,
z nichZ 2 jsou spoleéné vnitfnf roviny teéné a 2 koule (koule
plo 0, roviny pro Op); je-li ¢, < AT(Z—jest tiloha 6znatnou —
37*
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4 koule a 2 roviny (2 koule pro O,, 2 koule a 2 roviny
pro O,).

6. Je-li NQ < d < MP, vychézi 4-znatné tlohy a v p¥i-
padé d = MP trojznatnost (je-li viak bod R umistén podle pod-
minky nahofe vyslovené) — 2 feSenf pro O, a 1 pro O,.

- 7. Kdyz MP < d << M@, pak tloha jest jen 2-znatnou.

8. V pipadd d = 31Q. vyhovuje 1 koule, ovéem opét.
s podminkou vhodného umisténi bodu R.

Tato diskusse platf pro ten piipad, Ze zmfinéné kruznice
L a I protinaji se ve dvou bodech. Kdyby se neprotinaly,
podet FeSenf by se zménil. '

b) Protinaji-li se dané koule K, a K,, pak miZe bod R
lezeti bud vné obou koulf nebo uvnitf kterékoliv z nich. Je-li
vn& obou kouli, odpad4 vySetfovdni pro vnitini stfed podobnosti, -
je-li uvnitt, odpadd vySetfovani pro vnéjii.

" Kdyby se dané koule dotykaly, musil by bod R leZet mimo
obé& koule.

c¢) Piipad, kdy z danych kouli X, a K, jedna leZela by
uvnité druhé, fesil a diskutoval se podobné vzhledem k tomu,
Ze sttedy podobnosti jsou i v tomto ptipad& redlné.

1.

Urdete Fidici kruZnici rotacni plochy kuZelové o stfedu S,
jestlize a) oblina prochdzi body A, B a dotykd se pFimky m,
b) oblina prochdzi bodem A a dotykd se pFimek m a n.

Prof, Jifi Archleb.

Regenf. Zaslal p. J. Faus, st. VL. r v Pardubicich.

‘a) Protneme-li obé dané povrchové pfimky hledaného ku-
zele (48 a BS) a rovinu doty&nou 0, jdouci stfedem S a pkm-
kou m, koulf, o libovolném polomé&ru a stfedu v S, jest urtity
rovinny prisek této koule dici kruinici hledané plochy kuZe-
lové. Tato kruZnice musi v8ak prochdzeti ob&ma prisetiky obou
povrchovych pfimek s koulf a musi se dotfkati hlavni kruZnice
k, vzniklé prisekem roviny ¢ s kouli. — Abychom témto pod-
minkdm vyhovéli, musime proloZiti pffmkou jdoucf obdma priise-
¢fky M, a M, povrchovfch pfimek s kouli, rovinu takovou, a®y
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se kroZnice % dotykala. Rovinu ¢ kruZnice protneme pifmkou
M, M, a z takto vzniklého prisetiku vedeme tetny ke kruznici %.

Roviny prolozené pifmkou M, M, a postupné prvni a druhou
telnou, protinaji zvolenou kouli v fidicich kruznicich rotaé. ploch
kuzelovych, vyhovujicich dané podmince. — PondvadZz roviny
jsou mozné dvé, jest tloha obecné dvojznatnd.

b) Opét protneme jednu povrch. pimku (SA) a dvé tetné
roviny o= (m, 8) a ¢ = (n, S) kouli libovolného poloméru
o stfedu S.

Abychom zde stanovili F{dicf kiivku hledaného kuZele mu-

sime prisetfkem A pimky SA s kouli vésti rovinu takovou,
aby se dotykala obou kruZnic, které vzniknou prisekem dotyé-
nych rovin ¢ a ¢ s kouli. Ob&ma kruZnicemi proloZime vilec,
jehoZ osa, vychdzejici ze stfedu S, lezi v roviné soumérnosti
obou kruznic. Vdlce jsou moZné dva, ale tetné roviny z bodu M
mozno vésti pouze k jednomu vilei, nebof bod M jest uvnit¥
vélece druhého. Priseky téchto dvou tetnych rovin s kouli jsou
hledané #idici kraZnice, dané podmince vyhovujicich. rotaci ploch
kuzelovych. Ponévadz roviny jsou opét dvé, jest Gloha zase obecné
dvojznatnd.

Pan Jaromir Mare$ pievddi pifpad b) na a) tim zpisobem,
e sestroji k povrsce AS povriku. symetrickou vzhledem k roviné
soumérnosti danych rovnic jsouci v témZe twhlu jako je po-
vrika S4,

Z fysiky.*)
1.

Na drsném stole se machdzi Fada stejnijch penizi polo-
mérd r a hmoty m, jichi stiedy lesi na pFimce a ve stejné
vzdjemné veddlenosti 2r + d. VySineme-li prvy rychlosti V tak,
aby narazil primo na druhy, jaky bude vysledny pohyb? Co
se stane, bylo-li d = 0°? Kudera,

Refeni. '

Nazveme-li koefficient tfenf mezi penizem a stolem p, jest
sfla pohyb zpozdujici umg a pohyb penize po stole jest rovno-

*) Clankem v tlohdch citovanym je &linek prof. Kuéery ,,O Tézu
teles® v tomto roéniku uvefejnény.
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mérné zpozdény se zpozdénim gg. Peniz prvy, vySinuty z pivodnt
polohy rychlosti 7, bude miti po prob&hnuti vzd4lenosti d rychlost
u,, kterou narazi na peniz druhy. Pfi tomto pohybu jest ztrta
kinetické energie

5 m Vv — —%— mu?
rovna praci proti ttenf na trati d, t. j. umgd, takZe

V2 — u} = 2pugd.

Pfi srd%ce penize prvého a druhého jsou rychlosti pred
rdzem u, a u, = 0, po rdzu pak v, a v,, jeZ jsou vdziny vztahem
Newtonovym (viz ¢ldnek ,O rdzu téles“ rovnice (12))

v, — v, = — kuy,
kde % je koefficient restituce, a vétou .0 zachovdni hybnosti, jez
zde zni
u, = v, + 5 .
Z toho
1 1
01:.—2~u1(1—k) 1’2:Tu1(1—|—k).

Po rdzu m4i peniz prvy rychlost », a vykondvd pohyb
rovnomérné zpozdény, takZe se zastavi po prob&hnuti vzddle-
nosti s,, dané vztahem

v} = 25, ug
¢ili
v __ul(l—k)
2u9g " 8Bug
at nenarazﬂ li mezi tim na peniz druhy, ktery po rizu se pocal
pohybovati rychlosti v,. Vztah mezi potdteéni rychlosti penize
prvého a druhého jest dle

V2— ul = 2ugd

v} =%u§ 1+ %)?

31= 1

po vyloudeni u,
2 v2
2—- —2

Ste]né obdrzfme poddtetni rychlost v, penize tfetfho a po
ndrazu penize druhého, dosadime-li za V nyni v,, za v, pak v,
a podobné i dile.
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Pohyb v fadé penizii pokratuje tak dlouho, az potateéni
rychlost penize n-tého nestaéi k prob&hnuti vzdilenosti d, takze
peniz n-ty prob8hne vzddlenost s, kterd jest

—_— (N <
2pg = ¢

Kdyby byl rdz dokonale pruzny, koeficient restituce roven 1,
pak z hofejiich vztahd

v, =0 a s =0,
t. j. penfz prvy po ndrazu na druhy zistane stdt, drubhy pak
piejme celou jeho zbyvajici rychlost v, — u,. KaZdym probéh-
nutim vzdélenosti d zménf se ¢tverec pdvodni rychlosti o 2 ugd,
takze pohyb postoupi aZ k »-tému penizi, kdyz
n.2u9d . = Vi>(m—1)2ugd.

Dotykaji-li se navzdjem vSechny nedokonale pruzné mince,

t.j.jelid=0,0<’t <1, tu

m:n%=%10+n

Ug= 0y, V3= 5 u,(l—{—-k)_V (1+k),
a podobné& déle, takZe potdteéni rychlost penize posledniho,
n-tého jest : (1 4 et
LR

S touto rychlosti odsko¢f a dob&hne do vzdélenosti
v VE(1 4 lc)’("-“
2p9 2% ug

Kdyby byly vSechny mince dokonale pruzné, bylo by v, =V,
posledni odskotila by s touz potdtetni rychlosti, jakou meéla p¥i
rdzu mince prvd. Tento piipad pfedvddivd se l1épe na rdzostroji,
kde misto penfzi uZivd se kouli zavéSenych, a rychlost koule
prvé i poslednf se méif elongaci od polohy rovmovdzné.

Sp =

2.

Na ledovou hladinu dopadaji kroupy ve sméru o 30° od-
chyjleném od svislice, a odskakuji v 1thlu 60°. Predpokldddme-li
led absolutné hladky, jak veliky jest koefficient restituéni? Od-
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skoéi-li kroupy do vySe 60 cm, s jakou rychlosti dopadly nu
led? Do jaké vyde odskoli, kdy? byly podruhé na led dopadly?
. Kucéera,
Refeni.
Rychlost « dopadajicich krup rozloZme na slozku verti-
kélnf %, —wu.cose a horizontilni «', —= u . sin «. Druhd
slozka se nirazem nezméni, takZe po ném jest slozka horizon-

talni o', = u',, slozka vertikdlni dle ¢linku v, = — ku,. Vy-
sledné rychlost tvofi s kolmici dopadovou iuhel 3, dany vztahem
T L
tg b= v | ku, Tk
Z toho &k = ?% a dosazenfm &= 30°, §=60° plyne k= —é— .
K stanoveni vy3ky %, po prvém odrazu stali uvaZovati
vertikdlnf slozku rychlosti v, = — ku,. Dle zndmého vzorce jest
_— ?71 L“uz
=gy = 29
Dosazenim
hy =60 cm, k= —%— y 9 = 980 cm/sec?
plyne

.
u? = 10384 . 10° (c—m—) . w, = 10286

‘ sec sec
_Celkova rychlost dopadajicich krup jest

= =118 =1188 .
Vertikalni slozka w, rychlosti pii druhém dopadu je
Uy = — v, = ku,

a druhym odrazem se zméni ve v, = — ku, = — k%,.
Vy&ka ky; po druhém odraze jest pak

hy= i =R kh, = 60 cm = 666 .

297 29 !
3.

Na vodorovnou pidu pustime pruinou kouli. Jaky jest
koefficient restituce, vyskolila-li po druhém ndrazu do vyse
poloviént neZ byla vyska, s nis jsme ji pustili 2 Kuéera.
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Redeni.

Podobng jako v tdloze druhé médme rychlost pfi prvém
dopadu u,, pfi druhém w, = ku,, a po druhém odraze

vy = — ku, = — k%, .
Vyika, z niz jsme kouli pustili, jest
—
=gy
vyska po druhém odrazu podobns
vy __ k'l
"=9,= 2y
Je-li tedy », = 5 b je
T
Bl 1wl _\/1
29 -——2——g i k= -é—.
4.

Projektil narazil na drsnou sténu v dopadovém vhlu 45°.
Je-li odrazovy vhel stejné veliky, dokazte, Ze koefficient tFeni u
jest '

kde k jest koefficient restituini.
Reseni. ‘

Kucéera.

Rychlost «# projektilu rozdélime na slozku kolmou k st&né

u, = u cos «, a slozku tangencidlof u‘, = u sin a. JeZto « = 45°,

jo- |wuw, I =1[w,|. Rézem zméni se slozka normalnd na
| v, | = | ku, |, slozka tangencidlnf ndsledkem tfenf ve

v =o'y — (1 + &) pw,, .

jak v lanku jest dokdzano. Jezto viak tihel odrazu jest 8’ = 45°,

jo |o I=|vy] t ]

k=, — (L4 &) pu, 8l p= i—:—’;-
Tento vysledek plyne ostatné okamzité ze vztahu v ¢ldnku

dovozeného % . {g p'=1tg @ — (1 4+ %)u, piSeme-li dle podminky
tlohy tg 8/ =tgp=1.
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5.

Projektil vystieleny ze vaddlenosti a dopadne na tvrdow
vertikdlni sténu kolmo a odrazi se. V jaké horizontdlni vzdd-
lenosti od stény spadne do téZe horizontdlni roviny, z nié byl
vystrelen? (Zanedbejte odpor veduchu!) Koefficient restituce je k.

Kucéera,

Reseni.

Projektil vystieleny ze vzdélenosti a potdtetnou rychlosti 7
za elevace «, dopadne na sténu rychlosti

u=7"V .cosa,

jezto horizontdlnf sloZka rychlosti se neménf, a to za as ¢ = -:—:—.
Odrazi se rychlostf | v | = %u. Po odrazu bude se pohybovati
po dobu # —¢, neZ dorazi zpét do téZe horizontdlni roviny,

z nfZz vySel, nebof vySka pddu zistala tdz. Pri tom urazi v hori-
zontdlnim sméru drédhu

x=v.t=ku.—1=ka.
u

“Jest patrno, ze by x = a, kdyby £ =1, télesa byla dokonale
pruznd, z = 0, kdyby ¥ = 0, odraz byl dokonale nepruzny.

6.

Koule hmoty m, srazi se s druhow hmoty m, a jejich
drdhy po kollisi stoji ma sobé kolmo. DokaZte, Ze m, = km,,
jsou-li koule dokonale hladké. Kuéera.

Regeni. '

Z obr. 4. v citovaném difve ¢linku jest patrno, Ze pod-
minka, aby koule po ndrazu se pohybovaly navzdjem kolmo,
se d4 vyjadriti, uZijeme-li taméjstho oznalenf, vztahem

Vsn __ Vit

Ot Vi
Jezto druhd koule pted nérazem byla v klidu, je
' Uy == Uy == gy = 0
a u koulf absolutn® hladkych

Vit = Uy, Vet =gt =0,
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Poslednf podminka vyZaduje, aby v, =0, t. j.
U1 (M, — kmy) = O,

a jezto tomu md byti tak pro libovolné w,,, musi m, — km,.

1.

Dvé billardové koule stoji v klidu w sebe a treti stejnd
narazi na obé soudasné. Tato tiett po kollisi zustane v klidu.
DokaZte, %e koefficient restituce k = 2. Kucera.

Regeni.

Postup feSeni, ktery velmi Casto vede u sloZit&jiich tdloh
o rizu snadno k cfli, spolivi v uziti rovmice (1) v &ldnku
,0 rdzu“ a rovnice (12) tamZe. Prvd vyjaddiuje stdlost hybnosti
pfed rdzem a po ném, druhi zménu relativni rychlosti rézem.
Obou vét miZeme uZziti pro libovolné sméry, nebof rovnice ty
zistivaji v platnosti, ndsobf-li se obé& strany kosinem libovol-
ného thlu.

V nafem pifpadé bud rychlost pohybujicf se koule pfed
rizem a po ndm U a ¥ =0, rychlosti obou kouli piivodné
klidnych pfed rdzem w, —=wu, =0 a po rizu v, a v,. Jeito
jsou koule hladké, budou rychlosti », a », tvofiti dhel 30°
s rychlosti U, leZice ve spojnici center koule pohyblivé a klid-
nych v okamZiku rdzu.

Prvd véta ddvd ndm pro hybnost ve sméru U
mU + mV = mu, + mu, + mv, cos 30° + mv, cos 30°
Gl -
U = (v, 4+ v,) cos 30°.

Hybnost ve sméru na U kolmém jest
mU cos 90° + mV = mu, + mu, + mo, cos 60° — mv, cos 60°
¢ili

v, =wv,=u,
coZ dosazeno naboru, ddva

U=2vcos 30°=1y ,\/3.
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‘Rovnice (12) ¢l4nku uZita na smér spojnice center ddvd
v, —u, = — k(V — U cos 30"
a stejn& u koule druhé. Jest tedy B
v="Fk. Ucos 30 = I;Uyg—'
Spojenfm obou vysledki plyne .
V8 . .2
v_.V__kU ¢ili k_?.
8.

Cdstici vrhneme z nékterého bodu absolutné hladké hori-
zontdlni roviny rychlosti V za elevace a. Ukaéte, Ze jeji celkovd
doba letu je

¥

2V sin o
gl — k)

V2sin 2o
gl — k) ) Kucera.

‘a jeji celkovy dobéh

Resent.

Vrizend &dstice bude se pohybovatz po dréze parabohcké
a dopadne do pivodnf roviny horizontilnf po dobs
' 2V Jsina
o
a to rychlosti V pod dhlem «. Odrazem zménf se rychlost V
na V,, thel elevaénf na «,, takZe doba letu druhé parabolické
dréhy bude
4 = 2 V1 sin o, .
‘ g
Podobnd jest tomu i déle.

Rozlozfme-li rychlost. ¥V, na slozku vertlkélni V', a hori-
zontdlni, jest ,
.V v,
Sin e, = 7, a tedy ¢ = 5
Ale hodnota slozky jest po rdzu '

Vi=kFk.Vsine,
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takZze celkem
2k .Vsine
f="2" .
: g
Jest patrno, Ze doba letu od prvniho ndrazu k druhému
jest ¢, — k¢, a stejnym zpisobem i od druhého k tfetimu
t, = kt, = k%,
takze doby ty tvoif geometrickou nekoneénou fadu konvergentni
k=<1
2V;ma ’ 2V;m @ , 2V;mak,, atd.,
jejiz soudet, celkovéd doba letu, jest
2V sin«
gl — k)’

Celkovy dob&h najdeme snadno, jezto se horizontdlni slozka
rychlosti ndrazy nemé&ni, ndsobice dobu 7' touto slozkou V¥ cos e.
Jest roven :
2Vsina__ Visin2e
g =k gl — k)’

T=

V cos «

jak bylo dokézati.

Tato tloha podévd elementirnou theorii t. zv. rény rico-
chetové, které se ‘dfive ve vojenstvi uZivalo, a o niZ se dgje
zminka v lénku prof. Kudery o védeckych zakladech vélegnictvi
v tomto &sle uvefejnéném.,

9.
Hrdé stoji v horizontdlnt veddlenosti d od vertikdlni stény
a vyhodi pod whlem o« (k horizontdle) mié smérem ku sténé.
Ukaste, Ze, md-li se mi¢ po odrazu k nému vrdtiti, musi byts
hozen rychlosti V' danou vztahem
Ve — (L 4 %) gd
2k cos a(stn &« — pcos )’
kde & a u jsou koefficienty restituce a tremi. Diskutujte pri-
pady 1. k=0, 2. p = tang o, 3. p = tang e.

Redenfi.

Jest pfedeviim patrno, Ze mi¢ musi naraziti na sténu
v prvé polovici své dréhy, za pohybu vzestupného. Jen v pii-

Kudera,
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pad® stény dokonale pruzné mohl by naraziti pravé upro-
stted své drahy. (Srov. Glohub.) RozloZzme potéteni rychlost V
mite na dvé -slozky, horizontilni « — ¥V cos ¢, a vertikdlni
w'= V sin . V okamZiku rizu sestdvd rychlost ze slozky hori-
zontdlnf, ke sténé normdlnf u,, kterdZ, jezto neni odporu vzduchu,
un = u, a vertikdlni, tangencidlni u, které? rdzem prejdou ve
vn & v, Dle vivodd ¢Elanku bude
ve=ut— L+ k) ptha, va= — kg = — ku.
Vertikdlnf slozka

. I el
U= u gt =u g.u,
kde ¢ jest doba potfebnd k stihnutf stény, kterdz patrné ¢ — —Z— .
Dosazenim mame tedy celkem

d i
ve=u —g—u——(l + &) pu

V= — ku.
Vy&ka £, v niz mi¢ stihne sténu, jest z rovnice paraboly vrhu
_ __gd?
h=d.lge—gyrsema:

Zpétny pohyb mite od stény mizeme povaZovati za Sikmy
vrh rychlosti V, pod elevaci g, kde

v — Vn
V3= v 4 v, tgﬁ:;’n-, cos f = 7
Dle podminky tlohy musf stihnouti tento vrh ve vzdle-
nosti d vysku vrhu rovnou — 7, takZe

— 9d®> ga*
_h—d.tQﬂ—TVTCOSQﬂ —-d.tgﬂ—m.
Celkem plyne pro ¥ podminka

d't‘qa_2V’cos“a_ d.tgﬂ+2%2.

Dosadime-li hodnoty za ¢g 8 a vs, v,, jakoZ i u =V cos «
a ' =7V sin &, plyne po pondkud zdlouhavé tpravdé rovnice
Ve — ga(@ + k) _
2k cos o (sin & — u cos @)’
jiz bylo dokézati.
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Jest patrno, Zze pro %z = 0, t. j. sténu naprosto nepruZnou,
se stivd V = oo, tloha nemoznou; mit¢ spadne podél stény
dold. Jeli p = ¢g ¢, jest podobné ¥V = oo, pro u > fge pak
¥V imagindrné, tloha fysikdln& nemoZnd. Musi tudiZ pro redlnd
feSeni byti u << tg ¢; ¢im drsn&j$i jest sténa, tim v&tif elevace
nutno uZiti.

10.

Pyi zatloukdni mepruiného kilu hmoty m wvertikdlné do
zemé beranem hmoty M dopadajicim s vyse h cm pozorujeme,
Ze po kaZdém ndrazu poSine se kil o a cm. Ukaste, Ze by kil
onikal pomalu do zemé, kdylby na ném trvale spoéivala hmota

M2h
M+ (M -+ m)a Kucera,

Regeni.

Nédraz beranu na kil jest dle znéni tlohy rdzem hmot ne-
pruznych, Spolend rychlost beranu i kilu v okamZiku rdzu bude

_ Mu, + mu,
- MA4m
kde u, = V2g% je konetnd rychlost beranu pfed rézem a u, =0
rychlost kilu.

Jest tedy
Mv—yk
T M4+ m
a kinetickd energie bezprostfedné po réazu ‘
M? gh
M =
5 myor= I

Kdyz po probéhuuti trati a se kil i s beranem zastavil,
spotiebovala se tato kinetickd energie a zdroveii i energie po-
lohy v obnose (M 4 m)g .a. Té% energie spotfebovala by se
na trati @, kdyby na kidlu spolfvala hmota = a tento se pohy-
boval velice pomalu, se zanedbatelnou rychlosti a tedy i kine-
tickou energif, kdyby byla ztrdta energie polohy

(o + miga = 3720+ (M + m) ga.
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' Z toho
M*h
, s=M+ G
coz bylo dokdzati.
11.

S véfe vysky b pustime kouli a soudasné vyhodime ji vsiFic
2 horizontdlni roviny rychlosti \/2gh kouli zcela podobmou,
kterd na kouli padajici pFimo narazi. Jak vysoko vyskoéi od-
raZend koule po movém dopadu na horizontdini rovinu, je-li

koefficient restituce roven k?
Kucera,

Resent.
Obé koule se srazi po fase ¢, za kterj prva probéhla

drihu —;— gt%, druhd, leticf ji vstife, drihu

t.V2gh — g,

pii temz
%yt’+ tvm—;—yt“=h
&ili o
h
| ‘= Vay
Vyska, v niz se koule srazi, je vzddlena od vrcholu véze
, 1 ., 1 - _ 3
() .h, _E—gt _—4—h, od jeji paty o hz—z‘h-

V okamZiku sraZky md svrchni koule rychlost #, smérem
dold, kterdz .
gh
‘Q‘)
spodni koule pak rychlost_ smérem vzhiru rovnou

gh
Vegh — gt:\/%,

tedy smérem dold rychlost

gh
n=—\2

u, =gt =
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Relativni rychlost koulf pfed srdZkou jest -

Uy — Uy = 2 \/92@:
a po srézce dle vzorce (12) €lénku
"oy, —v,=—k\2gn.

Jezto koule jsou stejné a narazily na sebe touZe rychlosti, bude
rychlost druhé koule smérem doli

v, :%—k \V2gh=1 \/'L({—:'—,

stejnd, jako rychlost v, prvé koule smérem vzhiru. Koule prva
vystoupf nad misto srdzu do vySe

2
M:%%:%ﬁh

takZe v nejvy§§im mfsté své drdhy po odrazu Je vzdélena od
vrcholu véze o

—_— _— ) — — 12
7} 15 i L b= 2 (1 k?).
Nevifmdme-li si této prvé koule, myslime-li ji zachycenu,

aby nemohla znovu narazit na padajici a dole odraZenou kouli
druhou, plyne pro tuto dvaha ndsledujici:

Padajic s vySe hy, = ih ‘s potate¢ni rychlosti

4

v,=5k \/9—7,

stihne horizontdlni rovinu po fase ¢ & s koneénou rychlosti

u'y =v, + g¢,
kde

z.-,t+_21)—gt!=§—h ¢ili gt=-—v,i-\/vg + %gh,

Fysiklnf smysl mé v tomto piipads pouze kladné znameni -
u odmocniny, aby tas vy3el kladny. Pak

m:Vﬁ M_V 3 — k).

38
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Po odrazu na roviné jest vertikdlni slozka vzhiru rovna
v'y = ku'y, a viSka, do niZ koule vystoupi,
: 19} __ h,, o
1 = —g— ZL 3+ £%).

Snadnd je zkouka spravnosti: Pro % =0 musi byti 4’, =0,
pro % =1 pak A‘, = h, jak plyne z principu o zachovéni energie,

uvdzime-li, Ze prvd koule vystoupila po ndrazu do puvodm vyse
véze.

b

12.
Na hladké roviné lezi dvé stejné hladké Loule o stFedech
A a B tak, e se navzdjem dotykaji. Na kouli A narazi {Feti
stejnd koule C, takZe spojnice stredi CA tvori s AB tupy whel
<t CAB == — 9. Dokaz'te, Ze je-li

sin & > —k
' 1 1%
se dostane koule A do pohybu ve sméru, Ltery tvoFi s AB dhel
¢ dany vatahem
2 tang o
1—%°
kde k je koefficient restituce. Kudera.

Regeni.

Bud rychlost koule C (viz obr. 1.a) pfed nirazem u,, jejiz
smér pfi ndrazu piimém jest C4, a po ndrazu v; v tém% sméru.
Bud déle v, rychlost koule 4 bezprostfedné po ndrazu koule C’;
touto rychlosti narazi A na kouli B a ndrazem timto zméni se
v, ve v',. Rychlost v, tvoif se spojnici AB thel o, v', pak
tihel @. Rychlost koule B po ndrazu koule 4 je v, a jezto jsou
koule hladké, lezf v, ve sméru A4B.

- Refienf provedeme stejnd jako v Gloze 7. na zdklads véty

- o0 zachovdni hybnosti a véty (12) Elinku. Prvd véta pravi pré
hybnosti ve smérech C4, AB a AD | AB

1. Uy = v3 + vy,
9, v, €08 & = v', cos ¢ + vy,

| 3. v, sin & =o', sin @.

tang @ =
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Hmoty viude vypadly jsouce stejné u vSech koulf. Z véty
(12) plynou vztahy

4. v, — v3 = kug,
b, V', cos ¢ — vy = — kv, cos .

Z rovnic 1. a 4. plyne

6. 2v;=u, (1 — &),
1. 2v, =u; (1 + %),
z 2. a b, pak
8. 29, cos ¢ = (1 — k) v, cos ¢.

v,
C .
“f v+aw
v-bw :
b I a
B P A
C.
Obr. 1. a. Obr. 1. &. Obr. 1. ¢c.

Spojenim této rovnice a rovnice 3. kone&nd
2 tang o
1—-%"

Koule 4 pohybuje se tedy, jak bylo v tloze vyteno, pfed-
poklddaje oviem, Ze nenastane novy ndraz mezi koulemi 4 a C.
Toho podminkou jest

tang ¢ =

v’ cos(p — 0) = v,
&ili dle rovn. 8, 3., 6. a T.
L
147 %
coz po dosazeni cos?d =1 — sin?0 vede k podmince v- textu
udané '

——(1 — k) v, cos?0 + v, sm“d>

—k
iy

: smd>

38*
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13.

Od paty pevné naklonéné roviny (dhel &) hodime rychlosté
V é&dstici ve sméru, kiery s horizontdlow tvo¥i dhel « = 0.
Najdéte podminku, aby mohla Cdstice naraziti na naklonénow
rovinu n-krdte, pri éems n-tij dopad md byti na nall. rovinu
kolmyj. Koefficient restituce je k.

Kucera,

Resenf.

V pivodnim textu tdlohy zdstal omyl tiskovy, jak ostatn&
vétsina Feliteld poznala; m4 v ném stéti «=> ¢ misto « <<o.

Jezto slozka rychlosti rovnobéznd s naklonénou rovinou se
nérazy C4stice neméni, jest pohyb Cdstice v tomto sméru dén tymz
vztahem, jako by ndrazii nebylo, jako by &4stice se smykala po
naklonéné roviné vzhiru. Ku konci &asu ¢ od po¢atku pohybu jest
rychlost rovnob&znd s nakl. rovinou rovna

V. cos(w — 0) — gt sin d.

Budte doby letu pfed prvym, mezi prvym & druhym, drubym a
tfetim atd. ndrazem \

tiy tas baeoota.
" Cas ¢, jest dan rovmicf

Vt, sin(e — 8) — —%—gtf cos 0 =0,

kterd znamend, Ze slozka drihy kolmd k naklondné rovind se
annullovala.

Z toho
__ 2V sin(e — 6)

b g cos 8

Slozka rychlosti kolm4 k roving pfi dopadu v okamziku ¢, jest
V sin(e — &) —.gt, cos 8 = — V sin(e — 9).

Nérazem se zménf na kV sin(e — 6).' Z toho je patrno,
Ze t,=Fkt , ty="Fkt,—= k%, atd. a tedy mime pro celkovy
¢as, a% k n-tému ndrazu '
_1—1In 2Vsin(a —d)
t,+t,+...+i,,_1_k. Jeosd
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Dle pfedpokladu tlohy mé v tomto okamZziku byti slozka
rychlosti v naklonéné roviné rovna nulle, t. j.
Veos(e—3) —gtsind =0, kde t =t + 2,4+ ...+ 1

a tedy
Veos(e—8) 1 —k* 2V sin(e— 9)

gsind ~ 1—Fk° g cos o
¢ili
1—k
tgd_2.l‘g(o:—d‘).i—__—k—.
14,

Hladkd koule hmoty m, spoéivd na lhladké roviné a jest
pfivdzdna napiatou neprunow niti délky 1 k nékterému z jeji
bodi. Na kouli tu narazi primo jind hmoty my a rychlosti V,
Lterd? tvori s miti ostry dhel a. Najdéte rychlost, s ni% se

pocne prvd koule pohylovati. )
Kudera,

Redeni. ,

Za pfimého ndrazu nezménf se smér rychlosti koule druhs,
nybrz jen jeji velikost, kterdz pfejde ve v,. (Viz obr. 1.b.)
V niti vznikne impulsivnf napétf a koule m, jest nucena pohy-
bovati se po obvodé kruhu poloméru 7. Potétetni rychlost jeji
v, hned po narazu bude kolmé k niti. Regenf vedené tymz zpi-
sobem jako v uloze 7. a 12, ddvd pro zachovini momentu ve
sméru kolmém na nit

my V sin & = m, v, sin & + m, »,.
Vztah (12) €ldnku pravi, jeito potdteini rychlost koule
prvé byla rovna nulle
v,— v, sine=—FLV.
Dosadime-li do prvé rovnice za v,, plyne hledand rychlost
v _mysina(l 4+ k)
7 my -+ myg sinta

16.

Dvé stejné hmotné Custice A a B jsou spojeny nelmoinow
tyéi délky a -+ b a k bodu P tycie ve vzddlenosti a od A, b
od B jest pFivdzdna neprodluZitelnd nit, ku které na druhém
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konci jest privdzdna tieti ddstice C, stejné velikda s A a B.
Vymrstime édstici C rychlosti V' kolmou na sméru tyle AB.
Jakd bude rychlost &dstice C v tom okamébiku, kdyZ se mit

pravé uplné napiala?
Kucera.

Refent.

Budiz v hledand rychlost téstice C, v okamziku, kdy se
nit prdvé napiala (viz obr. l.c). JeZto impuls na &4stici C' m4
smér niti, bude mit v tyzZ smér jako V. Bod P tyte dd se do
pohybu smérem PC a rychlosti v. Tyé AB zafne se otdfeti
ihlovou rychlosti @, ve sméru od A ptes C k B (viz obrazec).

Potdtelni rychlost bodu A jest sloZena z rychlosti bodu P
a z relativni rychlosti bodu 4 vzhledem k P, kterdZ jest patrné
aw, Celkovd rychlost bodu 4 jest tedy v 4 ao a podobn& rych-
lost bodu B jest v — bo.

Véta o zachovdni momentu skytd tedy vztah
mv + m@ + aw) + m@ — bw) =mV,
kde m jsou stejné hmoty &istic.
Nazveme-li okamZité rychlosti &dstic 4 a B v3eobecnd v,

a v,, jsou sily na n& pilsobici .
dv, dv,
T

a ot4tivé momenty téchto sil kolem bodu P proti sméru ruéitek

hodinovych

" dv, dv,
amd—t a — bm——- e

Jezto viak Zidnd vn&jsi sila neotitf systémem kolem bodu P,
musf

dvl
mg Mg

Jezto na zaldtku pohybu i)ylo v, 1 v, rovno nulle, musf stéld
v posledni rovnici se rovnati trvale nulle a tedy

am(v + aw) — bm(v — dbo) = 0.

Bliz&{ vysvétlenf o t&chto pomérech najde se v Eldnku
prof. Kutery ,O pohybu ot4tivém* v minulém ro¢niku.

dvy =0 ¢&ili amv, —bmv, = stélé vzhledem k tasu.
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Z posledni rovnice plyne

t—av
S
Eliminacf © z prvni rovnice plyne
(a—0 ,
3v— e b)“ =V
&ili hledand rychlost
1 a0 V.
T 2 a4 0%+ ab
Kdyby se bod P nachdzel uprostted tyte, bylo by vzg,

jak je patrno z p¥{mého nizoru.

Seznam reSiteli aloh.

Pénové
Jos. Bezdicek, V. II. & g. v Brng,
m. 1.—21.

Rostislav Boleloucky, VIL r. v Butovicich,
m. 2., 6., 7., 12.
Eduard Buridnek, VII. r. v Litovli,
m. 1.—8,, 10., 12.—15,, 17——21 d. 4., 6., f. 2—6., 11
Karel Drbal, na Zizkovs,
m. 3, 8., 9, 13, 14., 15.
Josef Faus, VI. r. v. Pardubicich,
m. 1.—22,, d. 1.—7,
Jan Florian, VIII. 1. g. v Brng,
m. 1, 2, 6., 7., 8, 10,, 11,, 13, 19.
Karel Fojt, r. v Praze v Jetné ul,,
m. 2, 3, 6., 6, 8, 11, 12, 13, 15., 17,
Josef Franc, VI. 1. v Jevitku,
m. 3., 7., 13., 14., 20., 21.
Frantisek Friedmann, VIIL. g. v BeneSové u Prahy,
m. 1.—4,, 6.—9,, 12, 13, f. 2—5., 7.—11.
Josef Grim, VIIL g. v Ces. Budgjovicich,
m, 1.—15, 17, 18, 19, f. 1.—12, 14.



590

Otakar Hadek, VII. r. v Pardubicich,

m. 1, 2, 3, 7, 8., 11, 14, 19, 20, d. 2.—86.
Ludvik Havliéek, V1la 1. r. na Kril. Vinohradech, _

m. 1,—4., 6.—15., 17, 19.—22., d. 2.—5,, f. 2.—5,, 8,

10.—12., 14.
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m. 1.-3., 6—8,, 10,, 12—14,, 17.—-21,, d. 1., 3.—5.
" Th. Jarchovsky, Vila r. v Praze v Jetné ul,

m. 2, 3., 13., 14., 15.
Karel Jaro$, VII. g. ve Vel. Mezitidf,

m. 2, 12, 13, 15, f. 2., 3, 4.
Ferdinand Jasny, VII. 1. g. v Brng,

m. 1.—21.
Frantisel: Jasel, stud. gymn. v Krom&¥#zi,

m. 1.—15., 17.—20.
Josef Kdbrle, V1. r. g. v Praze v Truhldiské ul.,

m. 2., 3., 7, 10, 19.
Otto Karl, VIII. g. v Praze v Zitné ul.,

m. 1, 2., 6.—14., 17,, 19., 20.
Jan Kodl, VIl r. v Pisku,

m. 1.—22, f. 1.—15.
Viclav Koldovsky, VI. g.. v Praze v Zitné ul.,

m. 8., 9., 11,, 12, 14, 19.
Gustav Kostdl, VI. g. v Praze v Zitné ul.,

‘m. 8, 9, 11, 12, 14., 19.
Stanislav Kulanda, VIL. g. v Pisku,

m. 1.—3., 6.-8., 10.—15., 19.
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Walter Loos, V1. r. v Bulovicich,
m. 2., 3., 13,, 14, 15.

Pavel Marek, VIL. r. v Pardubicich,
m. 1., 2., 3., 8., 10., 14., 19.
Jaromir Mares, VIL. 1. v Praze III., '

m, 1.-22,. d. 1.-17., f 1.—15.

Emil Martinec, VI. 1. g. v Brng,
m. 2, 3., 7., 8, 12,, 13,, 15, 19.
Frantisek Merhaut. VI g. v Praze v Kiemencové ul.,
m. 1., 2, 5, 7., 8, 12,, 13, 14, 17, 19, 20.
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Jan Novdak, VI, g. v Brné, ‘
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Otakar Novdlk, VI. g. v Praze v Zitné ul,
m. 3, 8, 9, 11, 12, 14, 15, 19., 20.
Alois Pesina, VIIL r. g. v Dvote Kralové n. L.,
m. 1.—8, 10, 12.—14., 17.—22.
Em. Pokorny, VIII. g. v Praze v Zitné ul.,
m. 1.—4., 6.—15., 19.—21.
Antonin Roldé, V1. g. v Praze IIL.,
m 1, 2, 3, 5, 7, 8, 11.—-14,, 17.
Vilém Roll, V. r. v Pifbrami,
m. 3, 7, 8, 9., 11., 13., 14, 15,, 19,
Eugen Sicber, VIII. g. v Praze v Zitné ul.,
m. 1.—4., 6.—15., 19,, 20, 21.

Kiiment Smolka, VIL. g. v Kroméfizi,
f 1.—4, 8.—14.
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Vidclav Srba, VIL g. v Zitné ul,,
m. 1, 6.—13., 19., 20.
Jan Sebdnek, VI. g. v Pisku,
m. 8., 10.—14., 20.
Viclav Sifalda, VIIb 1. g. v Praze v Kfemencovd ul.,
m. 1., 2, 6, 7., 10, 13, 15, 17, 19.
Sletna:
Marie Souldkovd, VIII. r. g. v Brné,
m. 1.—8, 10,,'12.—17,, 19.
Pénové: :
Josef Spelina, VIL 1. r. v Plzni,
m. 1., 2, 4, 6., 10, 12, 13, 17.
Boh. Sternberk, VIII r. g v Chrudimi,
m. 1.—3, 5—8., 11.—-15., 17., 19.—22., f 1.—15.
Jan Tondl, VIII. g. ve Slaném,
m. 2.
Josef Uridil, V1. r. v Rakovnice, '
m. 1.—8, 10, 12.—15., 17., 19., 20., 21., 22..
Viadimir Vorlicek, VIL r. v Teldi,
m. 1.—4.,, 12, 13, 15., 17, 19,, d. 3., 4.
Jan Zraly, V. r. v Rakovnice,
m. 1.—8,, 10.—15., 17.—21.
Frant. Zdirsky, V1. g. v Pardubicich,
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Udéleni cen.

Redakce tloh, pfihlizejic nejen k pottu, ale i k jakosti
fefieni, pfisoudila témto Fefitelim ceny, vypsané vyborem ,Jednoty
deskych mathematikd a fysiki“:

Z mathematiky:

Ceny prvni:

p.

p.

p.

s R T T

Josef Bezdicek, stud. V. t¥. II. g. v Brné,

Josef Faus, stud. VI, tf. r. v Pardubicich,

Ludvik Havlicek, stud. VIIa. tf. I r. na Krél. Vino-
hradech,

Ferdinand Jasny, stud. VIL tf. I. g. v Brng,

FrantiSel; Jaek, stud. gymn, v Krom&fizi,

. Jan Kodl, stud. VIIa. tf. r. v Pisku,

Jaromir Mare3, stud. VIL tf. r. v Praze IIL,
. Jan Zraly, stud. V. tf. r. v Rakovnice.

Mimo to obdrzi p. J. Mares a p. J. Zraly spis: Servit, Eu-
kleidovy zédklady.

Ceny druhé:

Eduard Burianek, stud. VIL tt. r. v Litovli,

. Josef Grim, stud. VIIL t¥, g. v C. Budéjovicich,
. Miloslav. Jakes, stud. VIIL tf. r. g. v Chrudimi,
. Jindrich Mowrek, stud. VIIL tf. g. v Praze II. v Zitné ul.

Alots Perina, stud. VIIL tf. r. g. v Dvofe Krilové n. L.,

. Em. Pokorny, stud. VIIL tf. g. v Praze IL. v Zitné ul.,
. Eugen Sicber, stud. VIIL tf. g. v Praze IL. v Zitné ul.,
. Marie Soulgkovd, stud. VIIL t¥ r. g divétho v Brns.
. Boh. Sternberk, stud. VIIL tf. r. g. v Chrudimi,

. Josef Uridil, stud. VL tf. r. v Rakovnice.

Ceny tfeti:

p-
p.

R R

Karel Fojt, stud. r. v Praze v Jetné ul,,

Frantisek Friedmann, stud. VIIL tf. r, g. v Beneéové
u Prahy,

Milan Hordk, stud. VIIL tf. r. g. na Krél. Vinohradech,

. Jan Chvdtal, stud. VIb. tf. r. v Praze IIIL,,

Otto Karl, stud. VIIL tf. g. v Praze v Zitné ul,,

-
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. Stanislav Kulanda, stud. VII. tf. g. v Pisku,
. Frantisel: Merhaut, stud. VIII. tf, g. v Praze v Kfe-
mencové ul,,

. Jaroslav Nebesky, stud. VII. tf. r. v Praze IIL,

Josef Nasinec, stud. v C. Budjovicich,

Antonin Rohdé, stud. VI. ti. g. v Praze IIL,

Viclav Srba, stud. VI, t¥. g. v Praze v Zitné ul.,

Vaclav Sifalda, stud. VIIb. tf. r. g. v Praze v Kfe-
mencové ul.

=R~

SR EK R

Z deskriptivni geometrie:

Vsechny 3 spisy obdrzi pdnové:
Miloslav Jakes, stud. VIIL tf. r. g. v Chrudimi,
Jaromir Mares, stud. VIL tf. r. v Praze IIL

Pouze spis: Jarolimel:, Deskriptivni geometrie pro vyssi &koly
redlné 1., II., IIL. pdnové:
Eduard Burianek, stud. VIL. tf. r. v Litovli,
Josef Faus, stud. VL. tf. r. v Pardubicich,
Bohumil Mlateéek, stud. VIIL. t¥. r. v Pardubicich.

Z fysiky:

Cenu prvou: Strouhalovu Thermiku obdrzi

p. Jan Kodl ze VIla. r. v Pisku a
p. Boh. Sternberk z VIIL r. g. v Chrudimi.

Ceny druhé: Briot-Pseniéka: Mechanickd theorie tepla,
Cubr: O médfeni zeme,
Seydler : 1zék Newton a jeho principia, obdrif
p. M. Hordk z VIIL r. g. na Krdl. Vinohradech,
"p. Jar. Mares ze VI r. v Praze-IIL,
p. Josef Grim z VIIL g. v Ces Bud&jovicich,
. Ludv, Havlidel: ze VIla. r. na Kril. Vinohradech a
- Khm Smolka z VIIL. g. v Krom8ifzi.

Pp Hordk s Mares obdrzi vedle toho jesté knihu
Studnicka: Zdklady nauky o &islech.
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