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4. Vypocet podle obmény vyrovndvaci pHimky (oFimka G"H"):
Volime z = 0,35 a2z’ = 0,3473, takze Az = 0,0027. Usmé&rnéns délka
intervalu jest tudiz & = 2|/3.4z = 2.1,73205 . 0,0027 = 0,00935307.
Koeficienty y, a y; plynou pak ze vzorce (29) témito hodnotami:
Yo == 0,914255103; y, = — 2,63249271,
z nich% vypodéteme sbli¥enou hodnotu kofene
0,914255103
2,63249271

ObdrZeli jsme tedy hodnotu kofene na 7 mist pfesné, s opravou
z daldich 2 mist na 8 mist piesné.

= 0,347296347 ...

ES

Contribution a la résolution numérique de I’équation du troisiéme
degré. En employant la méthode des moindres carrés, ’auteur résout les équations
algébriques du troisiéme degré.

KE KINEMATICE KOTALNIC.
ZDENEK PIRKO, Praha.

V tomto ¢ldnku se zabyvam analytickym FeSenim této kinematické
otdzky: Ddn rovinny profil IL; wréit rovinng profil IT, tak, aby kotdlent
profilu IT; po profilu II, (nebo obrdcené) bylo mokno wuskutednit. budio.
pouhou translact po dané primce nebo pouhou rotact po dané kruznici.
Ukazuji, Ze pii stanoveni vhodnych vseobecnych rovnic, jez vyjadiuji
polohové i pohybové podminky kotéleni, Ize ¥ resem vSech téchto otdzek
pievést na kvadratury.

1. Zopaku]me definici: Jestlize se kotali dand dara Cy, (éara hybnd)
po obvodu jiné dané éary C, (&iry pevné), aniz by klouzala, nazyvime-
trajektorii K, popsanou v roviné pevné &iry Cp, bodem P, pevné spo-
jenym s hybnou Sarou Cy, kotalnict.

Predpokladejme, ze kotaleni éary Cj po Eafe C) nastavi ]en podel
tako¥ych obloukd, na nichz nelezi Zddny singuldrni bod téchto ¢ar. Pak
rozezndvejme tyto dva pfipady: Béhem kotaﬁleni lezi &ary Cp, Cp, na raz-
nych-strandch teény k nim sestrojené ve spoleéném bodé dotyku M,
nebo lezi po téZe jeji strané. Budeme v prvnim piipadé mluvit o kotdleni
po vnéjsim obvodu éry C) (struéné o kotdlent vnéj§im), v druhém piipadé
o kotdleni vnitFnim.

Za téchto predpokladd mbzZeme nyni pro &iry Cy, C), zavésti tuto
orientaci: Za kladny smysl normély povazujme onen, jenz mi¥i od inci-
denéniho bodu k piislu§nému stiedu kiivosti; kladny smysl tedny budiz
pak urden pozadavkem aby kladnd tedna splynula s kladnou normdlou
po otodeni o pravy thel v kladném smyslu. Koneéné za poldrni tihel
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tedny (to jest Ghel ¥, ktery tvoii tetna s priavodidem bodu dotyku:
d o
tgd = —Q,—, kde o' = d-ﬁ) vezmeme onen thel, o ktery tfeba otoditi
0. '
tednu kolem bodu dotyku, aby splynula s pravoditem; toto todeni musi
se dit ve smyslu kladném, péjde-li o kotdleni vngjii, ve smyslu zdporném
v pripadé kotdleni vnitfniho.

Z obecnych vlastnosti kotdlnic pak pfedpokldddme jen znalost véty
DescarTrsovy: V kazdé fizi pohybu prochdzi norméla kotélnice pii-
slusnym bodem dotyku &iry pevné s &drou hybnou; splyvé tedy s pim-
kou PM. . '

2. Abychom kotéleni ¢4ry Cj po &ate C)p za podminek uvedenych
v predchézejicim odstavei vyjdd¥ili analyticky, nutno pfihliZet k dvéma

//P<K Xy

e cogr

Cixy,myp)

Ve
Sean il ->

okolnostem, totiz k vzdjemnému vztahu t¥i éar €, Cj, K v libovolné fazi
pohybu (podminky polohy) a k pohybu samému (podminka pohybu). -
Za tim Géelem vztéhnéme pevnou édru C, k soustavé pravouhlych
soufadnic, pevné v jeji roving; v této soustavé necht ma bod M, poditany
k &4¥e C), soufadnice «, y, bod kotdlnice K méjz v této soustave soufad-
nice X, Y. Oznadime-li je$té p vzdalenost boda P, M a v thel, ktery svird .
kladnd normaéla kotélnice s kladnou osou tsedek zminéné soustavy (itany
kladné v kladném smyslu), pak snadno odedteme podminky polohy

z obr.; maji tvar: i

X = x —pcosy;, Y =y—psiny, (L)
kdez plati i = 1 v p¥ipadé vnéjsiho kotdleni, ¢ = 2 v p¥ipadé vnit¥niho
‘kotdleni (pfipad ten je v obrdzku naznaden ¢irkovans).

Vztéhnéme dale hybnou édru Cp k soustavé poldrnich soufadnic,
pohyblivé s touto éarou, jejiz pél v kazdé fizi pohybu lezi v pFislu§ném
‘bod& P; v této soustavé necht md bod M, poditany k &ife C;, soutad-
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nice g, ¢. JestliZe se nyni édra O, kotali bez klouzéni po obvodu ddry O,
pak oblouky, odkotdlené na dardch Cyp, O, od poédtku pohybu aZ po uva-
Zovanou fdzi, mohou se li§it nejvyse o aditivni konstantu; z této okolnosti
vyplyvé podminka pohybu: .

yez +o%dg = [T+ 7 da, 2)

d ’ d
,_de ,_dy
(g Tdp Y dx)'

Rovwnice (1), (2) jsou obecnym vyjddienim kotdlivého pohybu.

3. Ob8 kotdlnice, jak jsou vyjad¥eny rovnicemi (1) pro i =1, 2,
jsou obecnd rozdilné. K diikazu upravme rovnice (1) takto: Oznaéime-li 7
thel, ktery svird kladnd teéna éary C, s kladnou osou isedek pevné sou-
stavy soufadnic (Sitany kladné v kladném smyslu) a & poldrni thel teény
éary Cy, (Gitany ve smyslu dmluvy z odst. 1), tu plati nejprve

=7+ &, (3)
pii dem? jee = + 1 pro p¥ipad, kdy 7 = 1 (kotdleni vnéjsi),e = — 1 pro
piipad, kdy ¢ = 2 (kotéleni vnitini). Dosadime-li pak podle vztahu (3)
do rovnic (1), obdrzime

X = x — (cost cosd — sint sined) p,
Y = y — (sint cosd + cost sined?) .

J esthze jesté v téchto rovmcmh dosadime podle vztaht tgzr == ¥, tgd =

= —~,—, obdr#ime toto parametrické vyjadieni obou kotalnic:
@

o —eyo
X=z— 0,
V@ + v + o) ]
* (4)
Y —y— Yo'+ s0 )

Ja+ e+ ¢

k témto rovnicim piistupuje oviem jesté podminka kotéleni (2).

4. Po tomto obecném vykladu zabyvejme se prvni z otdzek, polo-
zenych v &ele préce! Jde patrné o feSeni tlohy: Ddna hybnd ira Ch,
nalézt pevnou Cdru C, tak, aby kotdlnict K byla dand primka.

Zvolme pevnou soustavu pravothlych soufadnic tak, Ze osa tsebek
bude splyvat s piimkou K; pfi této volbé bude podle véty Dzscar-
TESGVY platit

=e NG

Rovnice dané &iry C; v pohyblivé soustavé polarnich soufadnic budiz
1

takze ) 6

@ = D(o) = Fr Tk (6)
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Vzhledem k vztahtm (3), (6) miZeme tedy psét podminku kotdleni (2)
ve tvaru '

1 _
]/3/2 +E)-,-5 dp =)T+ ¥ da. . (7
+ .
..)_ .
Pro smérnici teény y” hledané &ary C,, plati

,_dy _do dodp 1 dg

T dae de dpdx @ d=

d

a‘tedy, vyjadifme-li jests ai;’

tuto diferencialni rovnici 1. ¥ddu s proménnymi separovanymi:
dz = £ y D'(y) dy.

d
(qy(y) _ @(y)).

podle rovnice (7), nalezneme pro édru C'p

dy
Zvolime-li po8itek pevné soustavy soutadnic v prisediku pfimky K

s pevnou Sarou C), a uvazujeme-li jen jediné z obou symetrickych FeSeni,
obdriime integraci pfedchézejici rovnice

2= [yP'(y)dy nebo z = yD(y) — [D(y) dy. (8)

To je rovnice hledané pevné éary C); jeji nalezeni vyzaduje tudiz jedinou
kvadraturu.

A obricené, jestlize se ¢ara (6) kotdli po &afe (8), tu z podminky
kotéleni g dg? + dp? = da? + dy? plyne vztah

, (1 + *P%(9)] do* = [1 + y* D"(y)] dy?

ktery je hodnotami (5) splnén identicky: P6l soustavy, k niz je vztazena
dara (6), popide p¥i kotéleni primku.

Zby v zjistit, zda jde o kotdleni vnéjsi nebo vnit¥ni. Dosadme proto
do rovnic (4) podle rovnic (5), (6) a za y’ vztah plynouci z rovnice (8);
obdrzime

- o'y
X=uv—(1—¢) [y T l
Y- -9 LTW [
1+ 52 P2(y)
Odtud plyne pro ¢ = + 1 (kotdleni vnéjsi) pfedchédzejici vysledek
X=z Y =0;
naproti tomu pro ¢ = — 1 (kotdleni vnitfn{) obdrZime kotélnici s para-
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metrickymi rovnicemi
2’
X=o—2_ Y " . (?,/2) ,
1+ 52 @%(y) &
o YOy
L+ 2 %(y) }
(2= [yP'(y) dy),
jez obecné je nepiimkova. )
Je oviem jasné, Ze polatedni poloha dar Cp, Cj nembze byt libo-
volnd; ma-li pfi vnéj$im kotdleni skuteéné vzniknout linedrni kotélnice,
musi soufadnice bodu dotyvku obou &ar spliiovat poditedni podminku
(5): Yo = 0o
5. Jestlize pfi feSeni otdzky po piimkovych kotdlnicich piedpokld-
dédme, Ze je ddna Gdra pevnd misto éary hybné, mime tuto tlohu: Ddna
pevnd &dra C,, nalézt hybnow &ru Cj tak, aby kotdlnice K byla dand
primka. :

Touto tlohou budeme se zabyvat jiz jen zcela struéng. Pevnou
i pohyblivou soustavu soufadnic volme tak, jako v odst. 4. Vztah (5)
zlist4vé v platnosti i zde, rovnice dané &iry C, v pevné soustavé budiz

1
z = Fly), takZe y' = ——. 9
() Y= )
Z podminky kotdleni (2) plyne
— ,
Vo + o2dg =V1 + 5 da (10}
+ e
» +
a odtud jako redlné Yegeni
odp = dua. (11

Je viak do =F'(y) dy = F'(p) do, takie z rovnice (11) obdrzime dale
0 dp = F'(p) dp a integraci (po vhodné volbé poldrni osy) *

— El—(-g—)d ‘ 1‘75
f@ 0 (123

jako rovnici hledané hybné &iry Cf.
Pouzijme je$té rovnic (4)! Dosadime-li tu

1 : do
=F 5 = 0, ’=-.__._—/ , 1 ‘2 — 2 2 ,
e=Feh y=0 ¥ =g IT+v e+t

’ 4

' dgp 1
dz = o' ¢ TFr
obdriime toto parametrické vyjadieni obou moZnych kotélnic:
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1+ F(g)
: oF%e) |
Y = 1 —g 27 @
=97 g
Odtud pro vné&jii.kotdleni (¢ = + 1) vyplyvé predchizejici vysledek
X=ux Y=0, ’
pro vnitini kotdleni (¢ = —1)
' ’ F' (o)
X=r@ 2 2F@
R TP l
F'2(0)
Y = 2t
1+ F(g) ]

kotdlnice vyjddiens t€mito rovnicemi je obecné nepiimkova.

6. P¥i druhé otdzce jde o ¥eSeni tlohy: Ddna hybnd &dra Cy, nalézt
pevnou Edru Cp tak, aby kotdlnict K byla dand krusnice.

Zvolme pevnou soustavu soufadnic tak, Ze jeji poSdtek bude ve
stfedu O kruZnice K. Pohyblivé soustava poldrnich soufadnic méjz sviij
pol opét ve vytvotujicim bodé P; rovnice dané &ry Cj v této soustavé
budiz

1
D'(o)
Jsou-li 7,7 poldrni soufadnice bodu M (poéitaného k pevné &ite Cp)
v pevné soustavé soufadnic, pak plati (¢ polomér kruznice K) :

r=p + a, &li dr = dp. : (14)

Podminka kotdleni g® dg?* + dg* = 72 dy? 4 dr? ddv4 vzhledem k rov-
nicim (13), (14) .

¢ = Do), takie o' = (13)

dy =+ 4 —;a D'(r —a) dr,
v (@'(r —a)= _———d@(rd;‘ ul )

Omezime-li se opét na jediné z obou symetrickych FeSeni, obdriime
integraci pfedchdzejici rovnice (p¥i vhodné volbé polarni osy)

w—__fr*a d'(r—a)dr

' r
nebo ‘ (15)

1p=r—r—a®(r—a)—af?—(ij—a)dr.J

2
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To je rovnice hledané pevné &iry C,; jeji urdeni vyzaduje tudiz jediné
kvadratury.

A obricens, jestliZe se ¢ara (13) kotdli po éite (15), tu z podminky
kotdleni plyne vztah

[1 + 02 D'%(g)] dg? = [1 + (r —a)* &"*(r —a)] dr?,

. ktery je hodnotami (14) splnén identicky: Pdl soustavy, k niz je vztaZena
&dra (13), popife p¥i kotdleni kruznici.

Abychom rozhodli, zda jde o kotaleni vnéjsi nebo vnitini, pouZijeme
rovnic (1), jez jsou ekvivalentni s rovnicemi (4). Polozime-li v nich
x =r cosy, y = r siny a pouzijeme-li rovnice (14), obdrzime

X = rcosy — (r —a) cosv;, | -
Y = r siny — (r —a) siny;. |

P¥i nasf volbé soustav soufadnic je viak »; =y pro¢ = 1, 2, tudiz

X =acosy, ¥ = asiny

dili X2 4 Y2 —a? = 0, nezdvisle na charakteru kotaleni.

Také v pifpad& kruhové kotdlnice neni pocdteéni poloha &ar C,
a Cy libovolna; je déna prvni rovnict (14): 7y = g, + a. '

7. Jestlize pri FeSeni otdzky po kruhovych kotdlnicich zase pfedpo-
kl4d4dme, %e je ddna d4ra pevnd misto d4ry hybné, dojdeme k této tloze:
Ddna pevnd Eira Cy, nalézt hybnou édru C, tak, aby kotdlnict K byla dand
kruznice.

Také touto posledni tdlohou budeme se zabyvat uz jen strudné.
Pevnou i pohyblivou soustavu soufadnic volme tak, jako v odst. 6. Plati
tedy opét-vztah (14); rovnice dané éiry C, v pevné soustavé budiz.

w = P(r), takze r' = 5—['!71(}—)
Z podminky kotédleni g dg? + dp? = 72 dy? + dr? obdriime
dp = + Q.;Z_é_’:l"'(g + a)dp

a integraci (omezime-li se na jediné ¥eSeni a zvolime-li vhodn& poldrnf
osu)

]

To je rovnice hledané hybné &ary Cj.
~ V rovnicich (1) poloZme opét x = rcosy, y =rsiny, r =9 + a
a vy =17 pro ¢ = 1, 2; obdrzime

X =acosy, Y = asiny,

jako v pfedchézejicim odstavei. Vysledek neni tudiz zdvisly na charak-
teru kotdleni. :
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Remarque sur la théorie des roulettes. Dans cet article nous traitons
du point de vue de la géometrie cinématique le probléme suivant: Etant donné un
profil plan IT,, déterminer un autre profil plan II, de la maniére, que la roulement
de II, suivant II, (ou inversement) peut étre réalisée par une simple translation
suivant une ligne droite donnée ou bien par une simple rotation suivant un cercle
donné. Nous démontrons & ’aide des équations convenablement choisies que nous
appellons les conditions de position et celles du mouvement, que la résolution de
tous ces problémes est ramené &.des quadratures.

PRISPEVEK K RESENI OVALU
Dr FRANTISEK KADERAVEK, Praha..
Resent ovdlu, sestdvajiciho ze dvou kruhovych obloukd, které se na-

vzajem dotykaji a dotvkaji se danych pfimek m, n v bodech M, N, pro-
vedeme takto (obr. 1): Trojihelniku MNP vepiime kruZnici k o stiedu L.

Obr. 1.

Body M, N, L vedme daliif kruznici ! o stfedu 4, kol néhoZ opisme kruz-
nici A, kterd se dotyksd piimky [7, jdouci bodem L kolmo ke spojnici
M, N! Kolmice NS | NP a M2S | MP vyty¢uji na IT stfedy dvou
kruZnic, které jdouce bodem L se v ném dotykaji a pfimek m, n se doty-
kaji v bodech M, N. Jest tu totiz 128 | LM a M28 | MP proto je
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