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Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, roč. 74 (1949) 

SUR LES SURFACES ENVELOPPES DE SPHERES-*) 
K A R E L H Â V L Ï Ô E K , P r a h a . 

(Reçu le 5 Mars 1949.) 

Dans cet article, il s'agit de la construction d'un certain scalaire au 
moyen duquel nous pouvons déterminer les surfaces enveloppes de 
sphères, c'est à dire les surfaces qui enveloppent une famille de spMres 
dépendant d'un paramètre. Cette construction est très analogue à la con
struction d'un autre scalaire qui détermine les surfaces réglées.1) Cela 
consiste à employer la transformation de LTE qui fait correspondre à des 
surfaces enveloppes de sphères les surfaces réglées engendrées par les 
droites qui correspondent à ces sphères, et aux lignes de courbure des ces 
surfaces les lignes asymptotiques des surfaces réglées.2) Voilà une ana
logie très instructive et intéressante; elle fait voir aussi les différences 
entre les surfaces enveloppes de sphères et les surfaces réglées. C'est pour
quoi je suppose connues la géométrie réglée (voir par exemple HLAVATTT 
[5]) et la géométrie de sphères de LIE (BLASCHKE [1], HLAVATÉ [4]). 

I. Notions préliminaires. 

Désignons par oc? (a = 1, 2, 3) les coordonnées cartésiennes rectan
gulaires de l'espace euclidien à trois dimensions. Déterminons une sur
face, plongée dans cet espace, par les équations 

xa = x a { ^ {X = ïf H) ( M ) 

où x0, sont des fonctions réelles de deux variables indépendantes gx ad
mettant des dérivées partielles continues jusqu'au troisième ordre. 
Désignons respectivement par a^ et b?ifJ, le premier et le deuxième tenseur 
fondamental3) de notre surface, alors la métrique de cette surface est 
donnée par la formule : -

[ ds =]/a^d^d^. *) 
*) La bibliographie est placée à la fin de l'article. Les chiffres entre crocheta 

qui suivent les noms des auteurs se rapportent à cette bibliographie. 
x) HLAVATtf [3], p . 435—440. 
2) Voir par exemple BLASCHKE [1], p. 233 etc . 
3) HLAVATtf [3], p . 125 etc. et p . 320 etc. 
4) J e supprime le symbole de sommation d'après un indice grec muet. 
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Considérons aussi le troisième tenseur symétrique Q^ de la surface, 
dont les composantes covariantes sont données par les expressions sui
vantes:5) 

Q>.v = Qn = ï(fo» + Kx), (1,2) 

*A/.= (^.)""1(a/a6j//x —ami/ / , ) , (A)2 = auaiiii — (aiii)2> ^ > 0 . (1,3) 

Au moyen de ce tenseur nous pouvons écrire l'équation différentielle 
des lignes de courbure de la surface (1,1) sous la forme suivante: 

e ^ d f A d f = 0. (1,4) 

Il est bien connu en théorie des surfaces qu'en chaque point de la 
surface (1,1) existent toujours au moins deux lignes de courbure réelles et 
distinctes; il s'ensuit 

(Q)* = QiiQnii — (Qiu)*£°-
Mais, l'équation (1,4) devient une identité seulement pour QJX = 
= QIIU = Qj JJ = 0, c'est à dire aux points ombilics. Dans les autres 
cas nous avons (Q)2 < 0. Pour l'étude suivante il est nécessaire de faire 
cette convention: 

Convention (1,1). Nous n'allons considérer que des domaines de 
la surface (1,1), où (Q)2 < 0; c'est à dire des domaines de la surfaces tels que 
par chaque point ne passent que deux lignes de courbure. 

Remarque: Ayant fait cette convention, nous n'allons pas étudier 
les deux cas spéciaux du plan et de la sphère. Car, la condition nécessaire 
et suffisante pour qu'une surface soit un plan ou une sphère, est: bxM = ca^ 
(c = const),6) donc Qxh = 0. 

Supposons alors Q =j= 0. Nous pouvons construire un nouveau ten
seur symétrique, dont les composantes contravariantes PXfX sont données 
par les relations 

feP^^<5r={°POTr»*/''. (1,5) 
[1 pour v = fi 

Il est facile de vérifier les formules 

p A a ^a iog(Q) a -
SQ,ix •' 

c'est à dire 

pu — Qu piii^piii-. Qui puII _ Qmi n a\ 

~(Qr - (Qr " (Qf (t) 

5) HLAVATÝ [3], p . 486, resp. 353—354. 
6) ElSENHART [2], p . 217, exerciees 1,2. — HLAVATÝ [3], p . 331, théorěme 

-,2). 
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2. Propriétés fondamentales. 

Dans ce paragraphe, nous supposons que la surface (1,1) est rap
portée à ses lignes de courbure, alors les courbes 

£t* ==_• const 

sont maintenant les lignes de courbure de notre surface. Il en résulte 
ai il = an i=zhiii:=bni = °> 

Qn = QIIII = ®> QIU = QUI + 0, (2,1) 

pu = pHH = o, pin = pin ^ 0 

Si Ton désigne par Xa (a == 1, 2, 3) les cosinus directeurs de la dro: 
normale à la surface (1,1) passant par un point quelconque de cette st 
face, on a les formules d'OLiNDE ROIXRIGUES bien connues7) 

BXa i_ dx«_ dxy _ i dxa 

dp ~ Rx dp3 dp1 "~ ™ ^ ~ â p 
où Bx est le rayon de courbure principal de la surface le long de la courbe 
|II = const, et R2 le rayon le long de la courbe P = const, c'est à dire8) 

J_=^, ± = hîIL. (2 )3) 
Kl ai I K2 aHII 

Supposons maintenant que la surface (1,1) soit la surface enveloppe 
d'une famille de sphères dépendant d'un paramètre t, c'est à dire que les 
équations de ces sphères sont données par exemple de la manière suivante 
(pour distinguer les indices des exposants j'écris les puissances entre 
paranthèses (...)w): 

(Xi _ af + (x* — b)2 + (x3 — c)2 = (r)2 (2,4) 

où a, b, c, r sont des fonctions réelles d'un paramètre t. (Si r = const 4= 0» 
l'enveloppe s'appelle la surface canal.) Désignons cette enveloppe avec 
concision par le terme ^surface enveloppe de sphères". 
tut . , iitr - -

Le théorème suivant est bien connu. 
.Théorème (2,1). Voilà la condition nécessaire et suffisante pour que 

la surface (1,1) soit une surf ace enveloppe de sphères: les lignes de courbure 
d'au moins un- système sur cette surface ne sont que des circonférences. 

Il est facile de voir que cette condition est nécessaire. En effet, une 
surface enveloppe de sphères touche chacune de ces sphères (2,4) le long:] 
d'une circonférence,9) et les droites normales à cette surface sont auBspv 

7) HLAVATt [3], p . 392. 1 
8) BISBNHAET [2], p . 230. — HLAVÀTÏ [3], p . 391. 
9) Nous pouvons démontrer cela en employant la théorie générale des surfaces 

enveloppes; voir par exemple ElSENHART [2], p . 53—63.'— HLATATt [3], p . 
103—112. 
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les droites normales à la sphère en question. Passant par le centre de 
cette sphère, ces droites normales forment un cône de révolution, c'est 
à dire une surface développable. Il en résulte que la circonférence consi
dérée est une ligne de courbure de notre surface.10) — Supposons réci
proquement que par exemple les lignes dé courbure fJI -= const soient 
des circonférences. Choisissons une de ces circonférences, et désignons 
par co l'angle du rayon de cette circonférence et de la droite normale à la 
surface (1,1) en un point quelconque de la circonférence considérée. Dans 
ce cas, on sait qu'on a co = const le long de cette circonférence, parce que 
celle-ci est une ligne de courbure plane.11) On en déduit que les droites 
normales à notre surface le long de cette courbe forment un cône de révo
lution. La sphère, ayant son centre au sommet de ce cône et passant par la 
circonférence considérée, touche notre surface le long de cette courbe. 
Donc, la surface donnée est une surface enveloppe de sphères. 

Au moyen de ce théorème nous pouvons démontrer le théorème 
auxiliaire suivant: 

Théorème (2,2). Supposons — : — 4= 0; la condition nécessaire et 
RXR2 

suffisante pour que la surface (1,1) soit une surface enveloppe de sphères, sur 
laquelle les lignes de courbure f11 = const (ou f1 = const) sont des circon-
*, 7Î - • dH-, 3R2 .. . . , . 
ferences, est que l équation - = 0 (ou -0777 = 0) soit satisfaite. 

Démonstration. Supposons d'abord que les lignes de courbure f11 = 
= const ne soient que des circonférences. Soit r le rayon d'une de ces 
circonférences; le théorème de MEUSNIER nous dit:12) 

1 1 

Җ r 
co.sco. 

Mais, on a r = const, co = const le long de notre circonférence (voir la 
démonstration du théorème précédent); on en déduit aussi Rx = const 

le long de cette courbe et on trouve = 0; donc, la condition est 

SR 
nécessaire. — Supposons réciproquement que l'équation -— == 0 

soit satisfaite. En écrivant 

%f = x" + BiX* (a = 1, 2, 3), (2,ô) 

nous obtenons à l'aide des équations (2,2) la condition suivante: 

10) EISENHART [2], p . 229, théorème 41,1. — HLAVATt [3], p . 394—395, 
théorème (3,10). 

u ) HLAVATÏ [3], p . 404, théorème (4,6). 
12) EISENHAB/T [2], p. 224. —- HLAVATY [3], p . 368. 
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^ = 0 . 
3fr 

Il en résulte que les points de coordonnées y01 forment une courbe, car 
ya = ya(£n) ne sont que les fonctions d'une variable fJz. Désignons par^ 
l'angle de la tangente à cette courbe ya == ^(l7 7) et de la normale à la. 
surface donnée issue du point correspondant au moyen des formules (2,5). 
En supposant que f77 soit l'arc de cette courbe, nous obtenons 

dp 
et en employant les équations bien connues 

cosw = y -^— Xa 

Ъxř „ . л Д , _ . , Д дX"-X« 
•xa = o, 2 (Xa)2 = L 2 

dBx 

• «-tri 8fA À a t t 3£A 

nous avons 

COS^ : 

aŕ :ГГ 

rlI? 
La conséquence de cette formule et de - = 0 est 

3 cos-̂  _ 

~W~ ' 
c'est à dire que l'angle yj n'est fonction que d'une variable f77. C'est pour
quoi on peut dire que toutes les normales à notre surface le long d'une 
ligne de courbure f7I = const forment avec une droite un angle yj = consfc. 
Et parce que ces normales ont un point commun dans l'espace (voir les 
équations (2,5)), on en déduit qu'elles forment un cône de révolution. l i e n 
résulte que la courbe f 77 = const est aussi une ligne de courbure de ce 
cône13), c'est à dire que cette courbe est une circonférence. Donc, notre 
surface est une surface enveloppe de sphères (voir le théorème (2,1)). 

Dans l'application de ce théorème (2,2) il faut aussi considérer les 
surfaces développables réglées comme surfaces enveloppes de sphères., 
ce qui est possible, car une surface développable est une surface enve
loppe de plans, et on peut dire qu'un plan est une sphère de rayon infini. 
Il est utile de faire cette convention: 

Convention (2,1). Ci-après, nous comprendrons aussi sous le nom 
d'enveloppes de sphères les surfaces développables. 

Remarque. Les lignes de courbure de la surface développable sont les 
droites et leurs trajectoires orthogonales. Ces droites correspondent aux 
circonférences qui sont les lignes de courbure de la surface enveloppe d e 
sphères. 

13) HLAVATf [3],* p . 404, théorème (4,8). 
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Théorème (2,3). La condition nécessaire et suffisante pour que la 
surface (1,1) soit une surface enveloppe de sphères, sur laquelle les lignes 
de courbure P* = const (ou f* = const) sont des circonférences, est que 
Véquation 

H — — - — — 1 ~ - 0 (96) 
À L ^ J dP* 3F dp] ' 

[o4p^„^^l = 0) (2,60 
\ aûldp* dp*" dp** dp*] J 

soit satisfaite. 
La démonstration en est facile. Premièrement, il faut montrer que 

la condition est nécessaire. En effet, si la surface (VI) est une surface 

enveloppe de sphères avec =|= 0, dont les lignes de courbure p* = 

= const sont des circonférences, Y équation — - = 0 est satisfaite (voir 
'dp 

le théorème (2,2)). En prenant la première formule (2,2), c'est à dire 

i ^ ^ - ^ i E ! , ((. = 1.2,3), 
ai1 dp 

il s'ensuit (à l'aide de = 0) < 
dp-

d2xa d2Xa 

1!L = .— R A ± - 9 (a = 1,2, 3). 

dp" dp* 

Si Ton élimine R1 de ces formules, on obtient (2,6). Supposons encore que 

la surface considérée soit une surface développable (alors = 0) 
R3R2 

avec les droites P* = const. On en déduit = 0, et à l'aide des for-

mules (2,2) nous avons 

dXa c2Xa 

°^ o, ±±- = 0, (a = 1 , 2 , 3). dp dp" 

Il en résulte que l'équation (2,6) est aussi satisfaite. — En second lieu il 
faut montrer que notre condition est suffisante. Supposons donc que 

l'équation (2,6) soit satisfaite. Soit d'abord — 4= 0. Ensuite, on peut 
R! 

déduire à l'aide des formules (2,2) les équations 
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дf дf 
&x* _ Э2Z« ЭĄ дXa (a = * ' 2 ' 3 ) 

— ___ җ ap ap a.' ai1 

Si l'on substitue ces expressions dans la formule (2,6), on obtient 

a*.|(^,__o. 
a-=l\ a ^ ,tr_\ Si1 

3 /9K«\2 
'Comme Y / ) =j= 014), il en résulte ^^~ = 0, alors les lignes de / 3 * ' \ ' _ . ni*. • , , . - . * . . _ „ . . f___ 

df 
•courbure £ / J = const sont des circonférences (voir le théorème (2,2)). 

Supposons encore — = 0; dans ce cas les lignes de courbure £ZI = const 
B1 

sont des droites et notre surface est développable. 
En appliquant ce théorème (2,3) au cas spécial, on peut déterminer 

.les cyclides de DUPIN. Ce sont toutes les surfaces, dont les lignes de cour
bure sont des circonférences dans les deux systèmes15) (ou des circonfé
rences dans un système et des droites dans le deuxième système — voir 
les conventions (1,1) et (2,1)). 

/Théorème (2,4).Pourqu'une surface soit une cyclide de DUPIN, il 
faut et il suffit que les deux équations (2fi) et (2fir) soient satisfaites en 
même temps. 

Remarque. Au moyen d'une représentation dans l'espace à 5 dimen
sions, on peut donner une autre démonstration de ces théorèmes, plus 
courte (voir le paragraphe 4). 

3. Tenseur uÀMV. 

En employant les résultats du paragraphe précédent, nous allons 
maintenant considérer les surfaces enveloppes de sphères rapportées t 

^aux coordonnées curvilignes générales. En outre choisissons la notation 
et la terminologie de M. J. A. SCHOUTEN16). Désignons respectivement par 
fA et £*' deux systèmes des coordonnées curvilignes sur notre surface, et 

14) La surface (1.1) est rapportée à ses lignes de courbure, alors a^j = 

_£_, / 0%a \ 2 1 
= 2. atï ) 4= 0» et de plus nous supposons — =J= 0. E t on déduit immédi&te-

3 / a X « \ 2 

ment des formules (2,2) qu'on a, £ ( 4= 0. 

15) HLAVAT1? [3], p . 558. • 
16j SOHOTJTBH-STIttTK [6]. 
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supposons que le déterminant A de la transformation 

f-W). l'Zrfir' (3'X) 

de ces coordonnées soit différent de zéro, c'est à dire 

(3,2) Л = AÎ' A\г 

л\l лľт, 
Ap Aцt 

әř"' 
Désignons par ů lé signe de ce déterminant 

ů = signzl = -_: 1, 
et par Xa(^) les cosinus directeurs de la normale à notre surface qui sont 
rapportés aux coordonnées fx. Ces cosinus se transforment d'après 

X*(^')=êXa(e), (a = 1 , 2 , 3 ) . 

Le théorème suivant n'est qu'un théorème auxiliaire. 

Théorème (3,1). Par la transformation (3,1), les expressions 

dxa d2xa dXa d2Xa 

3f- 3f"3f dix 3f -3f 

vrmtnt ďaq. 
Av

y,): 
se transforment d'après (A^'pW'y ri est que le produit A^^y = Aoc'Ap'. 

дxa _ дx* x 

~дf'~ ~дçîAa'' 

^ ІЇ^AІ, ( a = 1,2,3) (3,3) 
Эfa дÇ' •x 

д2xa ;..„ , дяŕ д2Ç>-
AЛЛ + 

Әf«'Әf" дţЩ" Әf" Ә|*'Ә£<" 

^-=4-
x/ Әf' L 

Э2X« ' Г Э2XЛ .lм , ЭX* Э2f* 

9fa/9f^' [ . 9 ^ 9 ^ 9fA 9f a / 9f^'J 

L a démonstration se fait par un calcul mécanique. 
Cela nous permet de construire un tenseur v^ de la manière sui

vante: 
Théorème (3,2). Les expressions 

,£ / dxa JPXa d2xa oXa 3 / 7\Ta 

* - l ( w ^ = - ^ = ^ a4> 
sont les composantes covariantes symétriques d'un tenseur, c'est à dire que 
par la transformation (3,1) ces expressions se transforment d'après la 
formule h 

Vx'py* — ïïvvXfÀ AvJp%,. (3,5) 
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En effet, nous obtenons à l'aide des formules (3,3) 

. » Ida? dXa dx" dXa\ d*Çx 

Mais, en employant la définition du deuxième tenseur symétrique bXv 
de la surface considérée 

* dxa dxa * dxa dxa 

bXv = — y = — y — . — 
^ 9f* 9? fltl 9|* 3fA 

nous avons 
^ / 9^a 9Ka dxa BXa\ 

0 (3,6) 
et la formule (3,5) est alors démontrée. Il faut encore montrer que le 
tenseur v^ est symétrique. En effet, en substituant les expressions 

d*xa d2xa d*Xa d2Xa 

dans l'équation (3,4), nous trouvons 

VvXM = v^* (3,7) 

En prenant la dérivée partielle de l'équation (3,6) par rapport à f̂ , il 
vient immédiatement 

VvXn = v*vn- (3>8) 

On peut déduire à l'aide des formules (3,7) et (3,8) les équations 

VvXfi = VViÀx = VX/iv .= VxVfx = VMXv = V/xvX 

et le théorème (3,2) est démontré. Donc il n'existe que 4 composantes 
importantes du tenseur vVflx

17) a savoir 

vi i v VIIIIIV vi 1IV vi II w 

A l'aide de tenseurs (1,2) et (1,6) on peut maintenant construire les 
expressions suivantes: 

Qv = v«iJPx*, (3,9) 

UvXv = vvi» — i [QAxp + QÀQ»V + QpQvù (3,10) 

qui se transforment d'après 

e«' = tf&x<, (3,n) 
u»'PY = tiw>vXiJiAu'PY • (3,12) 

alors Qv sont les composantes covariantes d'un vecteur, et uVÀ/À les compo
santes covariantes d'un tenseur. 

17) SCHOUTEN-STRTJIK [6], p . 14. 
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Théorème (3,3). Le tenseur uvXv est symétrique et il satisfait à Véqua
tion suivante: 

Uv^P^ = 0J (3j13) 

Démonstration. Les tenseurs Q^ et vv^ sont symétriques, donc le 
tenseur uvxM est aussi symétrique. En substituant les valeurs uvxM dans 
l'expression u^P^, nous trouvons 

UrXpP* = W * * 1 — HQvQ^P" + Q&vvP^ + Q&vxP^] 
et il en résulte à l'aide des formules ( 1,5) et (3,9) 

uvx^ = Q> — ïiQvè\ + Qxôl + Qpdï] = 

= Qv - i[2Qv + QV + Qv] = 0. 

Pour appliquer les résultats du 2e paragraphe, il faut connaître 
les composantes du tenseur uvxfl par rapport aux coordonnées curvilignes 
spéciales. 

Théorème (3,4). Supposons que la surface (1,1) soit rapportée à ses 
lignes de courbure; nous avons 

UllI = vIlv uuuu = vuuu (3,14) ' 

et uvX[x = 0 pour les autres composantes. 
C'est une conséquence des relations (2,1) et (3,10), ou (3,13); par 

exemple, pour A = I, ju = II, l'équation (3,11) devient 

uvxnP
IU + uVII1Ptti = Q; 

et parce que les tenseurs uv^ et PXfx sont symétriques, nous avons 

uVIU = Q. 

En nous référant au théorème (2,3) et surtout à la convention (2,1) 
nous pouvons démontrer ce théorème principal: 

Théorème (3,5). La condition nécessaire et suffisante pour que la sur-
face (1,1) soit une surface enveloppe de sphères, est que Véquation 

uvx,u^YP™PWPvv = 0 (3,15) 
soit satisfaite. 

Démonstration. Avant tout, il est immédiatement à remarquer que 
pendant la transformation (3,1) l'équation (3,15) reste invariable, car u^ 
sont les composantes covariantes de tenseur de 3e ordre, et PvX sont les 
composantes contra variantes du tenseur de 2e ordre. Il en résulte que 
nous pouvons étudier l'interprétation géométrique de cette équation en 
employant les coordonnées curvilignes spéciales. Considérons donc la 
surface rapportée à ses-.lignes de courbure. Dans ce cas, nous pouvons 
appliquer le théorème (3,4), et l'équation (3,15) devient 

VinVnnniP111)3-^*. 
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Parce que PIU =(= 0 (voir les formules (2,1)), nous avons 

vIII = 0 ou vIiniI = Q, 

qui ne sont que les équations (2,6) ou (2,6'). Il en résulte que notre théo
rème est démontré (voir le théorème (2,3)). 

Nous avons donc le résultat suivant: 
Uexpression uvxflue$YPv*PWpw est un scalaire, au moyen duquel nous 

pouvons déterminer les surfaces enveloppes de sphères (à Vaide de Véqua
tion (3,15)). 

Les cyclides de DUPIN sont déterminées de la manière suivante: 

Théorème (3,6). La condition nécessaire et suffisante pour que la 
surface (1,1) soit une cyclide de DUPIN, est: 

^ = = 0 (3,16) 

pour toutes les permutations v, À, JU. 
Démonstration. Supposons d'abord que la surface considérée soit 

rapportée à ses lignes de courbure. Dans ce cas, nous pouvons nous servir 
d u théorème (2,4), donc la condition nécessaire et suffisante, pour que la 
surface soit une cyclide de DUPIN, est 

VIII — VIIIIII = o, 
c'est à dire (voir le théorème (3,4)) 

u>v*M = 0 . 

E n employant les formules (3,12), nous voyons que cette condition est 
satisfaite par rapport aux coordonnées curvilignes générales. 

4. Correspondance des surfaces enveloppes de sphères 
et des surfaces réglées. 

* Les résultats du paragraphe précédent sont très analogues à la 
détermination des surfaces réglées. Il semble utile d'introduire ici sans 
démonstration18) la condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface 
soit une surface réglée. Désignons par h^ les composantes contra variantes 
qui sont données par les relations • 

, M * = ô% 
bxfx étant le deuxième tenseur de la surface considérée. De plus, Dx étant 
le symbole de la dérivée covariante de la connexion métrique, le tenseur 

Kx/x = DJ>xn 

est symétrique, et nous avons19) 

18) La démonstration est à voir dans le livre de M. HLAyATÝ [3], p . 435—440. 
l ô) HLAVATÝ [3], p . 327. 
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W=K,= d-%* (4,1) 

où K = est la courbure totale de GAUSS de la surface considérée 

Construisons les expressions 

api,* = Kit* — i[KvbXM + Kxbvtl + KMbVÀ]. (4,2) 

Ces expressions sont les composantes covariantes d'un tenseur symétrique 
qui satisfont à la relation 

< W ^ = <>- (M) 
Puis, Véquation , 

.a^a^h^hWhw =-= 0 (4,4) 
est la condition nécessaire et suffisante pour que la surface soit une surface 
réglée.20) De plus, pour qu'une surface soit une surface réglée du deuxième 
degré (qui correspond ici à la cyclide de DUPLN),- il faut et il suffit, que 
toutes les composantes avX/l soient égales à zéro, c'est à dire21) 

a**? = 0. (4,5) 

Voici les équations (4,1), (4,2), (4,3), (4,4) et (4,5) de même forme que 
les équations (3,9), (3,10), (3,13), (3,15) et (3,16), et le tenseur bvXju joue 
ici le rôle du tenseur v^ pour les surfaces enveloppes de sphères. Ce para
graphe est consacré à l'étude de cette analogie. 

Il n'est pas difficile de trouver l'idée commune des équations (3,15) 
et (4,4). La réponse est donnée par la transformation de Lm qui fait 
correspondre à des surfaces enveloppes de sphères des surfaces réglées.52) 

C'est la transformation des coordonnées homogènes dans un espace 
à 5 dimensions que nous appellerons pour abréger le K-espace (l'espace 
de KLEIN).2 3) Si nous désignons parp un point quelconque dans cet 
espace, alors ce K-point f a 6 coordonnées homogènes p1, p2,..., p6. 

Considérons maintenant une droite, ou une sphère dans l'espace 
euclidien à trois dimensions. En employant les coordonnées de PLUCKEB 
de cette droite, ou les coordonnées hexasphérïques de cette sphère, nous 
pouvons la représenter par un K-poiritp, ou q de la manière suivante: 
pour que le K-point p représente une droite, il faut et il suffit que Véquation 

p V + p2p5 + pzp* = 0 (4,6) 

soit satisfaite, car il n'y a que dans ce cas que p1, p2, ..., p6 sont les coor
données de PLÙOKER d'une droite (nous choisissons la notation de M. HLA-
VATY^);24) et ainsi de suite: pour que le K-point q représente une sphère, il 

20) HLAVAT^ [3], p . 438, théorème (2,1). 
21)- HLAVAT^ [3], p . 439, théorème (2,2). 
22) BLASCHKE [2] , p . 233 e t c . 
23) HLAVATY [4 ] , [5]. 
24) HLAVATTT [5] . 
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qi = Qm\ g 4 = я [ » 2 -- ^ (m°)2] 

q2 = QШ2, qъ = Q, e*o. 
q* =z QШZ, q6 = QГ. 

/ a ^ et'il suffit que Véquation 

(q1)2 + (q2)2 + (g3)2 + V<?5 — (g6)2 = o (4,7) 

soit satisfaite, car il n'y a que dans ce cas que q1, q2, . . . . g6 sont les coordon
nées hexasphériques d'une sphère.25) Si l'on désigne par ma (a = 1, 2, 3) 
les coordonnées cartésiennes du centre d'une sphère, et par r le rayon de 
cette sphère, les coordonnées hexasphériques de cette sphère sont données 
par les formules 

(4,8) 

Dans le cas r = 0, la sphère devient un point. La convention (2,1) 
étant donnée, les plans sont ici considérés comme des sphères de rayon 
infini. Soit 

3 - 3 

^ xa™<a = w, ^ (™>a)2 = 1 (4#) 
a-=l a = i 

F équation d'un plan, alors ses coordonnées hexasphériques sont données 
par les formules 

gi = Qm1, g4 = — 2QW, 

q2 = Qm2, qb = 0, Q + 0. (4,10) 
q* = Qmz, qQ = Q. 

Mais, l'équation (4,7) n'est pas satisfaite seulement pour les valeurs (4,8) 
et (4,10), parce que les nombres 

qi = q* = as = q* ^ g 6 ^ 0 j g 4 = Q ^ 0 (4^1) 

sont aussi liés par la formule (4,7). Ces nombres sont les coordonnées 
hexasphériques du K-point impropre de l'espace de MûBius26.)] 

Les sphères", ou les points (4,8); les plans (4,10) et le K-point (4,11) 
sont ci-après désignés globalement sous le nom des i-sphères (les sphères 
de L IE) . 

Dans cette notation, la célèbre transformation de LIE qui fait 
correspondre à la droite p la .L-sphère q, est donnée par les formules 

pi = q* 4. q*y p* = q% — g6
? 

• 3- + V— 1<f, p« = — a- — V— 1 q\ (4,12) V2 -
p* = g4, pQ = q5. 

Naturellement, au cours de cette transformation, l'équation (4,6) se 
transforme en l'équation (4,7). 

25) HLAVATtf [4], p . 2—3. 
26) HTAVATT? [4], p , 2. 
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Soient a, b deux K-points de coordonnées a1, a2, ..., &6 et b1, b2, . •., 
b6, et désignons encore pour abréger 

flXb = axb4 + a2b5 + a3b6 -f a^b1 + a5b2 + a6b3, (4,13) 

a . b=~a1b1 + a2b2 + azb* + +(a4b5 + a5b4) — a6b6. (4,14) 

Nous pouvons donc écrire les équations (4,6), ou (4,7) sous la forme 

p X p = 2 ( p y + p*<p* + p3p6) = 0, (4,6') 
q . q = (gi)2 + (c/2)2 + (g3)2 + g V — (<?6)2 = 0. (4,7') 

Considérons de nouveau la surface (1,1). Pour exprimer cette surface 
à l'aide des coordonnées de PLUCKER, ou à Faide des coordonnées hexa-
sphériques, nous allons considérer un point quelconque de cette surface 
et le plan tangent en ce point. 

Étudions d'abord la géométrie des L-sphères. Un point quelconque 
de la surface (1,1) est représenté comme la L-sphère xz (avec un rayon de 
longueur 0), et le plan tangent est représenté comme la deuxième 
L-sphère 2z. Ce couple des L-sphères, c'est à dire des K-points Qz 
(Q = 1,2) dépend de deux variables fA (X = 7, II), et nous pouvons 
l'exprimer par les symboles 

ûz= Qz(^). .• (4,15) 

Si l'on désigne les dérivées partielles de ces coordonnées hexasphéri-
dQz 

ques par , on a toujours pour notre surface les conditions suivantes:27) 

dQz dûz 
Qz . -z^= — . sz = — . ^z = 0 (Q, S = 1, 2). (4,16) 

dp dÇn 

En employant cette notation, nous pouvons démontrer le théorème 
suivant: 

Théorème (4,1). Supposons que la surface soit rapportée à ses lignes 
de courbure. La condition nécessaire et suffisante pour que cette surface soit 
une surface enveloppe de sphères, sur laquelle les lignes de courbure f17 = 
= const ne sont que des circonférences, est que dans le faisceau des L-sphères 
1z, 2z existe une sphère q 

q = oc1z + p2z (4,17) 
telle qu'on ait 

li^e* (4'18) 
La démonstration est évidente.28) Considérons le faisceau des L-sphè

res (4,17). Pour que notre surface soit une surface enveloppe de sphères 
avec les lignes de courbure £ n = const circulaires, il faut et il suffit qu'il 
existe une sphère q dans le faisceau (4,17), qui touche la surface donnée 

27) BLASCHKE [1], p . 252 etc., § 57. 
28) BLASCHKE [1], p . 388 etc. 
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le long d'une circonférence (voir le théorème (2,1)); alors cette sphère q ne 
dépend que d'une seule variable flr. et dans ce cas on a (4,18).29) 

Remarque. Les coordonnées hexasphériques étant homogènes, nous 
pouvons aussi poser-g = 0 dans l'équation (4,18). C'est facile à voir, 
parce que au cours de la transformation q = <pq, (p + 0 (c'est à dire 
qi = yqi, . . . , <Ts _ ^ g 6 ) o n a 

dq dcp , ' dq 
_ L = __. q + cp —_ 
a? af1 ai 

et l'équation (4,18) n'est que 

ï__L__2_>yq. 
dp Y dp j 

Alors, si on a D =j= 0, il faut choisir cp de sorte qu'on ait 

e_
d____0 

r)vn 
et on obtient (4,18) sous la forme —— = 0 . Il en résulte que yq _ "q(fir) 

df 
ne sont que des fonctions d'une variable £ J I et on obtient la représentation 
bien connue: la surface considérée est représentée comme une courbe 
dans le K-espace.30) 

Nous pouvons maintenant démontrer de nouveau le théorème (2,3% 
Si l'on désigne par xa les coordonnées cartésiennes d'un point quelconque 
de la surface considérée,31) et par Xa les cosinus directeurs de ta worav&le 
passant par ce point, on a les coordonnées hexasphériques suivantes pour 
les L- sphères lz, 2z: 

^{of, ax\ ax\ — aKx1)2 + (x2)* + (z3)2], a, 0), a + 0, 
2 Z(TXS TX\ÏXZ, -T 2t[x1X1 + x2X2 + x*X*], 0, r), r =j= 0. 

Les équations (4,16) sont ici satisfaites. 
Et si nous appliquons l'équation (4,18) pour les coordonnées q5 et qB, 

nous avons 
/ 3<% \ , do-

a'(.-— ÚOC \+ oc .— 0, 

\df ' ) dp 
Les coordonnées hexasphériques étant homogènes, nous pouvons ici 
poser a = T = 1, Q =? 0, et ces dernières équations sont de la forme 

2») BLASOHK» [1], p . 389. 
30) HLAVATt [4], p . 8 etc., § 2. 
31) Voir les paragraphes précédants. 



dp dg1 

Par conséquent, les équations (4,18) pour les coordonnées qx,q2, ...,q* 
deviennent 

7)xa dXa 

«^F + l3^-^0' (a = 1 ' 2 ' 3 ) - - . (M») 
G g1 OÇ1 

En prenant la dérivée de cette formule par rapport à f1, il vient 

7)2 xa ^Xa 

* h /? = 0, (a= 1, 2, 3). (4,20) 
dp* dp* 

En éliminant les paramètres oc, p des équations (4,19) et (4,20), nous 
obtenons immédiatement la formule (2,6) et le théorème (2,3) est dé
montré. 

Pour déduire la condition des surfaces réglées, il faut exprimer la 
surface (1,1) à l'aide des coordonées de PLUCKER, En employant la trans
formation de L I E (4,12), nous pouvons déduire les formules qui sont ana
logues aux formules (4,16). Considérons de nouveau un point quelconque 
de la surface (1,1). Toutes les tangentes à cette surface passant par ce 
point forment un faisceau de droites. Soient deux de ces droites repré
sentées par les K-points xy, 2y. Ce couple des droites, ou des K-points 
ay, 2y dépend de deux variables £A, (X == i", II); nous pouvons l'exprimer 
par les symboles • . 

ÛY = W ) , (û = 1, 2). (4,21) 
Nous voyons que ces deux droites sont analogues aux L-sphères °z (voir 
les formules (4,15)). Au cours de cette analogie, les formules (4,16) devien
nent (voir la notation (4,13)): 

QYX *y = ^ x * y = - | ~ X * y - = 0 , (Û,27= 1,2) (4,22) 

et aux lignes de courbure correspondent les lignes asymptotiques de la 
surface considérée.32) 

Remarque. En employant la transformation de LIE (4,12), on peut 
déduire immédiatement les formules (4,22) des formules (4,16). Mais la 
transformation (4,12) est complexe, et nous étudions les surfaces réelles. 
Alors nous ne pouvons employer cette transformation que dans les 
cas spéciaux où cette transformation devient réelle (par exemple 
pour qz = 0). Dans les autres cas, il est nécessaire de vérifier ces formules 
par les méthodes de la géométrie réglée (BLASCHKE [1], §§ 54, 57). . 

Alors, le théorème suivant est analogue au théorème (4,1); j 'en sup
prime la démonstration. 

32) BLASCHKE [i], p, 254 etc., § 58. 
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T h é o r è m e (4,2). Supposons que la surface soit rapportée à ses lignes 
asymptotiques. La condition nécessaire et suffisante pour que cette surface 
soit une surface réglée, sur laquelle les lignes asymptotiques Ç11 = const ne 
sont que des droites, est que dans le faisceau des droites xy, 2y existe une 
droite p 

p^xty + pty 
telle qu'on ait: 

^ = e P - (4,23) 

Supposons que les droites xy, 2y soient les tangentes aux lignes 
asymptot iques de la surface considérée e t convenons de désigner leurs 
coordonnées de P L Û C K E E de la manière suivante 

.. , Зx1 дx2 

xy\<y—-, cr — 
dx2 3xz T _ 3x2

 n 3xz 1 
a a\xó x2 , 

d? 9|J L 3f 3írJ 

(4,24) 
L aiz aiJJ [ di1 ai7]/ 

0 / dx1 3x2 3xz T o dx2 _ 9a;3 T 2y\r , T , T , r\xs x2 , 

\ df1 3Çn 3pr L 9fJI ^n\ 

[ 3xz 3-r1 "1 • T - 3a;1 dx2 ~|\ 
x1 xz -I, r\x2 x1 h, T =# 0. 

3P1 9f"J L ^n ^n\l 
Les équations (4,22) sont ici satisfaites. 

Dans ce cas il résulte de la condition (4,23) que: 

d'y 

. dp 
(car on a <% == 1, /3 == 0), et en substituant les valeurs (4,24) dans cette 
équation, nous trouvons 

32xa __ 3xa 

3f ~ Q ~bW 
Si l 'on désigne par i i les symboles de CHUISTOFFEL bien connus,33) on a 

{fЛV) 

{£}"* 
W = Dwbftx =—~bMi —) " \baX—\ " \blÁOÍ. 

d£» {/LIOJ} 

X \b — í* \l 
iioj} [Áco\ 

M) HLAVATÝ [3], p. 183, 324. . • • 
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Il en résulte 
&771 = 0. 

Ce n'est que la condition .nécessaire et suffisante pour que la surface 
(rapportée à ses lignes asymptotiques) soit la surface réglée engendrée 
par les droites £J / = const. Nous venons alors de montrer que le tenseur 
Kty joue ici le rôle du tenseur vviM des surfaces enveloppes de sphères. 

Vecteurs Qv et Kv. 

En comparant les surfaces enveloppes de sphères et les surfaces 
réglées, nous trouvons une différence intéressante. Considérons les 
vecteurs Qv et Kv qui sont donnés par les formules (3,9) et (4,1). On sait 
qu'on a 

a logK 
• j i v = — — - — , 

de 
X = étant la courbure totale, donc un scalaire. Il en résulte que Kv 

RjR2 
est le gradient du scalaire logK,34) et réciproquement nous pouvons 
construire le scalaire de ce vecteur Kv\ ce scalaire est important dans la 
théorie des surfaces. 

Mais le vecteur analogue, c'est à dire le vecteur Qv, n'est pas néces
sairement un gradient, comme le montre l'exemple suivant. Considérons 
la surface de révolution 

x1 = fJZ cos£J, 
x2 = l n sinfz, 
«8 = /(f11), 

où./(f71) est une fonction analytique du paramètre f11. Cette surface est 
rapportée à ses lignes de courbure, puisqu'on a dj u = bIU = 0, De plus, 
les lignes de courbure £ZI = const ne sont que des circonférences, donc 
cette surface est une surface enveloppe de sphères (voir le théorème 
(2,1)). En prenant les formules des paragraphes précédents, il vient 

Qt = —jL=i,Qn = <>, 

d/ d2/ 

dQi _ d £ i r d í 7 J I , W. II _ , 

d£" L + / d/ \*\ t ci1 
ÉĹ\У 

dţ"J } 
et nous avons en général 

3 4 ) HLAVATTf [3], p. 435. 
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3Qi. , 9Q i r 

a ^ 8 | * ' 
II s'ensuit que le vecteur Qv n'est pas un gradient.35) Alořs, nous ne pou-
vons pas construire un scalaire de ce vecteur, pas méme pour les surfaces 
enveloppes de sphěres en général. 
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O kanálových plochách. 

(Obsah předešlého článku.) 

Obsahem článku je konstrukce skaláru, který charakterisuje kaná
lové plochy. 

Jsou-li xa (a = 1, 2, 3) pravoúhlé souřadnice v prostoru, můžeme 
parametrické rovnice plochy psát ve tvaru 

#=*«*(£*), (X = 1,11), (I) 

- kde fz, fJI jsou nezávislé parametry. Označme a^, resp. bA/u složky první
ho, resp. druhého základního tensoru plochy (I) a položme 

% = A~~\anhItJÍ — anxbif,), A2 = a1jaUIl — a\U9 A > 0, 
' Qxd = Q& = \(kXp 4- hpů, 

Q ~ Qi IQJI a — Qi a2-

V celé jpráci j e předpokládáno Q2 =f= 0; to znamená, že vyloučíme ze 
svých úvah kruhová body plochy (tím jsou z úvah vyloučeny dvě speci
ální plochy, totiž rovina a koule). Určeme dále složky P*** z rovnic 

Í0 pro v 4= # Í0 

a označme směrové kosiny normály plochy (I) znaky Xa (a = 1, 2, $). 
Sestrojme postupně tyto veličiny: 

* ) HLAVATÝ [3], p . 120, théorěme (2,6a, b). 



-= v ldxa d*Xa _ d*xa dxa\ 

Qv^VvXjxP^, 

UvXp = ^ — JK^QA,, + QtQ^v + QfiQrx]-

Hlavním výsledkem je věta: 
Nutná a dostačující podmínka pro to, aby plocha (I) byla kanálová, 

jest: 
u,XMuctííyP**PUpw = 0. (II) 

Speciálně platí: 

Nutná a dostačující podmínka pro to, aby plocha (I) byla t. zv. Drjpi-
NOVOU cyklidou, jest: u^ = O pro všechny permutace indexu v, X,pb. 

Při tom mezi kanálové plochy počítá autor také plochy rozvinutelnó 
(což je přirozené, nebot rozvinutelná plocha je obálkou rovin a rovinu 
můžeme pokládat za mezný případ koule s nekonečně velkým polo
měrem). 

V prvních třech paragrafech dokazuje autor tvrzení zde uvedené 
přímým výpočtem, při čemž užívá nejprve hlavních parametrů na ploše 
(I) a pak přechází teprve k parametrům obecným. 

Ve čtvrtém a pátém paragrafu upozorňuje na analogii s přímkovými 
plochami nerozvinutclnými, které jsou charakterisovány jiným skalárem 
(viz rovnici (4,4) hořeního článku), jehož sestrojení je formálně stejné jako 
u skaláru (II). Tato analogie je ovšem zprostředkována známou LIEOVOTJ 
transformací v KuiitfOV.fi pětirozměrném prostoru, která PLÚCKEROVY 
souřadnice přímky převádí v hexasférické souřadnice koule. V tomto 
pětirozměrném prostoru ukazuje autor společnou konstrukci obou ska
lárů současně, čímž je zároveň podáno nové odvození skaláru, charakte-
risujícího přímkové plochy. 
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