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Gasopis pro péstovani matematiky a fysiky, rot. 74 (1949)

SUR LES SURFACES ENVELOPPES DE SPHERES-*)
KAREL HAVLIGEK, Praha.
(Regu le 5 Mars 1949.)

Dans cet article, il s’agit de la construction d’un certain scalaire au
moyen duquel nous pouvons déterminer les surfaces enveloppes de
spheres, c’est & dire les surfaces qui enveloppent une famille de sphéres
dépendant d'un paramétre. Cette construction est trés analogue & la con-
struction d’un autre scalaire qui détermine les surfaces réglées.t) Cela
consiste & employer la transformation de LIk qui fait correspondre 4 des
surfaces enveloppes de spheres les surfaces réglées engendrées par les
droites qui correspondent & ces sphéres, et aux lignes de courbure des ces
surfaces les lignes asymptotiques des surfaces réglées.2) Voild une ana-
logie trés instructive et intéressante; elle fait voir aussi les différences
entre les surfaces enveloppes de sphéres et les surfaces réglées. Cest pour-
quoi je suppose connues la géométrie réglée (voir par exemple Hravaty
[5]) et Ja géométrie de sphéres de Liw (BrascBKE [1], HLAvATY [4]).

l. Notions préliminaires.

Désignons par 2* (o = 1, 2, 3) les coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires de I’espace euclidien & trois dimensions. Déterminons une sur-
face, plongée dans cet espace, par les-équations - :

a® = x¥(EY, (A= I, IT) \ | (LD)

ol z* sont des fonctions réelles de deux variables indépendantes £* ad-
mettant des dérivées partielles continues jusqu’au troisiéme ordre.
Désignons respectivement par a;, et by, le premier et le deuxiéme tenseur
fondamental®) de notre surface, alors la métrique de cette surface est
donnée par la formule:
ds = Va,l dgrdge. 4

*) La bibliographie est placée & la fin de Particle. Les chiffres entre crochets
qui suivent les noms des auteurs se rapportent & cette blbhog'raphxe

1) HLAVATY [3], p. 435—440.

%) Voir par exemple BLASCHKE [1], p. 233 etc.

3) HLAVATY [3], p. 125 etc. et p. 320 etc.
4) Je supprime le symbole de sommation d’aprés un indice grec muet.
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Considérons aussi le troisitme tenseur symétrique @;, de la surface,
dont les composantes covariantes sont données par les expressions sui-
vantes:®)

QZ# = Qu}. = %(kl,u -+ ky/l): (1’2)
kl = (A)_l(allblly_alllblu) )2 = aII Qyrrr — (aI 11)2, 4>0. (1,3)

Aumoyen de ce tenseur nous pouvons écrire 1’équation différentielle
des lignes de courbure de la surface (1,1) sous la forme suivante:

Q1u d&*dé* = 0. (1,4)

Il est bien connu en théorie des surfaces qu’en chaque point de la
surface (1,1) existent toujours au moins deux lignes de courbure réelles et
distinctes; il s’ensuit

(@?*=Q;Ru— @)X 0

Majs, Véquation (1,4) devient une identité seulement pour Q;, =

= Q711 = @771 =0, c’est & dire aux points ombilics. Dans les autres
cas nous avons (@)? < 0. Pour I’étude suivante il est nécessaire de faire
cette convention:

~ Convention (1,1). Nous n’allons considérer que des domaines de
la surface (1,1), o (Q)% << 0; c’est & dire des domaines de la surfaces tels que
par chaque point ne passent que deux lignes de courbure.

Remarque: Ayant fait cette convention, nous n’allons pas étudier
les deux cas spéciaux du plan et de la spheére. Car, la condition nécessaire
et suffisante pour qu’une surface soit un plan ou une spheére, est: b;, = ca;,
(c = const),®) done @;, = 0.

Supposons alors @ == 0. Nous pouvons construire un nouveau ten-
seur symétrique, dont les composantes contravariantes P‘/‘ soht données
par les relations

Ql Pll‘ — 6” 6“ — 0 pO’llI‘ v =§:/L (1,5)
1 pour y =p
11 est facile de vérifier les formules

dlog(Q)?
P =
EQ;M :
c¢’est & dire

PrI — E‘;I)Iz" plil . pir1i — (2)113;21, prIr — Q(g)Izl . (].,6)

5) HLAVATY [3], p- 486, resp. 353—354.
6) EXISENHART [2], p. 217, exercices 1,2. — HLAVATY [3], p. 331, théoréme

£,2).
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2. Propriétés fondamentales.

Dans ce paragraphe, nous supposons que la surface (1,1) est ra.p-'
portée & ses lignes de courbure, alors les courbes

£# = const
sont maintenant les lignes de courbure de notre surface. Il en résulte

rpp=0pr=>byy="5,;,=0,

Qrr= Qurrf= 0, Qrpr= Qur=+0, 2.1
PII — pIIII — 0, PIII _ pIII = 0.

Silon désigne par X¢ (@ = 1, 2, 3) les cosinus directeurs de la dro:
normale & la surface (1,1) passant pai un point quelconque de cette st
face, on a les formules d’OLINDE RoDRIGUES bien connues?)

8Xe - 1 8a® 3X° 1 fa 2.2

ol R, 551 oElL R, 31 -

ou R, estle rayon de courbure prlnclpal de la surface le long de la courbe
&1 = const, et B, le rayon le long de la courbe &7 = const, c’est & dire®)
i = bI_I, _1_ _— m (2,3)

By arp Ry ayyy

Supposons maintenant que la surface (1,1) soit la surface enveloppe
d’une famille de sphéres dépendant d’un parametre ¢, c’est & dire que les
équations de ces spheres sont données par exemple de la maniére suivante
~ (pour distinguer les indices des exposants j’écris les puissances entre

parantheses (...)"):
(2l — @) + (2 —b)2 + (23 —c)? = (r)? (2,4)
ol a, b, ¢, r sont des fonctions réelles d’un parameétre ¢. (Sir = const == 0,

Penveloppe s’appelle la surface canal.) Désignons cette enveloppe avec
concisi‘on par le terme ,,surface enveloppe de sphéres®. :

““Le théoréme suivant est bien connu.

‘Théoréme (2,1). Voildla condition nécessaire et sufﬂsante pam q%e
la surface (1,1) soit une surface enveloppe de sphéres: les lignes de courbure .
d’au moins un- systéme sur cette surface ne sont que des cwoonferences

11 est facile de voir que cette condition est nécessaire. " En effet, une =
surface enveloppe de sphéres touche chacune de ces sphéres (2,4) le long
d’ une circonférence,?) et les droites normales & cette surface sont a,ussl,

7) HLAVATY [3], p. 392.

8) EISENHART [2], p- 230. — HLAVA TY (3], p- 391. b

%) Nous pouvons démontrer cela en employant la théorie générale dessuri ces.
enveloppes; V011‘ par exemple EISENHART [Z] p. 53—62. — HLA\A’IY [3}, p;:
103—112.
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les droites normales & la sphére en question. Passant par le centre de
cetite sphére, ces droites normales forment un céne de révolution, c’est
a dire une surface développable. Il en résulte que la circonférence consi-
dérée est une ligne de courbure de notre surface.') — Supposons réci-
proquement que par exemple les lignes de courbure £II = const soient
des circonférences. Choisissons une de ces circonférences, et désignons
par w 'angle du rayon de cette circonférence et de la droite normale & la
surface (1,1) en un point quelconque de la circonférence considérée. Dans
ce cas, on sait qu’on a o = const le long de cette circonférence, parce que
celle-ci est une ligne de courbure plane!) On en déduit que les droites
normales & notre surface le long de cette courbe forment un céne de révo-
lution. La sphére, ayant son centre ausommet de ce cdne et passant par la
circonférence considérée, touche notre surface le long de cette courbe.
Donc, la surface donnée est une surface enveloppe de spheéres.

Au moyen de ce théoréme nous pouvons démontrer le théoréme
auxiliaire suivant: '

'

Théoréme (2,2). Supposons 1 =+ 0; la condition nécessaire et

11vs
suffisante pour que la surface (1,1) soit une surface enveloppe de sphéres, sur

laquelle les lignes de courbure &1 = comst (ou & = const) sont des circon-
OR,
PEL
Démonstration. Supposons d’abord que les lignes de courbure éH =

= const ne soient que des circonférences. Soit 7 le rayon d’une de ces
circonférences; le théoréme de MEUSNIER nous dit:!2)

1 1
— = — COSW.

R, r

Mais, on a r = const, w = const le long de notre circonférence (voir la
démonstration du théoréme précédent); on en déduit aussi B, = const

férences, est que Uéquation ERTI =0 (ou = 0) soit satisfaite.

R.
; = 0; donc, la condition est

~le long de cette courbe et on trouve

R,

nécessaire. — Supposons réciproquement que l'équation

soit satisfaite. En écrivant ‘
Yyt = x* + RlXa (@=1, 2, 3): : (2’5)
nous obtenons & l’aide des équations (2,2) la condition suivante:
10) BEISENHART [2], p. 229, théoréme 41,1. — HLAVATY [3], p. 394—395,
théoréme (3,10).

11) HLAVATY [3], p. 404, théoréme (4,6).
12) EISENHART [2], p. 224. — HLAVATY [3], p. 368.




oy _
o8t

Il en résulte que les points de toordonnées y* forment une courbe, car
y® = y*(&'T) ne sont que les fonctions d’une variable 1. Désignons paryp
I'angle de la tangente & cette courbe 2 = y*(£7) et de la normale & la
surface donnée issue du point correspondant au moyen des formules (2,5).
En supposant que &7 soit ’arc de cette courbe, nous obtenons

3 a
cosy = %y X
L Q&I
et en employant les équations bien connues
3 Q 3 3 a
S 0% Yo _ o, S (Xap=1, > X e g
a=1 aé‘l a=1 a=1 agl
nous avons .
: OR,
cosy = .
Pyt
) ) - : oR,
La conséquence de cette formule et de = 0 est
P 0 cosy —o,
o0&l

c’est & dire que l’angle y n’est fonction que d’une variable &1, C’est pour-
quoi on peut dire que toutes les normales & notre surface le long d’une
ligne de courbure &I = const forment avec une droite un angley = const.
Etparce que ces normales ont un point commun dans I'espace (voir les
équations (2,5)), on en déduit qu’elles forment un céne de révolution. Ilen
résulte que la courbe £ = const est aussi une ligne de courbure de ce
coneld), c’est & dire que cette courbe est une circonférence. Donc, notre
surface est une surface enveloppe de sphéres (voir le théoréme (2,1)).

Dans l'application de ce théoréme (2,2) il faut aussi considérer les
surfaces développables réglées comme surfaces enveloppes de sphéres,
ce qui est possible, car une surface développable est une surface enve-
loppe de plans, et on peut dire quun plan est une sphére de rayon infini.
11 est utile de faire cette convention: :

Convention (2,1). Ci-aprés, nous comprendrom ‘aussi sous le nom
d’enveloppes de sphéres les surfaces développables. .
Remargue. Les lignes de courbure de la surface développable sont les
droites et leurs tra]eoton‘es orthogonales. Ces droites correspondent aux
circonférences qui sont les lignes de courbure de la surface enveloppe de
sphéres.

18) HLAVATY [3), p. 404, théoréme (4,8).
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Théoréme (2,3). La condition nécessaire et suffisante pour que la
surface (1,1) soit une surface enveloppe de spheéres, sur laquelle les lignes
de courbure EI = const (ou & = const) sont des circonférences, est que
Péquation ‘ ‘

N

S| eEr gt oElR oEf g 2,
3, [0a® 02Xe  2%2a® 0X© ,

(011 az [35” o&rr: o pEIr gfn]=0) (2,6")

soit satisfaite.

La démonstration en est facile. Premiérement, il faut montrer que
la condition est nécessaire. En effet, si la surface (1,1) est une surface

enveloppe de sphérés avec = 0, dont les lignes de courbure &7 =

1°%2
oR . o
; =0 est satisfaite (voir

= const sont des circonférences, I’'équation

le théoréme (2,2)). En prenant la premiére formule (2,2), c’est & dire

At a

L Y S )

o0& o&T
il s’ensuit (3 Paide de BaR; = 0) ;

22 2Ya .

I i S PRI,

ogr oEr -
Silon élimine R, de ces formules, on obtient (2,6). Supposons encore que
la surface considérée soit une surface développable (alors = 0)

1**2

avec les droites £/ = const. On en déduit—l— =0, et & Vaide des for-

1
mules (2,2) nous avons

a 22Ya
0x° _ o, X _, (@=1,2,3).
pel g

11 en résulte que I'équation (2,6) est aussi satisfaite. — En second lieu il
faut montrer que notre condition est suffisante. Supposons donc que

Iéquation (2,6) soit satisfaite. Soit d’abord ——1-— = 0. Ensuite, on peut

1
déduire & I'aide des formules (2,2) les équations
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oz 0Xe

= 11—

>

o0&t o&"
N S @=1,23
oL - 1 PEES QEr ol ‘
i l'on substitue ces expressions dans la formule (2,6), on obtient
OR, 0Xa\?
o8 < Z ( ag! ) B
‘Comme 23: (882;)2 == 014), il en résulte GRI = 0, alors les hgnes de

- .courbure £ = const sont des circonférences (voir le theoreme (2,2)).

1 .
Supposons encore — = 0; dans ce cas les lignes de courbure &I = const
1
sont des droites et notre surface est développable.

En appliquant ce théoréme (2,3) au cas spécial, on peut déterminer
les cyclides de DupIN. Ce sont toutes les surfaces, dont les lignes de cour-
bure sont des circonférences dans les deux systémes?®) (ou des circonfé-
rences dans un systéme et des droites dans le deuxiéme systéme — voir -
les conventions (1,1) et (2,1)).

Théoréme (2,4).'Pour qu’une surface soit une cyclide de DUPIN, il
Jaut et il suffit que les deux équations (2,6) et (2,6”) soient satisfaites en
© méme temps.

Remarque. Au moyen d’une représentation dans I'espace & 5 dimen-
sions, on peut donner une autre démonstration de ces théorémes, plus
dourte (voir le paragraphe 4).

3. Tenseur u;,,.

En employant les résultats du paragraphe précédent, nous allons
~ maintenant considérer les surfaces enveloppes de sphéres rapporté%
aux coordonnées curvilignes générales. En outre choisissons la notation
. et la terminologie de M. J. A. SCHOUTEN?S), Des1gnonsraspecf:1vement par.
&* et £¥ deux systémes des coordonnées curvilignes sur notre surface; et

14) Lasurface (1,1) est rapportée & ses hgrges. de courbure, alors an == ""

o z N . N ) fo
= Z ( _af_) =+ 0, et de plus nous supposons -};—— = 0. Et on déduit immédiate-
) ,

oI
$ [aXa\: !
ment des formules (2,2) qu'on a.Z' (—557) =+ 0. g
15) HLAVATY [3], p- 558. . Mo f

18) SCHOUTEN-STRUIK [6].
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supposons que le déterminant 4 de la transformation
A=1I II

A= EA(En 3,1
5 5 (E )’ ,u' — II’ II/ ( )
de ces coordonnées soit différent de zéro, ¢’est & dire
AL 4b | 0 42 0F
A= \4 AIr o 40 = (3,2)
AT 4% T pew

Désignons par & le signe de ce déterminant
¥ = signd = 41,

et par X*%(£%) les cosinus directeurs de la normale & notre surface qui sont
rapportés aux coordonnées £ Ces cosinus se transforment d’aprés

Xo(E) =9 X&), (e = 1,2, 3).
Le théoréme suivant n’est qu’un théoréme auxiliaire.
Théoréme (3,1). Par la transformation (3,1), les expressions
oz 0%2® oXe 02 Xe
ogr’  aglogn’ o8t oghoe
se transformeﬁt daprés (AL west que le produit ALY0 = AL A%
e A%

b _ oo,
aé.a, 851 x’y
a a . N
X _ 62Xk, @=1,23 33
o0& o0&* .
a2xa a2xu du axd 8252

= ‘40‘/ '/ _— '
af“' 8551 aflag,u P + aéi af“’ aéﬁ/

i S N> GERPUVI> el
2= o

o0& o9& o0&+ &~ o0&k
La démonstration se fait par un calcul mécanique.
Cela nous permet de construire un tenseur v,;, de la maniére sui-

vante: .

Théoréme (3,2). Les expressions
| 8. [0z 32Xe D%t BXe
Vviu = z - —
i=1\ 08 0&+ ot D& ogH 08
sont les composantes covariantes syméiriques d'un tenseur, c’est & dire que

par la transformation (3,1) ces expressions se transforment d’aprés la
formule , .

(3,4)

i .
vx’ﬁ’y’ == 19"1),‘,;.# Al’ﬁ'{;’- ) (3,5)
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En effet, nous obtenons a I'aide des formules (3,3)

0x* 9X¢ 0x% 9X@ o2&+
Vargry = Ov,, A, ’ﬂ’y’ + 9 Z ( ) . £

oe ot o8 or ) Y o oEr
Mais, en employant la définition du deuxzitme tenseur symétrique b,
de la surface considérée

3 O aX“ 3 0Da% 9Xe
bM = Z 7 z
a=1l af af’ a=1 v 85"

nous avons

3 [0zt 0X¢e ox* 90X
;( ad )= (3.6)

oF BE ofF of
et la formule (3,5) est alors démontrée. Il faut encore montrer que le

tenseur v,;, est symétrique. En effet, en substituant les expressions

c2a® 0%t 0*Xe  o2Xe
R N o A T O Y T2
dans I’équation (3,4), nous trouvons
Vyip = Vyui- (3,7)

En prenant la dérivée partielle de 1’équation (3,6) par rapport & &, il
vient 1mmed1atement

Yoy = Viop- - (3.8)
On peut déduire & 1’aide des formules (3,7) et (3,8) les équations
Vsrp = Vppr = Vipy = Uiy = Vpt» = v,,;wl
et le théoréme (3,2) est démontré. Donc il n’existe ‘que 4 composantes
importantes du tenseur v,,1,'") & savoir

VrrpVrrmnip Vrrin Vi

A laide de tenseurs (1,2) et (1,6) on peut maintenant construire les
expressions suivantes:

Qv = ’leilPl”3 (3’9)
Upap = Vpiy —“4‘3!: [Qthlp + QAQ/W + QuQvl] (3:10)
qui se transforment ‘d’aprés ' :
Qu = 9Q, A%, (3,11)
uvzx'ﬁ"y’ == ﬁuv‘lyA:c’g’/;’ . (3:12)

alors @, sont les composantes covariantes d’un vecteur, et u,,, les compo-
santes covariantes d’un tenseur.

17) SCHOUTEN-STRUIK [6], p. 14.
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Theoreme (3,3). Le tenseur uyiu est symétrique et il satisfait & Uéqua-

tion swuivante:
uv}»#Pl# =0’ (3,13)

Démonstration. Les tenseurs @, et v,z, sont symétriques, donc le
tenseur Unia est aussi symétrique. En substituant les valeurs u,;, dans
I'expression u,,,P*, nous trouvons

uwlyP 4= vAu Pir l[QvQ?,uPl'u + Q;.Q#,,P;‘” + Q/AQV)PM‘]
et il en résulte 4 I’aide des formules (1,5) et (3,9)

P = Q, — Q.8 + Q67 + Q.01 =
= QV - %[2Qv + Qv + Qv] = 0‘

Pour appliquer les résultats du 2¢ paragraphe, il faut connaitre
les composantes du tenseur %,;, par rapport aux coordonnées curvilignes
spéciales.

Théoréme (3,4). Supposons que la surface (1,1) soit rapportée & ses
lignes de courbure; nous avons

Urrr = Y11ip Yy =Vimn (3,14)
et Uz, = 0 pour les autres composantes.
L

C’ést une conséquence des relations (2,1) et (3,10), ou (3,13); par
exemple pour A =1I,u = II lequatlon (3,11) devient :

11T
u"III +u P —0

et parce que les tenseurs u,;, et P* sont symétriques, nous avons

U,y rr = 0. .
En nous référant au théoréme (2,3) et surtout & la convention (2,1)
nous pouvons démontrer ce théoréme principal:

Théoréme (3,5). La condition nécessaire et suffzsante pour que la sur-
face (1,1) soit une surface enveloppe de sphéres, est que Uéquation

Uyay gy PY*PHPHY = O (3,15)
soit satisfaite.

Démonstration. Avant tout, il est immédiatement & remarquer que
pendant la transformation (3,1) ’équation (3,15) reste invariable, car u,;,
sont les composantes covariantes de tenseur de 3¢ ordre, et P** sont les
composantes contravariantes du tenseur de 2¢ ordre. Il en résulte que
nous pouvons étudier I'interprétation géométrique de cette équation en
employant les coordonnées curvilignes spéciales. Considérons donc la
surface rapportée & ses<lignes de courbure. Dans ce cas, nous pouvons
appliquer le théoréme (3,4), et I’équation (3,15) devient

IIys
Vrrr Vo P = 0.
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Parce que PIII 5= 0 (voir les formules (2,1)), z;ous avons

vprr=00u vy =0,

qui ne sont que les équations (2,6) ou (2,6"). Il en résulte que notre théo-
réme est démontré (voir le théoréme (2,3)).

Nous avons done le résultat suivant:

L’expression w,,uqap,P"*P*Pr est un scalaire, au moyen duquel nous
pouvons déterminer les surfaces enveloppes de sphéres (& Vaide de I'équa-
tion (3,15)).

Les cyclides de Duriy sont déterminées de la manitre suivante:
. Théoréme (3,6). La condition mécessaire et suffisante pour que la
surface (1,1) soit une cyclide de DuPpix, est:
Upzy = 0 . ' (3,16)
pour toutes les permutations v, A, M.

Démonstration. Supposons d’abord que la surface considérée soit
rapportée & ses lignes de courbure. Dans ce cas, nous pouvons nous servir
du théoréme (2,4), donc la condition nécessaire et suffisante, pour que la
surface soit une cyclide de DUPIN, est

‘ . Y= ="0
c’est & dire (voir le théoréme (3,4))
Uppy = 0.

En employant les formules (3,12), nous voyons que cette condition est
satisfaite par rapport aux coordonnées curvilignes générales.

4. Correspondance des surfaces enveloppes de sphéres
et des surfaces réglée_s.

* Les résultats du paragraphe précédent sont trés analogues & la
détermination des surfaces reglees Il semble utile d’introduire ici sans
* démonstration?8) la condition nécessaire et suffisante pour qu’une surface
soit une surface réglée. Désignons par A* les composantes contravariantes
qui sont données par les relations _ o

. blﬂhh = 6;,
ba, étant le deuxiéme tenseur de la surface considérée. De plus, D; étant
le symbole de la dérivée covariante de la connexion metnque, le tenseur
byru = Dybsu

est symetnque et nous avonsl*’)

18) La démonstration est & voir dans le 11vre de M. HL AyA.TY [3], p 435—440,
1%) HLAVATY (3], p. 327.
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0logK

by = K, = (4,1)
* . og |
ou K = 7 est la courbure totale de Gauss de la surface considérée
1fvy
- Construisons les expressions

QAppp = bv)./: - A[K b).y + K).bvu + K bw’l-} (4:2)

Ces expressions sont les composantes covariantes d’un tenseur symétrique
qui satisfont & la relation . :
’ . a'vi./zh)'” =0. (4,3)
Puis, P'équation p
T By Oap B R = O (4,4)
est la condition nécessaire et suffisante pour que la surface soit une surface
réglée %) De plus, pour qu'une surface soit une surface réglée du dewziéme
degré (qui correspond ici & la cyclide de DUPIN) il faut et il suffit, que
toutes les composantes a,;, soient égales a zéro, c’est a dire®!)

Ay = 0. (4,5)

Voici les équations (4,1), (4,2), (4,3), (4,4) et (4,5) de méme forme que
les équations (3,9), (3,10), (3,13), (3,15) et (3,16), et le tenseur b,;, joue
icile role du tenseur v,;, pour les surfaces enveloppes de spheéres. Ce para-
graphe est consacré a I’étude de cette analogie.

Il n’est pas difficile de trouver I’idée commune des équations (3,15)
et (4,4). La réponse est donnée par la transformation de Lir qui fait
correspondre & des surfaces enveloppes de sphéres des surfaces réglées.*?

C’est la transformation des coordonnées homogénes dans un espace
4 5 dimensions que nous appellerons pour abréger le K-espace (I’espace
de KiEIN) 2%) Si nous désignons parp un point quelconque dans cet
espace, alors ce K-point p a 6 coordonnées homogénes p!, p?, ..., pt.

Considérons maintenant une droite, ou une sphére dans ’espace
euclidien A trois dimensions. En employant les coordonnées de PLUCKER
de cette droite, ou les coordonnées hexasphérigues de cette sphére, nous
pouvons la représenter par un K-point p, ou q de la maniére suivante:
;pour que le K-point p représente une droite, il faut et il suffit que Uégquation

pp* + p'p° + PPt =0 (4,6)
soit satisfaite, car il n’y a que dans ce cas que pl, p? ..., p® sont les coor-
données de PLUCKER d’une droite (nous choisissons la notation de M. Hra-
VATY);?) et ainsi de suite: pour que le K-point q représente une sphére, il

)-

20) HLAVATY [3], p. 438, théoréme (2,1
(2,2).

1) HLAVATY [3], p. 439, théoréme
22) BLASCHKE [2], p- 233 etc.

23) HLAVATY [4], [5].

24) HLAVATY [5].
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faut et-il suffit que Véquation

(@) + (@) + (@°)° + ¢*¢° — (¢ = 0 NG
Asoit satisfaite, cariln’y a que dans ce cas que ¢, ¢2, ..., ¢ sont les coordon-
nées hexasphériques d’une sphére.2%) Si ’on de51gne par m® (a = 1,2, 3)
les coordonnées cartésiennes du centre d’une sphére, et par r le rayon de
cette spheére, les coordonnées hexasphénques de cette sphére sont données

par les formules
3
2= gmt, g = 0P — 5 (n)]

¢ = om?, ¢* = g, 0 =0. (4,8)
¢® = om3, ¢° = or. ) ’

Dans le cas r = 0, la sphére devient un point. La convention (2,1)
étant donnée, les plans sont ici considérés comme des spheres de rayon

infini. Soit
. . 3

2%m® = w,- (m®)? =1 (4,9)
ugl ;::1

I’équation d’un plan, alors ses coordonnées hexasphériques sont données
par les formules .
gt = om?, ¢* = — 20w,
q2 = pm?, ¢° =0, o =0. (4,10)
g* = om?, ¢° = g.
Mais; ’équation (4,7) n’est pas satisfaite seulement pour les valeurs (4,8)
et (4,10), parce que les nombres

IF=¢=¢=¢=9¢=0,¢=0=0 (4,11)
sont aussi liés par la formule (4,7). Ces ,nombres sont les coordonnées
hexasphériques du K-point impropre de ’espace de MoBI1US?6.)|

Les sphéres, ou les points (4,8); les plans (4,10) et le K-point (4,11)
sont ci-aprés désignés gIobalement sous le nom des L-sphéres (les sphéres
de LiE).

Dans cette notation, la célébre transformation de Liz qui fait
~ correspondre & la droite p la L-spheére q, est donnée par les formules

Pt =g +¢ = q*—¢"
pPr=—g+=1g pi=—g —]=1¢, (4,12)
p® = ¢4, P8 = g5

Naturellement, au cours de eette transformation, ’équation (4,6) se
‘transforme en 1’équation (4,7).

25) HLAVATY [4], p. 2—3.
26y HLAVATY [4], p.- 2.



Soient a, b deux K-points de coordonnées al, a2, ..., abet b1, b2, ...,
b8, et désignons encore pour abréger

a X b = a'b* + a5 + a3 + a%b! + a’h? + a%h’, (4,13)
a . b=a® + a?? + a®® + }(a%® + a%ht) —aths.  (4,14)

Nous pouvons donc écrire les équations (4,6), ou (4,7) sous la forme
p X p = 2(pip* + P2 + p*p%) =0, (4.6')
q . 9=+ (@ + @)+ ¢*%¢* —(¢°)* = 0. 47
Considérons de nouveau la surface (1,1). Pour exprimer cette surface
3 I'aide des coordonnées de PLUCKER, ou & 'aide des coordonnées hexa-

sphériques, nous allons considérer un point quelconque de cette surface -

et le plan tangent en’ce point.

Etudions d’abord la géométrie des L-sphéres. Un pomt quelconque
de la surface (1,1) est représenté comme la, L-sphére 1z (avec un rayon de
longueur 0), et le plan tangent est représenté comme la deuxiéme
L-sphére 2z. Ce couple des L-sphéres, c’est & dire des K-points 9z
(2 =1,2) dépend de deux variables & (4 = I, II), et nous pouvons
Pexprimer par les symboles

9z = 2z(&H). . (4,15)

Si I'on désigneles dérivées pértielles de ces coordonnées hexasphéri-

2
ques par Z—EE’ on a toujours pour notre surface les conditions suivantes:27)
73
. 0%z 0%z
= — Tz =-— . %
ol &Il
En employant cette notation, hous pouvons démontrer le théoréme
suivant:

Théoréme (4,1). Supposons que la surface soit rapportée & ses lignes
de courbure. La condition nécessaire et suffisante pour que cette surface soit -
wune surface enveloppe de sphéres, sur laguelle les lignes de courbure EIT =
= const ne sont que des circonférences, est que dans le fazsceau des L-sphéres
1z, 2z existe une sphére q

ag . =0 (2,X=1,2). (4,16)

q=ulz +.521 (4,17)
telle qu’on ait
oq -
- = oq. 4,18
= o (4,18)

La démonstration est évidente.28) Considérons le faisceau des L-sphe-
res (4,17). Pour que notre surface soit une surface enveloppe de sphéres
avec les lignes de courbure £ZI — const circulaires, il faut et il suffit qu’il
existe une sphére q dans le faisceau (4,17), qui touche la surface donnée

27) BLASCHKE [1], p. 252 ete., § 57.
28) BLASCHKE [1], p. 388 ete.
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le long d’une circonférence (voir le théoréme (2,1)); alors cette sphére q ne
dépend que d’une seule variable &7, et dans ce cas on a (4,18).2%) ‘

Remarque. Les coordonnées hexasphériques étant homogenes, nous,
pouvons aussi poser o = 0 dans ’équation (4,18). C’est facile ‘& voir, |

parce que au cours de la transformation q = ¢'q, p == 0 (c’est & dire
*=9¢¢. ...¢*=¢9°) ona :
) 0 op . 0
9q _ 99 +g °9q
85’ ol 0&
et ’équation (4,18) n’est que

oq ( _alogqa)\

‘ ol ol
Alors, sion a p == 0, il faut choisir ¢ de sorte qu’on ait
dlogy
— 8_51_ =
oq

et on obtient (4,18) sous la forme 2 = 0. Il en résulte que ‘q = ‘q(&1)

ne sont que des fonctions d’une variable &7 et on obtient la représentation
bien connue: la surface considérée est représentée comme une courbe
dans le K-espace.30) ,
Nous pouvons maintenant démontrer de nouveau le théoréme (2,3).
Sil’on désigne par 2% les coordonnées cartésiennes d’un point quelconque
de la surface considérée,®?) et par X” les cosinus directeurs de la normale _
passant par ce point, on a les coordonnées hexasphériques smvantes pour -
les L-sphéres 1z, 2z:

12(6at, 622, 023, — o[ (1) + (22)2 + (%), &, 0), 0 =0, ;

22(7 X1, vX2, 7X3, — 27[21X* + 22X 4 23X3), 0,7), 7 % 0.

" Les équations (4,16) sont ici sat1sfa1bes ; : g
Et si nous appliquons 1'équation (4,18) pour les ooordqnnées ¢ et ¢,

‘nous avons
O oo
bl 2,
0(851 ox ) T asf

i
T|—— +p —= 0

(asf 9’3) s Tt ;
Les coordonnées hexasphenques étant homogénes, nous pouvons. ici ‘
poser ¢ = T = 1, o == 0, et ces derniéres équations sont de Iatfv(")r'me‘ L

29), BLASCHKE [1], p. 389.
80) HLAVATY [4], p. 8 etc., § 2.
31) Voir les paragraphes précédants.
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Par conséquent, les équations (4,18) pour les coordonnées ¢, ¢2, ..., ¢*
deviennent ,

ax“ 0Xe '

+ =0, a=1,2,3). - (4,19

ot TP ( ) (#,19)
En prenant la dérivée de cette formule par rapport & &L, il vient

0%z 02X¢

—é—ﬁ + 4 Py =0, | (¢ =1,2,3). (4,20) .

/

En éliminant les parameétres «, 8 des equations (4,19) et (4,20), nous
obtenons immédiatement la formule (2,6) et le théoréme (2,3) est dé-
montré.

Pour déduire la condition des surfaces réglées, il faut exprimer la
surface (1,1) & I’aide des coordonées de PLUCKER. En employant la trans-
formation de L1k (4,12), nous pouvons déduire les formules qui sont ana-
logues aux formules (4,16). Considérons de nouveau un point quelconque
de la surface (1,1). Toutes les tangentes & cette surface passant par ce
point forment un faisceau de droites. Soient deux de ces droites repré-
sentées par les K-points 'y, 2y. Ce couple des droites, ou des K- points
ly, 2y dépend de deux vanables &, (A = I, II); nous pouvons I’ expriner
par les symboles

9y = 2y, (@ =1,2). (4,21)

Nous voyons que ces deux droites sont analogues aux L-sphéres 2z (voir
les formules (4,15)). Au cours de cette analogie, les formules (4, 16) devien-
) nent (voir la notation (4,13)):

%y . 0%y . .
Yy Iy=—-"Xxy=—"LxX3y=0, (2, 2=12) (4,22
Y y Y y 2elT Xy ( ) ( )
et aux lignes de courbure correspondent les lignes asymptotiques de la
surface considérée.32)

Remarque. En employant la transformation de L1k (4,12), on peut
déduire immédiatement les formules (4,22) des formules (4,16). Mais la
transformation (4,12) est complexe, et nous étudions les surfaces réelles.
Alors nous ne pouvons employer cette transformation que dans les
cas . spéciaux ou cette transformation devient réelle (par exemple
pour ¢ = 0). Dans les autres cas, il est nécessaire de vérifier ces formules
. par les méthodes de la géométrie réglée (Brascumxz [1], §§ 54, 57).

Alors, le théoréme suivant est analogue au théoréme (4,1); j’en sup-
prime la démonstration.

32) BLASCHKE [1], p. 254 etc., § 58.
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Théoréme (4,2). Supposons que la surface soit rapportée & ses lignes
asymptotiques. La condition nécessaire et suffisante pour que cette surface
soit une surface réglée, sur laquelle les lignes asymptotiques 7 = const ne
sont que des droites, est que dans le faisceaw des droites ly,2y existe une
droite p ' '

p=uxly+p%y
telle qu’on ait:
: op '
— = op. 4,23
3E1 op (4,23)

Supposons que les droites ly, 2y soient les tangentes aux lignes
asymptotiques de la surface ¢onsidérée et convenons de désigner leurs
coordonnées de PLUCKER de la maniére suivante

1 ot 02 0x3 [, 022 y 03]
y g s O E] > O X - ’
s’ el el | o 2" |
3 1 m ol 2 7]
of 21 oz o ox s xztai_xl 0x g0,
ol ot o8l e
. (4,24)
5 Ot ox? ox? [, 0x? . 07° ] : ‘
VA K , T , T , T —x )
DEIL " QEIT T eIl |7 pell o0& | N
3 1 . [~ 1 . 2 ]
P oz _x3.8x ol ox . , 0z 0.
QLT DEIT G dEl |
Les équations (4,22) sont ici satisfaites.
Dans ce cas il résulte de la condition (4,23) que:
' oty :

—_ 1
=gy
| et 2 |
(car on & « = 1, § = 0), et en substituant les valeurs (4,24) dans cette
équation, nous trouvons ‘
0222 0x?

T | ‘

Si I'on désigne par { 4 } les symboles de CHRISTOFFEL bien connus,"”) ona

uy
” {II}=O,
. | rif
b Db‘ 9 *p *1p
wpr = Dobus = —0p1 — oA — o
e “t o&e “t Hw * o]~

33) HLAVATY [3], p. 183, $24.
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Il en résulte ,
brrr=0.

Ce n’est que la condition .nécessaire et suffisante pour que la surface
(rapportée & ses lignes asymptotiques) soit la surface réglée engendrée
par les droites €71 = const. Nous venons alors de montrer que le tenseur
b,1, joue ici le réle du tenseur v,3, des surfaces enveloppes de spheéres.

Vecteurs Q, et K,.

En comparant les surfaces enveloppes de sphéres et les surfaces
réglées, nous trouvons une différence intéressante. Considérons les
vecteurs @, et K, qui sont donnés par les formules (3,9) et (4,1). On sait
qu'on a

K = z étant la courbure totale, done un scalaire. Il en résulte que K,

11t '
est le gradient du scalaire logK,3%) et réciproquement nous pouvons
eonstruire le scalaire de ce vecteur K,; ce scalaire est 1mportant dans la

théorie des surfaces.

Mais le vectéur analogue, ¢ est & dire le vecteur @,, n’est pas neces-
sairement un gradient, comme le montre l’exemple suivant. Considérons
la surface de révolution ‘

al = & cosEl,

22 = £ gingl,

@® = f(&),
ol f(£1) est une fonction analytique du parametre &7, Cette surface est
rapportée & ses lignes de courbure, puisqu’on a a@; ;; = by ;; = 0. De plus,
les lignes de courbure &2 = const ne sont que des circonférences, donc
cette surface est une surface enveloppe de sphéres (voir le théoréme
(2,1)). En prenant les formules des paragraphes précédents, il vient

4
QI == "‘-“"‘—‘—"_._________‘(‘1‘7—2‘, QII = 0:
Ve
A

aQI _ dSH dfllﬂ , 8Q11=

8511 - df 2 % aEI
(+(ae))

et nous avons en général

34) HLAVATY [3], p. 435.



aQI + aQII .
o fI I 0 51
Il ’ensuit que le vecteur @, n’est pas un gradient.3%) Alors, nous ne pou-

vons pas construire un scalaire de ce vecteur, pas méme pour les surfaces
enveloppes de spheéres en général.
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O kanilovych plochich.-
(Obsah pfedeslého élénku)

Obsahem ¢&ladnku je konstrukce skaldru, ktery charakterisuje kans-
lové plochy.

Jsou-li 2% (@ =1, 2, 3) pravouhlé soufadnice v prostoru, miZeme
parametrické rovnice plochy psdt ve tvaru ‘

. = 2%(&), (A =I,1II), . &3]

- kde &L, 11 jsou nezévislé parametry. Oznadme a;,, resp. bz, sloiky prvoi-
ho, resp. druh‘ého zékladniho tensoru plochy (I) & polozme
kyy = A= azbrr, — arnbry), A2 = ap @ 1y ——ar i A>0;
Ql# = QM- = ‘%(k/w nl): ey
@ = Q1 Q1 — Qs

V celé prici je predpoklddéno @* == 0; to znamend, Ze vylouél,me ze

svych tivah kruhové body plochy (tim jsou z dvah vyloudeny dve spegi.

4lni plochy, totiZ rovina a koule). Uréeme déle slozky P* z rovnic

’ 0 pro v ==y
G §E SH__ )
QZVP”—dv; 6w—{1 PTO?’—M‘
a oznaéme smérové kosiny normély plochy (I) znaky X (a = 1 2 3)
Sestrojme postupné tyto velidiny: ;

35) HLAVATY [3], p. 120, théordme (2,68, b).
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= 2\ 2E 0fs  DEMDER 0F

d=1
Qv = vw‘luP}”:
Uiy = Uppy — i[Qleu + QlQ,uv + Q,uQvl]-
Hlavnim vysledkem je véta:

Nutnd a dostadujict podminka pro to, aby plocha (1) byla kandlovd,
jest: '

3 (axa D I axa)

UpauhagyP** PP = 0. (IT)
Specidlng plati:

Nutnd a dostalujict podminka p;*o to, aby plochd (I) byla ¢. zv. Dup1-
Novou cyklidou, jest: u,, = 0 pro vechny permutace indexdt v, A, u.

Pii tom mezi kandlové plochy poéitd autor také plochy rozvinutelné
(coz je piirozené, nebot rozvinutelnd plocha je obédlkou rovin a rovinu
miZeme poklddat za mezny p¥ipad koule s nekonedéné velkym polo-
mérem). :

V prvnich tfech paragrafech dokazuje autor tvrzeni zde uvedené
piimym vypodtem, pii dem% uzivd nejprve hlavnich parametri na ploSe
(T) a pak prechdzi teprve k parametrim obecnym. ‘

Ve &tvrtém a pétém paragrafu upozoriiuje na analogii g pfimkovymi
plochami nerozvinutelnymi, které jsou charakterisovany jinym skaldrem
(viz rovnici (4,4) hofeniho ¢ldnku), jehoZ sestrojent je formalné stejné jako
u skaldru (IT). Tato analogie je oviem zprosttedkovina zndmou Lirovou
transformaci v KLEINOVE pétirozmérném prostoru, kterd PLUCKEROVY

" gouradnice pimky pfevddi v hexasférické soufadnice koule. V tomto
ptirozmérném prostoru ukazuje autor spolednou konstrukei obou ska-
ldré soudasnd, ¢m¥ jo zdroveh poddno nové odvozeni skaldru, charakte-
risujicfho ptimkové plochy.
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