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O zborcené ploSe, jejiz &éast je topologicky ekvi-
valentni s Mobiovym listem.
Joset Klima, Brno.
(Doslo dne 18. bfezna 1935.)

V topologii uvadi se jako nejjednodussi ptiklad dvojité plochy?)
nebo jednostranné, uvazujeme-li, Ze je uloZena v prostoru o vétiim
poStu dimensi nez je dvé, t. zv. Mobiuv list. Tento vznikne tim, Ze
obdélnikovy prouzek slepime podél dvou protéjsich stran tak, Ze
jednu z téchto stran otodéime o 180° kol jejiho stfedu. Ploska tak
vytvofend je ziejmé rozvinutelnd. Ale uvadi se, %e lze plochu
ekvivalentn{ topologicky s Mobiovym listem vytvofiti jesté jinak,?)
le§ pak plocha tato neni, jak dile uvidime, rozvinutelnou.

Zvolme v roviné «, jdouci osou O, bod @ mimo pifmku O!
Bodem a vedme v « Gsedku m'm, jeZ je bodem a pilena! Necht
rovina otdéi se rovnomérné kolem osy O a soudasné tselka mim
kolem bodu a v roving « téZ rovnomérns a sice tthlovymi rychlostmi
v poméru 2 : 1. P¥i otodeni roviny « o tGhel 360° otodi se tisetka mim
0 180°, takZe bod m splyne s pocatesni polohou bodu m a obricens.
Usetka mlm pii této dvoji rotaci vytvorf plochu, je% je zfejmé
topologicky ekvivalentni s M6biovym listem. Plocha takto vytvo-
fend je Gasti jisté zborcené plochy, jiz vytvoiime hofejiim zplisobem,
vezmeme-li v roving o« misto Gsetky m'm jeji prodlouzeni, pfimku V.
Lze snadno ukézati, Ze plocha tato je zborcenou plochou t¥etiho
stupng, kterd ma piimku O za jednoduchou ¥dic{ pfimku. Sestrojme .
tuto plochu v t. zv. vojenské perspektivé, t. j. v Sikmém praméts -
na rovinu & kruZnice K, jiz opisuje bod a pfimky V pii otadenf kol
osy O, pro promitaci paprsky svirajici s 7 thel 45°.

V obr. 1 podatedni poloha pifmky V vzata v roviné z kolmo
k ose O a k jejimu Sikmému pramétu OF. Necht otadi se bod a ve
smyslu + (proti sméru pohybu ruditek na hodinéch) kol osy O na. -
kruznici K a p¥imka V ve smyslu — v roving (VO0), takZe prisedik b .

1) Viz na pt. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie, str. 158.

%) Bteinitz-Rademacher: Vorlesungen iiber die Theorie der Po- .
lyeder (1934), str. 19. : . : . -
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piimky ¥V s osou O probihd tuto osu-od stfedu o kruznice K vzhiru.
Pii otodeni o dhel ¢ kol osy O, otoéi se piimka ¥V v roviné (VO)
o tihel 3¢ do polohy V. Sikmy pramét 1V* jde patrné diametralné
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protilehlym bodem D* k bodu @ na kruznici K. Z toho patrno, Ze
vytvoiend zborcend plocha ma Fidici pifmku D, jez mé Sikmy
- prumét v bodé D kruznice K. P¥imka V vytvoii tudiZ zborcenou
plochu t¥etiho stupné, jezZ ma kruznici K, osu O za jedno-

duché ¥idici atvary a p¥imku D za dvojnou Fidicf pfimku
a lze ji oznaliti [0, D, K]. Rovina z je teénou rovinou plochy
.v bod& a a jejf Yez s plochou rozpads se v ptimku V a kruZnici K.
Torsaln{ roviny jsou tu minimélnfmi rovinami, jdoucimi p¥fmkou O,
kuspidalni body jsou jejich prusetiky s pfimkou D. Jeito pffmka D
svird 8 z hel 45° a kolmy jejif prim&t do z je v tedné kruZnice K,

212



jsou torsdlni pHmky 17, 7' imagindrn{ druhého druhu a sice mini-
malni, lezicf v rovindch rovnobéinych s z ve vzdilenostech + at,
je-li @ polomér kruZnice K. Ve zvolené vojenské perspektivé obrys
plochy rozpadd se ve tfi body, z nichZ jeden je v D¥ a druhé dva
jsou v bodovych primétech 2V% 47* tvoncmh piimek, rovnobéz-
nych se smérem promitani.

V obr. 2 vyznadena zborcena tato plocha v kolmém promiténi
na rovinu z kruZnice K, jez vzata za prvni pramétnu. Rez plochy
8 libovolnou rovinou 1 || = je strofoidou 4, jak ukéZzeme snadno
nasledovné. Rovina 4 protind dvojnou ¥idici ptimku D v bods d,
jehoz pidorys je od stopniku p pifmky D vzdilen o délku pd,
rovnou vysce roviny 4 nad z. Priseéik x libovolné tvorici pHimky 1V
zborcené plochy s rovinou 4, je na prisednici roviny (D'V) s ro-
vinou 4, jez je hlavni pmmkou v roviné (D'V) a tedy je rovnobé&Znd
ge stopou pla téie roviny na zm. Opidme kol stfedu O, kruZnici L,
jez jde bodem d, a jeji druhy priseéik s d,z, oznadéme E. Jestlize d,x,
protina tvofici ptimku V, lezici v = v bodé& 1£, tu plati:

fxy = —d, 1§,
v demZ obsaZeno znamé kissoidalni vytvoieni strofoidy A, z kruz-
nice L, jejiho praméru V pro pél d, na kruznici.?) Bod d je dvojnym
bodem Yezu A a teény v ném maji pidorysy jdouci priseéiky kruz-
nice L s p¥imkou V a tudiz vza]emné kolmé. V pidoryse 1V, ]e
pudorys jesté druhé piimky 1V, ]ez ms stopnik na # v bodé a’
a ktera protina rovmu A v bodé z’. Polarni subnormaéla pro pél d,;
kiivky A, v bodé z’; je dédna GseSkou dyn = d,& — d,r’, kde body
&, r' jsou na normalach kiivek L a V, jichZ kissoidou je /11. Redlna
asymptota 4, kiivky A, je soumérné& poloZend k V vzhledem k dvoj-
‘nému bodu d,. Bod 0, je singularnim ohniskem k¥ivky A,, coZ vy-
plyvé téZ z toho, Ze A je fezem s plochou. V obr. 2 vyznadena ona

dast plochy, ktera je mezi rovinami x a 4.

Cést této zborcené plochy, je# je topologicky ekvivalentnf
s Mobiovym listem, je omezena éast{ M priseéné kiivky této plochy
8 plochou a,nulmdu o stiedové kruznici K a poloméru r, jestliZe
délka mim = 2r. Priseéns k¥ivka obou ploch je stupné 3 .4 = 12,
jez se tu rozpads ve dvé kiivky stupnd 6, z nich# jedna je okra-
jem M. Ki¥ivku M lze vyhodné sestrojiti ze sférické kiivky M’,
jeZ je na kulové plose » opsané ze stfedu o kruznice K polomérem r.
V obr. 3 sestrojeno vie opét v kolmém primété na rovinu x kruz-
nice K co prvou pramétnu. Mysleme si, Ze s vytvoFujicimi pfimkami
V,1V, ... plochy zborcené vedeme stfedem o kulové plochy x
rovnob&zky, jez lze dostati téz tak, Ze tvoFici piimka V otaéi se
rovnomérné kolem O a soudasnd v roviné (VO) kol bodu o thlo-
vym1 rychlostmi v poméru 2 : 1. Prisetiky m', 'm’ piimek téchto

8) Wieleitner: Spezielle ebene Kurven, str. 37.
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8 kulovou plochou x opidf na této kiivku, jez je clelif druhého
druhu.f) Padorys M’, je ruZici o rovnici v poldrnf soustavé p =
= r 8in }w,%) jeZz je prodlouZenou epicykloidou o dvou vétvich,
jiZ opiSe bod m’, spojime-li jej s kruznici P, kterd se kotdli po kruz-
nici P’ o poloméru dvojnidsobném.8) K¥ivka M’; je stupné 6 majic
rovnici v pravoihlé soustavé vzhledem k ose X = m''m’ a po-

bé‘é,tku o: -
4 (22 + y?)® + "4?_/2 — 472 (2% 4 y?)2 = 0.

Kruhové body . jsou trojnymi body kiivky M’;. Jeito kruZnice
o stiedu v podatku o maji v koneénu s M'; 4 spole¢né body, je
v. kruhovych bodech obsaZeno jejich .zbyvajicich 8 prisediki.
Teénu v libovolném bodé kiivky M'; jakoZ i oskuladni kruZnice
- v jejfch vrcholech lze snadno sestrojiti z jejtho kinematického
vytvokeni.”) Padorys M, okraje je &ast{ konchoidy kfivky M’, pro
p6l o a délku rovnou poloméru a kruznice K. Upln4 tato konchoida,

- 4) G. Loria: Curve sghembe speciali, II. dil, str. 9. -

g 8) G. Loria: Spezielle algebraische Kurven und transcendente
Kurven, 1. dil, str. 366. :

© %) TamtéZ, II. dil, str. 109. .

- 1) Kaderavek-Klima-Kounovsky: Deskr. geometrie, I. dil, str. 128.
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jez je kissoidou kiivek M';, K, pro pél o, je stupnd 2.2.6 —
— (2.2 + 8) = 12,8) ale rozpada se tu ve dvé k¥ivky stupiiti 6,
soumérné k sob& poloZenych podle stfedu 0.?) Padorys M, okraje
plochy je kiivkou stupné 6, jez m4 v podatku o a v bodé& 3V, dvojné
body a v kruhovych bodech trojné body. Prostorova kiivka M je
té% stupné 6, jezto je zvladtnim piipadem globoidélni zavitnice
(8neku).1%) Zivitnici tuto vytvoii bod probihajici rovnomérns
kruZnici, ktera se soudasné rovnomérné otadi kol obecné poloZené

osy tak, Ze Ghlové rychlosti obou pohybu jsou v konstantnim po-
méru m : n, a ktera je raciondlni k¥ivkou stupné 2(m -+ n). V nasem
pifpadé jest m : » = 1 : 2 a tedy M je prostorovou kiivkou stupné 6.
. Pronikova Sara zminéného anuloidu se zborcenou plochou
rozpada se tu v kiivku M a v kiivku, jiZz vypliuji prusediky tvo-
ficich pifmek zborcené plochy s druhymi kruZnicemi poledniko-
vymi anuloidu, jejichZ stiedy p¥imky ty neprochézeji. Ob& tyto
¢asti proniku protinaly by se redlné v prusedicich d,1d dvojné
fidicei pfimky D s anuloidem.

V obr. 4 sestrojen Sikmy obraz (w = 150°, ¢ = §) této &asti
zborcené plochy a vyznaden obrys £ zborcené plochy, z néhoz

8) Wieleitner: Spezielle ebene Kurven, str. 3, nebo Klima: P¥H-
2pévek ke kfivkdm cissoiddlnim, Rozpravy Ceské akademie 81 (1922),
. 39, bstran. :

?) TamtéZ str. 108. Jedna 84st konchoidy mé v poldrnich soufadnicich
rovniei p—a = rsiniw a drubd ¢ + a = rsin o, jei prevedeny na
pravouhlé soufadnice daji rovnice stuptitt 6. o

10) G. Loria: Curve sghembe speciali, . dil, str. 33—35.
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tfi éasti pfichdzeji k platnosti. K¥ivka 2 je tfeti tfidy, étvrtého
stupné s tfemi body vratu, z nichZ v obraze je jen jeden redlny
napravo od bodu a. V obr. 4 vyznadena kruhovd dréha K bodu «
na povrchu a patrno, Ze pfi jednom prob&hnuti pfijdeme na druhou
stranu plochy v bodé a a teprve pii dvojim prob&hnuti kruZnice
vratime se do bodu a. K jasné&jdi pfedstavé listu pouZito nyni
zavadéného vytahovanil) Ze &ary plochy v &astech bliZsich k oku
vytahuji se silng&ji.

*

Sur une surface gauche dont une parﬁe est topologiquement
equivalente 3 la feuille de Mobius.

(Résumé de l'article précédent.)

Cette partie de la surface est engendrée par un segment mim
d’une droite ¥V qui tourne uniformément autour d’un axe O se
trouvant avec V dans un plan et qui tourne en méme temps autour
de son centre a(am = ma), les deux vitesses angulaires ayant le
rapport 2 : 1. La droite V engendre une surface réglée du troisiéme
degré, soit D sa directrice double. Les plans perpendiculaires & la
directrice simple O coupent la surface réglée suivant des strofoides.
La courbe M qui limite la partie considérée est de I’ordre 6, et elle
admet une construction simple dans la projection orthogonale sur
le plan = qui contient la circonférence K décrite par le centre a du
segment m'm. Dans la figure 4 se trouve construite cette partie de la
surface & la perspective cavaliére, trois parties de la courbe 2 du
contour et le segment dld de la droite double D de la surface y jouant
un role.

11) Viz na pf. Hilbert-Cohn: Anschauliche Geometrie.
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