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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 77 (1952) 

BELTRAMIHO VĚTA PRO PARABOLICKÉ BODY PLOCHY 
ALOIS URBAN, Praha. 

(Došlo 18. září 1952.) 513.735.4 

V článku odvozuje autor vztahy mezi geodetickou křivostí asympto-
tiky a první a druhou křivostí resp. geodetickou křivostí křivky, jež se 
dotýká asymptotiky v parabolickém bodě určitého druhu. — Z této 
obdoby Bonnetova vzorce odvozuje pro parabolické body plochy 

vzorec Beltramiho. 

1. Známá Beltramiho věta1), jež se týká geodetické křivosti asymp
totické křivky plochy a křivosti rovinného řezu plochy její tečnou rovi
nou, formuluje se jen pro hyperbolické body plochy.2) Je však možno vy
slovit vetu obdobnou Beltramiho větě i pro některé parabolické body 
plochy, jak na to upozornil F R . VYČICHLO.3) 

V úzké souvislosti s Beltramiho větou je Bonnetův vzorec4), který 
udává vztah mezi geodetickou křivostí asymptotiky a první a druhou 
křivostí křivky, jež se v uvažovaném hyperbolickém bodě dotýká asymp
totiky a jejíž oskulaČní rovina v tomto bodě splývá s tečnou rovinou 
plochy. Beltramiho věta je jen jeho speciálním případem pro rovinnou 
křivku plochy. 

V dalším jsou uvedeny věty, které jsou obdobou Bonnetova vzorce 
a Beltramiho věty a platí v jistých parabolických bodech plochy. 

2. Pro reálnou křivku plochy procházející obyčejným bodem plochy 
uvažované jednak v (obyčejném) prostoru R3 (při Čemž označíme jednot
kové vektory tečny, hlavní normály a binormály postupně t, n, b, prvou 
křivost kx a druhou křivost k2)> jednak na ploše (pro jednotkový tečný 
vektor pišme nyní i = t, jednotkový normální vektor označme j 6) a geo
detickou křivost k) platí rovnice6) 

k^^kj+b^i^N, (2.1) 
při čemž bA/t

7) je druhý základní tensor plochy a N její normála. 
x) [1], str. 258 (číslice v lomených závorkách týkají se seznamu literatury 

uvedeného na konci práce). 
2) Viz na př. [3], str. 325—326, [5], I I , str. 51, [7], str. 407—409. 
3) [6], str. 8—9. 
4) [2], str. 267. 
5 ) / normujeme na př. tak, aby úhel vektorů /, / v tomto pořádku byl + -J-7T. 
«) Viz na př. [3], str. 283—284. 
7) X,n,v9 m = I , II . 
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Derivujeme-li dvakráte (2.1) podle oblouku s uvažované křivky a 
užij'eme-li Frenetových vzorců pro křivku v Rz a pro křivku na ploše, 
dostaneme postupně 

- fcji + ^ n + k&b = ( - « * - («)») I + ( ^ - («)(#)) • + 

+ imij) + (iii)) N, (2.2) 

( ák ák \ 

-M, -jJ + 3 4 ^ + « < « ) « ) +3(ii)(ííi)l I + 

+ (-*«-W + S)- + (,T&^+*S)»-
( d2k \ 

~k* + d ? ~ t ( ť í ) W ) ~ 5^W) 2 —2(i1)(iii)— (ii)(ú7)jj + 

+ í—4k2(ii) + 4 ^ (i?) + 3**07) — (iif — (ii)(ij)2 + 

+ 6Jfe(ii/) +(UU))N, (2.3) 

kde jsme pro stručnost položili 
(«) = ČVA*>> (»/) = ^ A ^ / A (17) = M ' A ^ ' ( 2 4) 

(iii) = b^vi
xiHv, (iiii) = (DJbfyV) iHHH^; 

přitom 6wA/t je Codazziho tensor plochy8) definovaný vztahem 

Kx, = -O A/i. (2.5) 
kde 1)^ je symbol kovariantní derivace příslušné konexi určené Chri-
stoffelovými symboly plochy. 

Dosadíme-li 
n = j cos<p + sN siny, b = e*e**(—je sirup + N cosy), (2.6) 

kde e = ± l a kde e* = + 1, e** = + 1 jsou určeny relacemi 

e* = [f,j,N], «** = fc n, .*],•) (2.7) 
do rovnic (2A)-f-(2.3) a užijeme-li toho, že vektory í, j , N jsou lineárně 
nezávislé, nalezneme 

(a) kx cos<p = k, 
(b) ci?! siny = (ii), 

») [5], II, str. 13. 
•) [a, b> c] je symbol pro determinant ze souřadnic vektorů a, b, c. 
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(c) ee*e**kyk2 sin<p -r-i COS99 + — == (ii)(ij), 
(XS (Xs 
dk 

(d) 8*8**^2 co$<p + € -j-i siny? ==' 3ifc(i/) + (iii)y 
(XS 

dk dk 
(e) — L -"-* + k — == — 2&(ii)(i?) — (ii^iii), (2.8) 

as ds 

(f) {-kl-Wl + ^COs<p-ee*e** ( 2 - ^ + J ^ ) r i n ? + 

d2k 
+ B ~ d? = *(ťť)í"') + 5^(ť/)2 + 2 ( ť M í ť ť ) + ( ť ť ) ( ť ť 0 ' 

( d2Jfc \ l dle dh\ 

-kl-lcjc* +—řj sin? + ***** ^2—* &2 + *. --j-fj cos? =-
difc 

= — 4k2(ii) + 4 — (i/) + 3k2(#) — (iif — (*i)(^)2 + 6i(iij) +(iiii). 1Qy 
(XS 

3. Předpokládejme nyní, že daný bod plochy je obyčejným parabo
lickým bodem plochy11), t. j . že v tomto bodě je normální křivost v jed
nom z hlavních směrů nulová, ve druhém nenulová. Jsou-li i*, iA jednot

il 2 

kove vektory hlavních směrů, pak oznaěení jejich volme tak, aby v uva
žovaném bodě bylo 

a) i - = 6A„iA* + 0, b) i - -= bXlj,Hp = 0; (3.1) 
M1 1 1 - " 2 - 2 2 

je tedy v tomto bodě i* současně asymptotickým směrem. 

Nechť iA je teěný jednotkový vektor křivky, jež se v daném oby
čejném parabolickém bodě dotýká asymptotické křivky, t. j . nechť v da
ném bodě je 

i* = i*\ (3.2) 
2 

pak pro tento bod zřejmě platí 
bxJM* = bxJK* = 0 (3.3) 

2 2 

a dále — vzhledem k tomu, že v uvažovaném bodě je j x = 8*ix 

(«' = ± 1 ) — . x 

V * = e'h^ifl = 0, bXfj*j» = 6A tAfr = — ; (3.4) 
1 2 1 1 ^ 1 

10) Rovnice k} — k- =- (w)a byla vypuštěna, neboť je přímým algebraickým 
důsledkem rovnic (2.8a, b). 

11) Rozumíme jím bod, pro který tensor b^ má hodnost právě 1; body, y nichž . 
bxp má hodnost 0, nazývají se rovinné body (viz [5], I, str. 201). 
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konečně 

2 2 2 

jak najdeme derivováním (podle oblouku asymptotiky) rovnice 

KiHfl = °> (3-6) 
jíž vyhovují asymptotické směry, a dosazením vztahů iA = ix, j x = s'ix> 
které platí v daném bodě. 2 x 

Nyní již snadno dokážeme 

Lemma I. Prvni a druhá křivost a geodetická křivost křivky, která se 
v obyčejném parabolickém bode plochy dotýká asymptotických křivek a má 
s nimi společnou oskulačni rovinu, jsou v tomto bode vázány rovnicemi 

W 7 ^ 7 L A x d k l d k ,x d 2 k l d2fC 

a) *, = *, b) kA = 0, c) ~^ = Ts,d) —i = - , 

( dk dk \ 3 
2 H" *« + * TT = »- * + ^ W 6 * ? " + (2>«6A^.) W W . US US J Jtí1 2 2 2 2 2 2 2 

(3.7) 
Důkaz . Jelikož oskulačni rovina asymptotiky je teěnou rovinou 

plochy, předpokládáme vlastně COS99 = 1, sin99 = 0; dosazením těchto 
hodnot a vztahů (3.1)+(3.5) do (2.8) dostáváme (3.7). 

Jako důsledek plyne okamžitě: 
Pro křivku plochy, jez se v obyčejném parabolickém bode plochy, který 

pro ni neni stacionární, dotýká asymptotických křivek a má s nimi společnou 
oskulačni rovinu, jest v tomto bode 

M. 1. M 7, n x d ^ d k A^ d2Jci d2Jc , ) k i = = k ) h ) h = , 0 , o)~=-, d) — = - , 

3 / dk \ 
e) — B + k m^i-i^ — e*e** --2 + (D(úbXflv) i<*iHw = 0. (3.8) 

" 1 \ 2 2 2 <*$/ 2 2 2 2 

P o z n á m k a 1. Rovnice (3.8b) je vlastně speciálním případem Bon-
netova vzorce (pro obyčejné parabolické body). 

P o z n á m k a 2. Z předpokladu, že daný obyčejný parabolický bod 
není pro uvažované křivky stacionární, plyne ihned ze (3.8e), že v tomto 
bodě je nutně (DJbx) i<*iHriv + 0. 

2 2 2 2 

4. Abychom mohli odvodit další důsledky z lemma I, všimneme si 
ještě asymptotických křivek procházejících uvažovaným obyčejným 
parabolickým bodem. Geodetickou křivost asymptotiky označme k. 
Platí: 
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Lemma II. V obyčejném parabolickém bodě. jsou geodetické křivosti 
asymptotik vázány kvadratickou rovnici 

2k2 i _ + 5kbwA//M
A?> + {DJ>Xflv) i»iHn» = O.12) (4.1) 

a ^ 1 a 2 2 2 2 2 2 2 

D ů k a z . Derivujeme-li rovnici (3.6) asymptotik dvakráte podle 
oblouku asymptotiky, naj'deme rovnici 

( A A , J friHrt* + 5kbw A / tin^> + 2k2bXflj^ — 2k2bXfliH
x + 

a a a 

dfc 
+ 2^bA/íi^ = 0, (4.2) 

která se pro daný bod vzhledem k (3.2)-f-(3.4) redukuj"e právě na (4.1). 

Z lemma I. a II . plyne bezprostředně: 

Nechť na ploše existuje křivka, která v obyčejném parabolickém bodě 
nemá stacionární bod a má v tomto bodě s asymptotikami společnou tečnu 
a oskulační rovinu. Pak uvazovaný bod není stacionární ani pro asympto
tické křivky. 

V dalším budeme předpokládat, že v uvažovaném obyčejném para
bolickém bodě nemají asymptotické křivky stacionární bod, t. j . před
pokládáme, že v tomto bodě j"e 

(AA,J í*ťAW" + 0. (4.3) 
2 2 2 2 

Nalezené rovnice (3.8e) a (4.1) můžeme ještě upravit tím, že najdeme 
jiné vyjádření pro b^^iH^ a {DJ)Xfiv) iHÁiňv (kde iA, jA jsou jednotkové 
tečné a normální vektory asymptotické křivky) pro daný obyčejný para
bolický bod. 

Derivujeme-li totiž rovnici b^AHi1 = 0 (platící pro hlavní směry) 
1 2 . 1 

jedenkráte podle oblouku 5 druhé hlavní křivky a vztah h^JHv = — 
2 2 2 -#2 

dvakráte podle téhož oblouku a užijeme-li relací (3.2)-^-(3.4), jež platí 
pro hlavní směry a asymptotický směr v uvažovaném obyčejném para
bolickém bodě, najdeme 

ti- - /• - "7T> 
2 2 2 2 X>i 

aì KiŕшiЧ,t = — k-

*>) (AA,.,) «A«" = 3* i + S IP 
2 2 2 2 2 IH O.S'lí2 

2 

(4.4) 

2) [6], str. 8. 
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T o dosazení (4.4) do (3.8e) a (^1) dostáváme rovnice 

d£ d2 1 
a) 3F — Qkk + 3k2— e*e**E1k ^- 2 + R1 f - - ± = 0, 

2 2 ds dB-1 Jig 
2 2 (4.5) 

b) 3P — 5kk + 2F + 2řx -JI i - = 0, 
2 2 a a <*«$ It2 

1 
kterých v dalším budeme užívat. 

5. Nejprve doplníme Bonnetův vzorec (3.8b); platí totiž: 
Necht obyčejný parabolický bod plochy neni stacionární pro asympto

tické kfivky ani pro kfivku K, jez má s asymptotikami v tomto bode společ
nou tečnu a oskulačni rovinu. Pak geodetické kfivosti asymptotických křivek, 
geodetická a druhá kfivost kfivky K jsou v tomto bode vázány rovnicí 

( dle d2 1 \ 
e*e**k ď* ~ d ? J í / ^k~5k^2' ( 5 J ) 

2 

Důkaz . Rovnici (5.1) dostaneme vyloučením k z (4.5). 
2 

P o z n á m k a . Pro K v tomto bodě platí ovšem také 

r - x d & i &k v d2ki d 2 k ^ 7 

^ ^ U l ^ - j - . l - J - j - . - J M . (5-2) 

V dalším budeme uvažovat prusečnou křivku plochy s tečnou rovi
nou v jejím obyčejném parabolickém bodě. Geodetické křivosti větví 
průseČné křivky označme ka), k{2), geodetické křivosti asymptotik 
označme ka), k{2). Dokážeme, že platí: 

a a 

Věta I. Necht obyčejný parabolický bod plochy není stacionární pro 
asymptotické kfivky; pak 

1. není stacionární pro prusečnou kfivku K plochy tečnou rovinou 
v tomto bode, 

2. pro geodetické křivosti obou včtví rovinného řezu K a geodetické kři
vosti obou asymptotik platí 

a) ka)k{2) = fka )k { 2 ), b) ka) + k(2) == f (k(1) + k(2)). (5.3) 
a a a a 

D ů k a z . Obě větve průsečné křivky plochy s tečnou rovinou v oby
čejném parabolickém bodě plochy mají v tomto bodě společnou tečnu 
& tedy pro prusečnou křivku platí lemma I. Tvrzení 1 plyne z (3.7e), 
neboť jednak podle předpokladu o asymptotikách je {DJ>X[lv) i«>mi*iv + 

2 2 2 
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4= O, jednak pro průsečnou křivku je k2 = 0. Tvrzení 2 plyne z rovnic 
ák 

(4.5), kam je třeba ještě položit —- = 0, t. j . z rovnic 
as 

a) 3A;2 — 6fcfc + 3fc2 + Rx -\-\- = 0, 
2 2 OS* tí2 

b) 2k2 — 5kk + 3k2 + R1 ^--4- = 0. 
a a 2 2 d ^ iť2 * 

Věta II. Nutná a dostačující podmínka pro to, aby v obyčejném para
bolickém bodě plochy, který není stacionární pro asymptotické křivky, platila 
pro jednu větev průsecné křivky tečné roviny s plochou a jednu asymptotiku 
Beltramiho podmínka 

k = \k, (5.5) 
a 

jest: obě větve průsecné křivky v tomto bodě mají touž geodetickou křivost. 

Důkaz . Podle (5.3a) je zřejmé, že nutná a dostačující podmínka pro 
to, aby pro jednu větev průsecné křivky a jednu asymptotiku v obyčej
ném parabolickém bodě plochy platila podmínka (5.5), jest, aby pro 
druhou větev průsecné křivky a druhou asymptotiku platila podmínka 

k = k. (5.6) 

K tomu je však nutné a stačí — jak plyne z rovnic (5.4) — aby 

/ d2 1 \, d2 1 

[sf+B^ĚjR^Br0' (57) 

2 2 
což vzhledem k nerovnostem (3.1a) a (4.3) dává nutnou a dostačující 
podmínku ve tvaru 

d2 1 

5 ^ = °- ™ 
To znamená, že nutná a dostačující podmínka, aby platila Beltramiho 
podmínka, je, aby rovnice (5.4) se redukovaly na 

a) k2 — 2kk + k2 = 0, 
2 2 

b) 2k2 — 5kk+3k2 = 0. <5-9) 
a a2 2 

Odtud již bezprostředně plyne dokazované tvrzení. 
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P o z n á m k a . Uveďme, že lze snadno zkonstruovat plochy s takovými 
obyčejnými parabolickými body, že v nich jsou splněny předpoklady 
věty I I a> a) neplatí, b) platí Beltramiho podmínka. 

Tak pro plochu z = \(x + y)2 + (x + y)(2x2 + y2) + áx2y2 je bod 
(0; 0; 0) obyčejným parabolickým bodem, ve kterém jsou splněny před
poklady věty II , ale neplatí Beltramiho podmínka; pro tento bod najde
me-^-= 2,^--^-^ — 3 > k = z 31/2 a t e d y k(1) = V_, k(2) = 2]/_, t. j . 

K1 as* _ i 2 2 

k(1) + k(2). 

Pro plochu z = \(x + y)2— (x + y)(x2 + y2) + 2x2y2 je rovněž bod 
(0; 0; 0) obyčejným parabolickým bodem, v němž jsou splněny předpo
klady věty II; tentokráte však je splněna Beltramiho podmínka; v tomto 

bodě je totiž-J- = 2, - ^ 9 - Í - = 0, k = 1/2 a tedy k(1) = k(2) = k(1) = k, 
líl ásÁB2 2 a 2. 

2 
£<2> __ 3£<2\ 
a 

Jako snadný důsledek předchozích úvah ještě dokážeme: 

Nechť na (nerozvinutelné) ploše existuje křivka obyčejných parabolic
kých bodů, jez je současně asymptotickou křivkou. Pak v každém jejim bodey 

jenž není stacionárni, plati pro geodetickou křivost jedné z asymptotik a geo
detickou křivost větve řezu plochy jeji tečnou rovinou Beltramiho podmínka 
(5.5). 

Důkaz . Předpokládejme, že na dané nerozvinutelné ploše existuje 
křivka K obyčejných parabolických bodů o jednotkovém tečném vektoru 
íA. Nechť K je současně asymptotickou křivkou. Označíme-li ix jednot-

2 

kovy tečný vektor hlavní křivky, jež prochází bodem křivky K a jež se 

jí v tomto bodě dotýká, pak podél křivky K je stále ix = ix a tedy —• = 
d2 1 2 2 

= 0. Odtud plyne —-2 — = 0 podél K (kde s je oblouk křivky K). Jestliže 
1 Q.S -tto 

se nyní omezíme na body, jež nejsou pro K stacionární, pak pro k a k 
a 

dostáváme rovnice (5.8), z nichž již plyne (5.5). 

P o z n á m k a . Existuje-li na ploše rovinná křivka K, jež je dotykovou 
křivkou tečné roviny plochy, pak je K křivkou parabolických bodů plochy 
a současně její asymptotickou křivkou.13) 

1 3 ) Normály N plochy r = r(£A) podél rovinné křivky K o rovnicích f* — 

(Pokračování pozn. na protější straně) 
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Na př. na anuloidu existují dvě kružnice parabolických bodů uvedené 
vlastnosti; v každém z těchto bodů platí tedy Beltramiho podmínka, 
protože každý z nich je obyčejný parabolický (a ovšem není na uvedené 
kružnici stacionární). Je-li a > 0 poloměr těchto kružnic, pak pro křivost 

3 
asymptotiky (různé od zmíněné kružnice) jest k = — . 14) 

a "& 
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= £A(s), kde 8 je její oblouk, jež je dotykovou křivkou tečné roviny plochy, jsou 
rovnoběžné, t. j . 

- _ = N , ~ = 0 <*) 

| i A = - p , NÁ = —\ a tedy vzhledem k tomu, že bXft d | A d^ = — r^^ d£A d |^ 

| r A — -T̂ —;)> je směr iA asymp to ticky. Dále je Det. \bXf^\ = De t . | — r A N ^ | = [r p r n ] . 

. [ Nv N n ] (kde [a, b] značí vnější součin vek torů a, b); protože podél K je [ N-, N n ] = 
= 0 — jak plyne z (*) — , jsou body křivky K parabolické. 

1 4 ) Viz na př. [4], str. 278; ostatně pro případ anuloidu x = (a -f- r cosu) cosv, 
y = (a -\- r cosu) sinv, z = r sinu (a > 0, r > 0, 0 <\ u _^ 2JZ, 0 _\ v _[ 2n) snadno 
přímo najdeme: Rx = r; orientujeme-li / tak, aby podél kružnice u = %n resp. u = 

2 
= £71 svíraly / a / v tomto pořádku úhel — -^TZ resp. — |TT, pak vzhledem k volbě 

2 2 

[I, j , N] -= e* dos táváme pro tyto kružnice k = - a dále b^JPiKv- = , 
22 2 ° 222 a f 

( - D © 6 ^ ) *a>*Aw = 4-» t e d y fc(1) = kK%) = fc(1) - = * = - , fc(2) = f f c ( 2 > = J--
2 2 2 2 a r a 2 a a ^a 
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