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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 79 (1954)

NAPJATOST DESKY S DVEMA ZALISOVANYMI KRUHOVYMI CEPY

MILOSLAV HAMPL, Praha.
(Doslo dne 2. Fijna 1953.) DT 621.81-41: 539.8/.4

Do nekoneéné rovinné desky se dvéma kruhovymi otvory (polomér
a, vzdélenost stiedli 2e) jsou za tepla zalisovany kruhové ¢epy s polo-
méry a(l + «). Jde o urfeni napjatosti desky a ¢epti.

Piedpokladéme pii tom, Ze materidl desky i ¢ept je homogenni,
a mé stejné elastické vlastnosti.

Zalisovéani ¢epu se provede tim zplsobem, %e desku ohiejeme tak,
aby kruhové otvory se teplotou zvétSily a Cepy (neohiaté) se daly
do t&chto otvoru zalisovati. Po vychladnuti desky vznikne mezi
¢epem a kruhovym otvorem tlak a tim deska i ¢epy se dostanou do
napjatého stavu, jehoZ zjisténi je obsahem této prace. '

Jde o nalezeni napjatosti v desce a v ¢epech, které musi vyhovovat
podminkém:

a) ve stytné kruZnici ¢epy a desky musi byti pravodie a napéti
radiglni a smykové v Gepu i v desce stejns,
b) radidlni a smykové napéti desky v nekoneénu musi byti nulové.

ResSeni problému je provedeno vhodnou volbou t. zv. Airyho bi-
harmonické funkce napéti (Brit. Assoc. Rep. 1862, Trans. Roy. Soc.
vol. 153, 1863, p. 49) pro piipad dvojdimensionélni napjatosti. Je
znédmo, Ze parcidlnimi derivacemi druhého fadu této jediné funkce
se daji vyjadiiti vSechna tfi napéti v roviné (radidlni, obvodové a
smykové). Viz na pf. Technicky privodce, 111, 1944, str. 442).

Znalent:
zy soufadnicovy systém,
r, ®; v, 9 s, Py polarni souradnice podle obr. 1.,
e vzdélenost stfedu kruhového otvoru pro éep od podatku,
a polomér otvoru,
ax presazeni éepu (= rozdil poloméra &epu a kruhovéh ootvoru)
D Airyho funkce napéti,
20 10D 1 0

2 - —_ — — R —
Ve o or? r or = r2 092’
u, v radidlni resp. obvodova deformace,
e, 99, rd radialni, resp. obvodové a smykové napéti v soutadnicich r, 9,
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E modul pruznosti v tahu,
v Poissontv pomér (0,3 u oceli).
Index c resp.<d se vztahuje na &ep resp. na desku.

Podstata feSenf problému je zaloZena na zndmém ¥eeni napjatosti jednoho
kruhového &epu zalisovaného do otvoru v nekoneéné roving. V tomto piipadé
maji Airyho funkce napéti tvar:

a) pro desku @, = Alog% ,

b) pro éep &, =B ¥ .

T8mito funkcemi (resp. jejich derivacemi) se dd vyjadrit napjatost v kazdém
misté desky a Cepu.
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Obr. 1.

Pridéteme-li k témto funkeim touz biharmonickou (po p¥ipadé harmonickou)
funkei, znamena to, Ze jsme na puivodni stav napjatosti superponovali novy,
ktery sice zménf napéti ve styéné kruZnici éepu s deskou, ale tak, %e ob& zmény
budou stejné, takze krajové podmince a) bude zase vyhovéno.

Za tuto superponovanou Airyho funkei volime A log % a dokaZeme v dalsim,

%e viem krajovym pédminkém je vyhovéno a kromé toho vypodteme napsti
v depu a v desce, do nf% jsou zalisovany dva epy (se stejnymi poloméry).

Zvolme tedy tyto Airyho funkce nap&tf: -

1. pro desku:
_ 8! Ia
Dy = Alog 2+ Alog ', (1,0)
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2. pro Cep 1:
¢1=Brf+AIog%2 , (1,1)
resp. pro ¢ep 2:
®, = Br? + Alog % . (1,2)
Formule pro jednotlivd napéti v polarnich soufadnicich r, 9:
~ lod 1 0@ 02D

rrz—;—a;_--{—r—gw:Vz(D*“’a;?’ (2.1)
5 — %}‘123 , (2,2)

a pro deformace:
%1: = -}%(;‘; — D) , (3,1)
%*‘%%ZEI'(%—W?)’ (3,2)

Krajové podminky problému:
Na obvodé ¢epli musi byti

a(l +&)+ u, =a + ug , (4,1)
V, = Vg , (4,2)

"y =174 (4,3)

19, = 1dg . (4,4)

Vsem podminkam vyhovime vhodnou volbou konstant A, B.
Pro dalsf vypodet uZijeme téchto vztahu:

r3 = r} + 4e® 4 4er, cos ¥, , l (5,1)
tedy
: ory _ 1+ 2cosdy Or,  2ersind, (5,2)
o A ’
Pak
9, A ry + 2e cos &,
0:P,; 1 1 2(r; + 2e cosd,)?
0D, 2er, sin 9,
0%, A 3 ’ (6:3)
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a integraci

il z
i V%Qa =0.
A tedy napéti v desce v soufadnicich 7, 9:
~ —~ 0D, 1 02 7
(rr1)ea = — (9191)a = — ——EE = AE —A Tﬁlogf
~ . oA © Ty
(7‘1"91)41 = - 'ér—l(z 3—191 0og :L—) .
Pro radidlnou deformaci podle (3,1) plati:
oug 1 02D,
o E (1 +) o
r
0log 2
1 0Dy 1 a
ua———ﬁ(l +V)‘ér—1 = —"E'(1+1’)A ;;1-—*- o

(integraéni konstanta = 0, nebot pro lim r, = oo, musi byt u; = 0). -

Cep I

02D, A [Zerl cos ¥,

8e%r? sin? ¢,

+

o, =.Br‘;’+Alog% ,

0D, r, -+ 2e cos
0*0D, 1 2(ry + 2e cos¥,)?
Tyt
E_?_l A 2erysind,
0%, r2 ’
20, A 2er; cosd, , 8erisin?d,
092 -2 74
pi®, = 4B .

Napéti v ¢epu 1 v souradnicich r;, 9,:
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77 = 4B —

—_

010‘10 =

82

or?

T, =

ou,

or,

1

b,
or:

?,

1

o A 0 log

T2
a

AT

[.4B—<1+v>

020,

2
or?

b

I
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integraci:
£}
or, ’
(9,5)

(integraéni konstanta = 0, nebof pro r, = 0 musi byt », = 0). Po dosazeni
do (4,1) pror, = a:

1

_1 ]ZE 2B (1 —»)r, —A (1 4 )

oD
Ug E[4B7‘1—(1+V)§:1

1

"a
1 1 0log =
av=—g+nAlo+\——] |-
r
) ; E)log;2
— —E- (]. —-’l’) 2Ba —I— —'E (1 —‘I— 1)) A arl rl-a,
a tedy
Exa? = —A(1 + ») — 2B(1 —»)az . (10,1)

Normadlni napéti na obvodsé depu (r, = a) musi byti stejné, (podminka (4,3))
jako na obvodé otvoru v desce:

02 Tq ol 02 Ty
2B — A (5}—% IOg —(;)rl-a =~ A ai _— A ('a—'rf lOg E)r‘_a )
odtud
A = 2Ba? , (10,2)
tedy
Ea?x = — 4Ba? ,
A = 2Ba? = — {Ea%x ; (10,3)

tangencidlni napéti 71;91 pro r; = a jsou u &epu i desky identickd. Tim jsou
uréeny konstanty A, B. Snadno zjistime, Ze pro takto uréené A, B jsou i pod-
minky (4,2) a (4,4) splnény.

Je tedy .
®, = — }Eax (log%+ log%) , (11,1)
B, — — 3Bat |l 4 log 12 (11,2)
a 2a?2 al’ ’
Napéti na obvodé r, = a:
u desky:
(Mr1a)r-a = — (1910)r=a =
1 a? + 4ae cos ¥, + 4e? cos 29
_ 2, | 2 1 1
= — it [a2 T (a? 4 4ae cos ¥, + 4e?)? ] ’ (12,1)
(7‘1\191a)r,-a — 9Fgry 25D & (e + 2e cos 9,) (12,2)

(a% 4+ 4ae cos P, + 4e2)? ’
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u depu:

—_ _
(r71e)rma = ("710)r =0 »
(ﬂlﬁlc)rx-a = — Ea%x — (rlr1c)r,-a s

(r’l-;?lc)n-ﬂ = (rﬁld)n-a .

Napéti v epu obecné:
- A 2 2 cos 9.)2
e I 1 (ry + 2e cos ) ' ,

B A
— A 1 2(r; 4+ 2e cos H,)?
010102515—}“1&[‘;5— ! 7% ! s
—_ i 2
D, — — 4A e sin &, (rlr;— e cos 9,) .

Specialng pro stfed ¢epu, kde r, = 0, r, = 2¢

—~ A A

("1710)0 = P + 2o% °08 29, ,
—~ A A

(1P1e)o = 2z 4g2 08 29, ,
—_~ A .

(r1Pi6)o = — o2 Sin 24, .

Napéti v desce v soufadnicich r, 9:
- Y T2
D, _A(log . + log a) .
Z obr. 1 je patrno, Ze
rd =12 4 €2 — 2er cos 9,
a tedy
% 7+ ecos
*oor 7, ’
er sin ¢ or, er sin 9
o9 r, 00 ry
r -+ e cos ¥
T%

or, r —ecos?
or 7,

r —ecos P
Ao @ T

’

73 =12 4 e2 4+ 2ercos d ,

1 (2(r —ecosd)®  2(r 4 ecosd)?

—_— == + =

) n
L L5 3
ersind  ersin?d

A9 rd N

er cos 9 er cos ¥ 1

A 092 ry 3 r 4
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(13,3)
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Tedy

— 1 1 . 1 1 =
e = [;? + ﬁ ~— 2¢2 smzﬁ(;{— + ;g)] = _'790d ’ (17)1)
99, = —rry
- . r — e cos ¥ r + ecos P

— — ) 17,2
rd; = A 2esm0[ - " ] (17,2)

Obr. 2.

Hlavn{ napéti v desce:

ore = b + 89) + 340y + (r — 9y,
V(rz + e% — 2er sin #)(r2 + e% + 2er sin )

ws = 24, - . a8
= 4 Ea%cglggf ) (15.2)
172
kde : '
0} =72 4 e — 2ersind , (18,3)

03 =12 + e + 2ersin

(0.2 jsou vzdalenosti vySetfovaného bodu od bodu na ose y ve vzdilenostech

+e).
Napéti v téchto bodech je = 0.
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D4 se tedy po tipravé psat:

Vr‘ + e* + 2e2r? cos 29

T on =+ Bl ré 4 et — 2¢%r2 cos 20 (18,4)
Napéti v desce:
1. Podél osy z:
tedy pro
=0, r=r—e r,=1r-+e
7y = — 99, = — }Ba’x [(r _16)2 +5 i 8)2], =0 .  (19,1)
2. Podél osy y:
’ P =4n, 0t =1 =124 €2,
—~ —~ 1-2 - e2
rr, = — 99, = -—Ea%xm . (19,2)
Napéti mezi epem a deskou:
— 2
e i TR s e MY
Extrémni hodnoty budou v bodech, kde derivace zdvorky = 0: Je to
1. pro 4, = 0, resp. =,
tam bude radidlni napéti
(Erlc)n-a, $=0 = T [a“lg + ml_ée—)i] %Ea’%‘ > (20’2)
—~ 1 1
(71716)r =0, 6,=n = —[E + (2e———&-)-2:| 3Ea?x | (20,3)
2. pro 9#,, pro néz
—_ 2 2
cos ¥, = “(”’—m(;—ie—? (20,4)
Tam bude radialni napéti
(;1\7'1:;)".-0, o — — 3Ba%x 32¢t — 24022 4 3a? (20,5)

2a2(de? — a?)?

Citatel se d4 psat také
8e?(4e? — 3a?) + 3at

a tedy pro e > a je i Gitatel stdle > 0.

Tedy i radidlni napéti v misté &, je tlak a to nejmensi na celém obvodé
éepu.

Rovnice k¥ivek, podél nichz maji hlavn{ napéti konstantni hodnotu, zni:

0o C
s e’ (21)
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kde ¢ je bezrozmérny konstantni faktor, ktery vyjadfuje pomér hlavniho

napéti ¢ v uvazovaném bodé k hlavnimu napéti v poéatku o, tedy ¢ = g
Oo

UZijeme-li vztaht pro g4, @, 7y, 75, dostaneme:
0302 = r* + et + 2¢%2cos 29 .

rir = rt 4+ et — 222 cos 29 .

Po dosazeni do (21) a upravé, bude rovnice hledané &ary konstantniho
hlavniho napéti:

2c2(ut + 1) + 1 —|/8c2(wt + 1) + 1

cos 28 = Lotn? ”

(21,1)

kde u = — .
e

U odmocniny nutno brati znaménko zaporné, aby vyéel cos 20 < 1. K¥ivka
protind osu x(¢ = 0) obecné ve &tyfech bodech s tsetkami +2, ,, pro které
plati:
3 —al
1+ 2 -~
Pokud je ¢ < 1, jsou jen 2 pruseéiky redlné, pro ¢ = 1 ma k¥ivka tvar lezaté
,;osmicky‘ s dvojnym bodem v podéatku, pro ¢ > 1 protind osu ve é&tyfech
realnych bodech a rozpada se na dva ovaly symetricky poloZené k ose y a leZici
uvnitf smydek kfivky ¢ = 1.

" 2 + 1+ |/8¢ + 1

12 = 2

2
, Tesp. &3 =

(21,2)

Prusediky s osou y dostaneme dosazenim ¢ = }ax.
Pro jejich poradnice plati:

—2 —1+ 8t 1
yi = 30 V ; (21,3)

(plati jen kladné znaménko u odmocniny a hodnota ¥, je redlnd pouze pro
c< 1)

—2 + 14+ /T —8¢
N 2c

Yat3
y3 — 1

, takie yi =

resp. Y3y = (21,4)
Je vidét, ze pro ¢ < } protina kfivka osu y celkem ve t¥ech parech (k ose x
symetricky polozenych) bodt: +¥,, 4 ¥, +¥; & pro ¢ < } pouze v jednom
paru bodu + y,.

Ea?x

Oznadime-li 0, hlavninapéti{ v poéatku = i absolutni hodnotu hlavniho

napéti v obecném bodé, znaédi konstantni faktor ¢ = ag' V obr. 3 byly zakres-
[}

leny k#ivky konstantnich hlavnich napéti pro riizné hodnoty c.

Prisediky s osami jsou uvedeny v tabulce.
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1

3 t v 7
zy 0,488 , 0 2,05 3,26 3,565 4,77
Ty 1,51 V§ =1,732 imag imag imag imag
"y imag 0 0,486 0,8105 0,842 0,913
Yg imag imag imag VE:-— 1,732 1,328 1,12
Y3 imag imag imag VE: 1,732 2,497 4,10
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Pesiome.

HANIPAKEHHOCTD BECKOHEUYHOII IIJINTHI C IBYMA
MMJINHAPNYECKNIMU ITAJBIIAMUI

MIJIOGITAB TAMILT (Miloslav Hampl), TIpara.
(Ioctynumo B pexakimmo 2. X. 1953 r.)

B pabore pemaerca npobiaeMa HAIPAKEHHOCTH 0eCKONEYHOM! IINTH ¢ JBYMSA
IMINHAPAIECKUMI IaJaMul Toro e paauyca a(l4- x), 3ampeccoBaHHHIMU
B OTBEPCTHSA HATPeToif IJINTH, pafuyCchl KOTOPHIX pPaBHH ¢. BriBegensl Hamps-
HEHNUA B IOCAPHEIX KOODAMHATAX M TaK:;e IVIaBHBIE DANpAKeHUA B IJIMTe.
I'paduyeckn n3006pasieHs JMHUN IOCTOAHHBIX INIABHBIX HATPAKeHM.

Summary.
STRESS IN AN INFINITE PLANE WITH TWO SHRINK-FITTED
CIRCULAR PINS
MILOSLAV HAMPL, Prague.
(Received October 2, 1953.)

In this article problem of the stress in an infinite plane with two shrink-
fitted circular pins is solved.
Airy’s stress-functions for the problem of one circular pin in an infinite

plane are: @3 = A log % (for plane), @, = Br} (for pin). By superposition of
the function A log % we get the stress-functions.

_ " T2
D, = Alog 2 + Alog a
for the plane with two pins,
®, = Br? + Alog%

for the first pin,
and similarly

@, =Br§+Alog%

for the second pin.

These functions describe the state of stress in the plane with two shrink
fitted pins (both of the same radius a) and also in the pins themselves.

The article deals with the derivation of the constants A, B and the finding
of the expressions for stress and deformation.

75



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T11:47:05+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




