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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 80 (1955) 

LINEÁRNÍ ZÁVISLOST FUNKCÍ JEDNÉ REÁLNÉ PROMĚNNÉ 

VOJTĚCH JARNÍK, Praha. 

(Došlo dne 3. května 1954.) DT:5i7.4i 

Hodnost Wronského matice n funkcí udává za jistých podmínek 
počet lineárně nezávislých funkcí mezi těmito n funkcemi. Zde je 
dokázáno ve větě 2 kriterium obecnější a současně jednodušší než to, 
které se obyčejně uvádí. 

Je známa důležitá úloha, kterou hraje t. zv. determinant Wronského při 
vyšetřování lineární závislosti a nezávislosti funkcí. Obyčejně se udává krite
rium, obsažené v tomto článku jako 3. pomocná věta. Vlastním cílem tohoto 
článku je obecnější a jednodušší kriterium, obsažené ve větě 2. Tato věta je 
jednoduchým důsledkem věty 1, která se týká jisté limitní vlastnosti Wron
ského determinantu. Podnět k tomuto článku dal rozhovor jeho autora 
s E. ČECHEM V r. 1943. Je dosti těžko zjistit, není-li věta 2 již známa; její důkaz 
vyžaduje jen klasických pomůcek. Ale sotva je věta 2 známa naší širší matema
tické obci. 

V celém článku slovo „číslo" znamená komplexní číslo; slovo ,,funkce" 
znamená komplexní funkci jedné reálné proměnné; „derivace" znamená 
konečnou („vlastní") derivaci.1) Připomeňme: Existuje-li fk)((x) (Je > 0), je 

íim {-*(/(« +.« -/(«) —£/'(«) -•••-y~iyf(k-1)(«) - |r/w(*)) = °; 
(1) 

pro reálné / viz na př. můj Úvod do poctu diferenciálního, konec kap. XI; také 
se dostane (1) ihned z věty 150. Je-li / komplexní, užijeme právě zmíněného 
výsledku na reálnou a imaginární část. Užijeme-li rovnice (1) na funkci fv)(x), 
obdržíme rovnici 

/(•>(* + f) = ÉPO*) (TZ^+.o(ř*-'); (2) 
-přitom o(£*) značí takovou funkci g(i)f že je lim (** g(í-) = 0; speciálně o(l) 

*) Je-li / = g + ih (g,h reálné funkce), definujeme ovšem fW — gW + lhP°\ Někdy 
píšeme /<°> místo /. 
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značí takovou funkci g(Í), že je l i m ^ f ) = 0. Rovnice (2) platí tehdy, je-li 

0 <1 v < k a existuje-li /^H*); Í©-H /(fc)(#) spojitá v bodě oc, platí (2) zřejmě 
i pro 0 <^ v = k. 

§ 1. Věta 1 a její důkaz. 

Je-li předložena matice komplexních čísel 

^0,0 ^0,1 • • •> %,»~i 
ahQ aliX..., altV_% (n > 0, v > 0) , 

(3) 

^ M - 1 , 0 an~l,l • • -5 fln-l,v-l 

budeme její Z-tý řádek ař>0, ař>1, ..., a- f^x označovati znakem {£}. Je-li dán 
nějaký systém řádků 

{k},{h},...>{lQ-i}> W 

nazýváme číslo l0 + Í-. + ... + lQ-x jeho výškou; hodností systému (4) nazve
me hodnost matice 

ař0>o> •••» a í 0 »*---

(5) 
az l 7o> •••> alvp-l 

% - ! , 0 > • • • > % _ l f r - l • 

Systém (4) je ,,nezávislý'', jsou-li řádky matice (5) lineárně nezávislé, t. j . 
je-li její hodnost rovna Q; jinak je systém (4) „závislý". Pro o = 1 znamená 
závislost systému {1} totéž jako rovnice aly(i = ahl = ... = alfV-1 = 0. 

čísla 
ô> n> • ••> IQ-I (^) 

nemusí být různá; jsou-li dvě z nich stejná, je ovšem systém (4) závislý.2) Dva 
systémy považujeme za stejné tehdy a jen tehdy, liší-li se příslušné soustavy 
čísel (6) pouze permutací; tedy systémy {1}, {3}, {5} a {3}, {1}, {5} jsou stejné; 
rovněž {1}, {3}, {3}, {5} a {3}, {!}, {5}, {3}; ale systém {1}, {3}, {5} a systém 
{1}, {3}, {3}, {5} jsou různé. 

1. pomocná věta. Budiž dána matice (3), mající hodnost v (tedy n ]> v). Mezi 
všemi nezávislými systémy v řádků existuje aspoň jeden, který má nejmenší výšku; 
tuto nejmenší výšku označme H. 

Označme jeden z těchto nezávislých systémů výšky H znakem 

{!,},...,{!,} ( / . < / , < . . . < / , ) . (7) 

2) Místo „(4) je nezávislý systém" budeme také říkati, že (4) se skládá z nezávislých 
řádků. 
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KUKU---UҺ, o < Л£v (ii) 

Tvrdim: 

I. Existuje pouze jeden systém v nezámdých řádků o výšce H. 

II. Je4i 
{hih {**}>—,{hx} (8) 

systém takový, £& 

0<X<v9h1 + h2+... + hA<I1 + I2 + ... + IA, (9) 

fa systém (8) závislý. 

III. Je4i 
{h^Ah*},...,^} (10) 

systém takový, íe 

a je4i 
K < Ip (12) 

aspoň pro jedno /a (1 <I // <I A), je systém (10) závislý. 

Důkaz. Zřejmě II plyne z III — stačí srovnat hí9 ..., hA v II podle velikosti. 
Ale také I plyne z III . Je-li totiž {hx}} ..., {A„} nezávislý systém, hx <£ A2 <1 

*i + .. . + A„ = # = Jx + .. . + I „ , 

musí podle III býti hM I> J^ pro každé ju} tedy ^ = Ir 

Dokažme tvrzení III. Pro každé x (1 <̂  T <̂  /̂ ) sestrojme systém 

{A}, . . . , {/,-i}, {Ar}, {-W>.. . , {/,}; (13) 

ten má výšku menší než H (neboť K<^h/Í< 1^) a tedy platí mezi řádky (13) 
netriviální lineární relace. Kdyby se z této relace dal vypocísti některý řádek 
{IQ} (Q > ^), daly by se řádky (7) vyjádřit jako lineární kombinace v řádkn 

{/1},...,{-r
c-1},{AT},{/e+1},...,{í,}; 

tento* systém by tedy musil býti rovněž nezávislý, což není možné, ježto má, 
výšku menší než H. Relace (13) je tedy prostě relací mezi {IJ , . . . , { I ^ } , {Ar}* 
z níž lze ovšem {hT} vypocísti. Tedy řádky {hx}} ..., {h^} jsou lineárními kombi
nacemi fi — 1 řádek {Ix}9 ..., {/a-i}3) a tedy tvoří závislý systém. Tím spíše je 
závislý celý systém (10). 

V dalším budeme potřebovati pouze tvrzení I, I I . 

Věta i. Budii 0 < v < n. Funkce fQ(x)}..., fv^x(x) necht máji derivaci řádu 
h — 1 v bodě oc (a tedy derivaci řádu v — l*v jistém okoli bodu <x). Nechť matice 

•) Pro fjt = 1 to znamená, Že {ht} se skládá ze samých nul. 
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Ä V ) , •••>/;°2iW 
/ó(«), ••-, /,-l(«) 

/ГV),."..,/^*) 

(14) 

má hodnost v. Položme 

Л,(x) 

f0(x), ..., /.^(a;) 

/;(*), •••, /,-Л*) (15) 

l/'"-1^),...,/^1^)! 
/. Potom existuje d > O tó, ze p*o O < \x — oc\ < d je Av(x) =j= 0. 

II. Podrobněji: Položme ff\oc) = akl, takže matice (14) nabude tvaru (3). Defi
nujme H, Ilf ..., Iv jako v první pomocné větě a klaďme 

a 'Ii,0> •> aluv-l 

*iV)o> 

, takze A =f= 0. 

Potom jest 

M* + i) 
Й f/i+...+/--м---ï - Дl .7. /„! ^ i ^ П (/*--'.) 

(16) 

(17) 

P o z n á m k a . Tvrzení I plyne ovšem z tvrzení I I . Srovnáme-li (17) s (1), 
vidíme, že se funkce Av(x) chová v blízkosti bodu oc tak, jakoby měla v bodě oc 
derivaci řádu Ix + ... + Iv — %v(v — 1) různou od nuly a všechny derivace 
nižších řádů rovny nule; je však zajímávo, že (17) platí i v mnohých případech, 
kdy jmenovaná derivace neexistuje. Budiž na př. v = 2, n = 6 a v matici 
(14) buďte první čtyři řádky složeny ze samých nul, předposlední řádek budiž 

1,0 a poslední 0, 1. Potom podle (17) Je limita lim konečná a různá 
£->0 £ 

od nuly; ale osmá derivace funkce A%(x) obsahuje devátou derivaci funkcí 
fo(x)>fi(x)> kdežto k platnosti rovnice (17) stačí v tomto případě existence 
derivací pátého řádu. 

Důkaz vě ty 1. Pro zkrácení pišme Iv = m, takže v — 1 ^ ^ ^ ^ — l.Na 
funkce /0, ..., fv„x užijme vzorce (2), a to pro k = m a pro v == 0, 1, ..., v — 1. 
Obdržíme pro 0 <Lq <Lv — l4) 

m 
(m + 1)! f ř;\« + f) = 2 fi\oc) Šl(m + 1) . m ... {I — v + 1) + -/„(f) • fm , 

г=o 
— <Av,q,0 ~f* Л.Vi tl + ... + Av (18) 

4) V následujícím součtu Členové s l < v sami sebou vypadnou, ježto pro l < v je 
(m-f- l ) . m . . . ( l - * + 1) = 0. 
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kde 
AVA,I = ai£l(m + 1) .m...(l — v + 1) pro Zfg w , 

*.,«,-.+1 = q.,в(£) • £m > l i m Vv,«Ш = o 
f-0 

Tedy jest 

< ( m + l ^ ^ - ^ ^ a + f) 
w-f l 

2 
• - 1 , 0 , 7 ^ ! 

Vyšetřujme jednotlivé determinanty vpravo. 

I. Vezměme onen determinant, kde všechna čísla 

. . , _ ľ - i . v - i . ř ť - i 

(19) 

(20) 

(21) 

jsou rovna w + 1. Podle (19) je tento determinant roven o(£vm) a tedy 

o(f1+~+I') = o( | H ) , neboť IQ<LI9 = m. 

I I . Vezměme za druhé nějaký determinant, v němž právě k (1 <lk <v) 
z čísel (21) je rovno w + 1, ostatních v — k pak je menších než w + 1. Roz
viňme tento determinant podle oněch k řádků, k nimž příslušná lQ jsou rovna 
w + 1. Tím se rozpadne determinant na součet několika sčítanců tvaru (K je 
konstanta) 

KЄl + ... + «*_* 
*вj,»l ,..,a sl>wv-k 

^%-jfc.Wl' sv_к,wv_к 

Vh,VX(^)> •~9rltl,Vk(Š) 

(22) 

kde sx, ...,$„_& jsou právě ona čísla z posloupnosti (21), jež jsou menší než 
w + 1. Druhý determinant v (22) konverguje k nule pro f - > 0. Je-li sx + 
+ . . . + sv_k ;> ix + . . . + iv_k, je sx + . . . + 8„_fc + w i ;> / x + . . . + i v = 
= H, a výraz (22) jest roven 0(1^). Je-li však ^ + . . . + <$.,_£ < Ix + . . . + Iv_k, 
jsou řádky «-;, ...,8„_ f c v matici (3) podle druhého tvrzení 1. pomocné věty 
závislé a první determinant v (22) se dokonce přímo rovná nule. 

I I I . Zbývá vyšetřiti ony determinanty z (20), v nichž všechna lQ jsou menší 
než w + I. Podle (19) máme tedy vyšetřiti součet všech výrazů 

llX,09 

Ч_i»o> 

•> "lo.v-l 

'9 ailtV~l 

'9 aiV_ЪV-l 

V~l 

.flв + ! l + -+l,-l f j (w + 1) . w . . . (lw — w + 1), (23) 

kde čísla l0,lí9 ..., lv_x probíhají hodnoty 0, 1, ..., w. Je-li l0 + ^ + .. . + lv__x > 
> JEř, je výraz (23) roven o(£H); je-li l0 + řx + . . . + ^ ^ < žř, je determinant 
v (23) roven nule. Je-li l0 + lt + . . . + £,,_i = H, a nevzniká-li posloupnost 
Z0, Zx, . . . , ?.._! z posloupnosti Ix, J2, . . . , Iv permutací, je determinant v (23) rov-
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něž roven nule podle prvního tvrzení 1. pomocné věty. Podle výsledků dosa
žených v I, II, III a podle (20) je tedy 

((m + l)!)* I**-1) Av(oc + f) = 

ІQ,...,lV-l 

%.o> . . . , ӣl 

Y\(m+l)m...(lw — w+l) + o(ŠE), (24) 
alv~l,0 •••> a ^ _ i , v - l 

kde se sčítá přes oněch v\ posloupností/0, ..., řy_l5 jež vznikají permutací z po
sloupnosti Iv ..., /„. Součet v (24) vpravo je zřejmě roven (viz (16)) 

A 2 ( ± f l ( m + l ) m . . . ( / e - ^ + l ) ) , (25) 
ai,...,*v \ Q = l I 

kde se sčítá přes všechny systémy oclf..., <xvi vznikající ze systému 0,1,..., v — 1 
permutací; znamení je + nebo — podle toho, zda permutace je sudá či 
lichá. Podle definice determinantu je výraz (25) roven 

1, Ix, - M / , - 1 ) , ..., I1(I1 — l)...(I1 — v + 2) 
((m + 1)!)" 

LJ /,!.../,! 1, I„ IV(IV — 1), ..., IV(IV — 1) . . . ( / , _ „ + 2) 
a poslední determinant je roven Vandermondovu determinantu 

I I Tv~l 

i, / „ •• 

takže pravá strana v (24) je 

ŠB((m + 1)!) 

,IV 

V-l 
= П ih-iù, 

l<i<k<v 

П (It-It)+o(P), 

(26) 

(27) 

(28) 
Ix\ . . . Iv\ l<i<k<v 

odkudž vzhledem k í ř = /lT-..,-f/v plyne (17). 
Poznámka. Z věty 1 plyne ihned tento důsledek: Budiž 0 < v < n. Funkce 

fo(x)>fx(x)> •••>/m-iO*0 nechť mají v každém bodě otevřeného intervalu (a, b) 
derivaci řádu n — 1. Nechť matice 

fo(x)> •••> fm-l(x) 

ťo(x)> •••> ťm-l(X) 
(Җ) 

\řrl)(x), •••> fó:i\*) 
má v každém bodě intervalu (a, b) hodnost aspoň v. Budiž SDí množina oněch 
x c (a, 6), pro něž matice 

fo(X)> •'•) fm-l(x) 

ťo(X)> ..-,/m-l(«) 
(Җ) 

/O (x)> •••> fm-l(X) 

má hodnost menší než v. Potom Wl nemá hromadných bodů v (a, 6). 
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Důkaz. Je-li dán libovolný bod <% intervalu (a, b), existuje v matici (Mx) 
pro x = <x jistě v nezávislých sloupců. Podle věty 1 existuje pak d > 0 tak, že 
v intervalu (<% — d, <x + d) neleží žádný bod množiny 2DÍ, různý od a. Tedy není 
oč — libovolný to bod intervalu (a, b) — hromadným bodem množiny SJž. 

§2. Věta 2 a její důkaz. 

V celém tomto paragrafu buďte splněny tyto předpoklady: Jest dán otevřený 
interval (a, b) a mimo to nt funkcí ft(x) (Q <Ll <Ln — 1, n > 0), jež mají 
v (a, b) derivace až do řádu n — 1. Pro každé X€ (a, b) existuje tedy matice 

/0(#)> •••> fn~x(%) 

/ o » > •••> /n-l(^) 

/<T*>(*), ....fcPiz). 

Existuje-li q nezávislých řádků komplexních čísel5) 

AJQ, . . . , AXn_1 

(29) 

(30) 
A A 

-°-a,0> •••> -c--(ř.n--i 

tak, že pro l ^ í ^ j a pro každé x € (a, b) jest 

AltQ f0(x) + ... + Ahn_x fn_x(x) = 0 , (31) 

ale neexistuje-li q + 1 takových nezávislých řádků, budeme říkati, že funkce 

/0>/!>•••> /n-X ( 3 2 ) 

mají v (a, b) stupeň závislosti q. Jest ovšem 0 <1 q <I n. Jest q = 0 tehdy a jen 
tehdy, jestliže platí: jsou-li AQ,..., An_x čísla taková, že pro všechna x€ (a, b) 
jest 

40/6(^) + . . . + 4n_1/n»1(^) = 0 , (33) 

jest A0 = Ax = . . . = An^x = 0. V tomto případě q = 0 se proto také říká, že 
funkce (32) jsou lineárně nezávislé v (a, b). Triviální a velmi známé jsou tyto 
dvě věty: 

2- pomocná věta. Mají4i funkce (32) v (a, b) stupeň závislosti aspoň q, má 
matice (29) v Jcaždém bode intervalu (a, 6) hodnost nejvýše n — q. 

Důkaz. Z rovnice (33) plyne derivováním soustava rovnic 

A0ft\x) + ... + An_x?:lx(x) = 0 (a = 0, 1, ..., n— 1) , (34) 

mající matici (29). Má-li (34) q nezávislých řešení (30), má (29) hodnost nejvýše 
n — q. 

*) To značí, že matibe (30) má hocfoost q. 



3. pomocná věta. Budiž 0 < v < n. Necht moáice (29) má v každém bode 
intervalu (a, b) hodnost v. Necht pro každé x e (a, b) jest 

Ф 0 . (36) 
f0(x), ..., fr^(x) 

řr^x),..., p;_-ftx) 

Potom mají funkce (32) v (a, b) stupen závislosti n — v. 

Důkaz. Pro každé xe(a, b) najdu n—v nezávislých řešení rovnic (34) 
takto: pro každé celé l (v <I l <1 n — 1) zvolím Altl = 1, Ax h = 0 pro v <̂  h <£ 
<I n — 1, h 4= l a určím AlQ, ..., AltV_t ze soustavy v rovnic 

Ao fS\*) + ••• + Ai,,-x fílA*) + -*..- KHx) + •••+ A«-i /£-.i(*)' = 0 (36) 

pro <r = 0, 1, ..., v — 1; potom budou rovnice (36) ovšem splněny i pro a = 
= v, v -\- 1, ..., n — 1, ježto levé strany všech rovnic (34) jsou lineárními kom
binacemi prvních v z nich. Zřejmě jsou Alh = A%h(x) pro 0 <I h <̂  v—1 
funkce proměnné x, jež jsou racionálně složeny z funkcí f^(x) (0 <I a <1 v — 
— 1 < n — 1,0 <L Q <Ln — l);6) existují tedy derivace A\h(x). Pro h ^>v jsou 
Alth dokonce konstanty. Je-li nyní 0 <I a <I v — 1, plyne derivováním příslušné 
rovnice (36) 

Ali0f0
a+1) + •••+ An-xtW + Ay™ +•••+ -Vr/*.! = 0 ; (37) 

iižiji-li následující rovnice (36) (s hodnotou a + 1; to lze, ježto a + 1 <1 n — 1), 
dostanu 

Ay(oa) + .. • + ^ M - I / ^ I = 0 pro a = 0, 1, ..., v — 1 . (38) 

Yzhledem k (35) plyne odtud A\ h = 0 pro h = 0, 1, ..., v — 1, takže všechny 
funkce Ahh jsou k o n s t a n t n í . Rovnice (36) pro a = 0 a pro l = v, v + 1,..., 
w — 1 nám pak ukazují, že stupeň závislosti funkcí (32) v (a, b) je aspoň n — v, 
že pak nemůže býti větší, plyne z 2. pomocné věty. 

Poznámka. V 3. pomocné větě by ovšem místo determinantu (35) mohl 
býti kterýkoliv determinant, složený z p r v n í c h v řádek a z k t e r ý c h k o l i v v 
isloupců matice (29). 3. pomocná věta udává vzájemně jednoznačný vztah mezi 
hodností matice (29) a stupněm závislosti funkcí (32) v (a, 6), ovšem za těchto 
předpokladů: 

A. Hodnost matice (29) má ve všech bodech intervalu (a, b) touž hodno
tu i>. 

B. Determinant (35) je v (a, b) stále různý od nuly. 
Ukážeme nyní, že předpoklad B lze vynechati: 
Věta 2. Budiž 0 5^ v <̂  n. Pro každé x e (a, b) necht má matice (29) hodnost v. 

Polom mají funkce (32) v (a, b) stupeň závislosti n —-v. 

•) Jmenovatelem je determinant (35). 

39 



Poznámka. Jestliže má matice (29) ve všech bodech intervalu (a, b) hodnost 
nejvýše v, v některých bodech hodnost právě v a v jiných bodech hodnost 
menší než v, nemusí býti stupeň závislosti roven n — v. Příklad pro n = 2: 
budiž f0(x) = 0, fx(x) = x2 pro x < 0; f0(x) = x2, fx(x) = 0 pro x 2> 0. Hodnost 
matice (29) je zřejmě.l pro každé x =j= 0, ale 0 pro x = 0. Funkce /0, fx jsou 
lineárně nezávislé, t. j . mají stupeň závislosti 0 (a nikoliv 1) v každém otevře
ném intervalu, obsahujícím počátek. Vskutku, platí-li rovnice A0 f0(x) + 
+ Ax fx(x) = 0 pro nějakou hodnotu ^ < 0 a současně pro nějakou hodnotu 
x2 > 0, je A0 . 0 + Atx\ = 0, A0x\ + Ax. 0 = 0, t. j . At = A% = 0. 

Důkaz vě ty 2. Případ v = nje samozřejmý podle 2. pomocné věty: stupeň 
závislosti nemůže být kladný, tedy je roven nule. Také případ v = 0 je triviální, 
neboť potom pro všechna Xc (a, b) je f0(x) = 0, ..., fn-.t(x) = 0, což je n ne
závislých lineárních relací mezi funkcemi /0, ...,fn-x, takže stupeň závislosti 
je n. 

Předpokládejme proto v dalším 0 < v < n. Napřed dokážeme toto: 
Tvrzení A. Ke každému bodu oc c (a, b) existuje číslo 6 > 0 tak, že a < 

< oc — <5<ť% + ( 5 < o a ž e stupeň závislosti funkcí (32) v intervalu (oc — 6, 
oc + ó) je roven n — v. 

Budiž tedy dán bod oc e (a, b). Jistě existuje v sloupců matice (29) tak, že 
matice sestrojená z těchto v sloupců má v bodě oc hodnost v. Budiž to bez 
újmy obecnosti matice, složená z prvních v sloupců, t. j . matice 

/o(ж). . . . , /,-i(ж) 

f0{x), ..., /:_,.(.-) 

řr1^), ...,ft~Љ) 

(39) 

Podle věty 1 existuje <5 > 0 tak, že v intervalu jx = (oc — d, oc) a rovněž v in
tervalu j2 = (oc, oc + 6) platí nerovnost (35). Podle 3. pomocné věty mají 
funkce (32) v jx i v j% stupeň závislosti právě n — v, položme n — v = q. 
Existuje tedy q nezávislých řádků komplexních čísel 

^i.o. . . . ,^1.-1 (Z= 0 , 1 , . . . , . < ? - ! ) (40) 

a q nezávislých řádků komplexních čísel 

Blt0,...,Bltn_x (1 = 0, 1, ...,g —1) (41) 

tak, že pro x c jx jest v 

At,0 f0(x) + ... + A»-i /«-i<*) = ° (4 2) 
a pro X€)z jest 

Bi,, U(x) + ...'•+ Bltn^ /„-!(*) = 0 . (43) 

Ježto /,(*) jsou spojité v (a, b), platí (42), (43) i pro x = oc. Derivováním 
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rovnic (42) (v bodě cx derivujeme zleva) a rovnic (43) (v bodě cx derivujeme zpra
va) obdržíme rovnice 

A o /o0)(*) + • • • + -4....-1 f?__.x) = 0 , (44) 

platné pro cx — d < x <L cx< 0 <L o <Ln — 1, a rovnice 

-9,.o foa)(x) + ...+ - \ B _ X /£-i(-0 = 0 , (45) 

platné pro cx <Lx < cx + d, 0 <L o <Ln — 1. Pro x = cx platí tedy rovnice (44) 
i (45); t. j . rovnice 

C0 f0
a)(oc) + ... + Cn_t KU*) = 0 (o = 0,l,...,n-l) (46) 

mají řešení (40) i (41). Ježto však matice (29) má v bodě cx hodnost v, má sou
stava (46) pouze q = n — v řešení, takže každý řádek (40) je lineární kombinací 
řádků (41); z rovnice (43) tedy plyne, že rovnice (42) platí i pro cx <^ x < 
< cx + d. Rovnice (42) platí tedy pro cx — d < x < cx + d, takže funkce (32) 
mají v (cx — d, cx + d) stupeň závislosti aspoň q = n — v a tedy podle 2. po
mocné věty p r á v ě n — v. Tím je tvrzení A dokázáno. 

Zvolme nyní pevně bod c e (a, b). Podle tvrzení A existuje q = n — v nezá
vislých řádků komplexních čísel 

Cho,...,Cltn-X- (1 = 0,1,...,q—l) (46) 

tak, že v jistém intervalu (c — d, c + d) platí rovnice 

' ClfiUx) + ... + Clín__fn__(x)=-0 (Z = 0 , l , . . . , g — l j . (47) 

Budiž 9JÍ množina oněch bodů x e (a, b), pro něž platí (47); budiž 3E)f0 množina 
všech vnitřních bodů množiny SOí, takže ce 5D?0. Dokážeme-li, že 3Dí0 = (a, b), 
bude tím zřejmě věta 2. dokázána (podle rovnic (47), platných pak v celém 
intervalu (a, b), bude totiž stupeň závislosti funkcí (32) v (a, b) nejméně roven 
q _____ n — v a podle 2. pomocné věty je nejvýše roven n — v). Předpokládejme 
tedy, že SDí0 + (a, b). Potom existuje bod cx e (a, b), patřící k hranici množiny 
Wt0. Podle tvrzení A existuje d > 0 tak, že a < cx — d < cx + d < b a že 
v intervalu (cx — 6, cx + d) mají funkce (32) stupeň závislosti q. Existuje tedy 
q nezávislých řádků 

Ali0,...,Altn_t (1=0, l , . . . , g — 1) (48) 

tak, že v intervalu (cx — d, cx + d) jest 

-4*,o h(x) + ... + A n - i /»-i(s) = ° (1 = 0,1,...,q—l). (49) 

V intervalu (cx — d, cx + d) existuje bod y, patřící k 1Vl0; lze tedy zvoliti e > 0 
tak malé, že (y — e, y + e) c 9Dío> (y — £,y + e) c (cx — d, cx + d). V intervalu 
(y — e, y + e) platí (47) i (49); ježto podle 2. pomocné věty mají funkce (32) 
v (y — e, y + e) stupeň závislosti nejvýše n — v = q, je nutně každý řádek 
(46) lineární kombinací řádků (48), takže podle (49) platí rovnice (47) v celém 
intervalu (cx — d, cx + d). Tedy je (cx — d, cx + 6) c S0ío> takže bod cx nemůže 
patřit i k hranici množiny Wl0) což je hledaný spor. 
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Резюме 

ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ФУНКЦИЙ ОТ ОДНОЙ 

ВЕЩЕСТВЕННОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

ВОЙТЕХ ЯРНИК (Уо]*ёсп Лгп1к), Прага. 

(Поступило в редакцию -З/У 1954 г.) 

Пусть 1к(х) (к = 0, 1, ..., V — 1; V > 0) — комплексная функция одной 
вещественной переменной, имеющая в точке ос производную порядка п — 1 
(п > V). Предположим, что матрица (14) имеет ранг ?>, такчто существуют 
целые числа I*, . . . , / , (0 <1 7- < 1 2 < ... < /„ <̂  п — 1), для которых опре
делитель Л [см. (16), где ак1 = ^(ос)] отличен от нуля. Выберем 1Ь ...,/,, 
так, чтобы значение 1г + ... + 1у было минимумом*) (при соблюдении 
условия Л Ф 0). Тогда имеет место (17), где Л„(х) определен формулой (15). 
Существует, следовательно, такое д > 0, что Л„(х) Ф 0 для 0 < \х — ос\ < д. 
Отсюда легко вывести следующий результат: Если функции /0, . . . , / „ _ ! 
такие, что матрица (29) имеет во всех точках промежутка (а, 6) тот же 
самый ранг *>, то в (а, 6) имеет место в точности п — V независимых соотно
шений вида с0/0 + с^х + ... + с п _ 1 / п _ 1 = 0. (Нет надобности требовать, 
чтобы ранг матрицы, состоящей из V первых строк матрицы (29), был ра
вен V во всех точках промежутка (а, 6).) 

Résumé. 

SUR LES FONCTIONS LINÉAIREMENT DÉPENDANTES 

VOJTËCH JARNÏK, Praha. 

(Reçu le 3 mai 1954.) 

Pour k == 0, 1, ...>v— 1 (v > 0) soit fk(x) une fonction complexe d'une 
variable réelle qui possède, au point oc, une dérivée finie d'ordre n — 1 (n > v). 
Supposons que la matrice (!*¥) possède le rang *>; il existe donc des nombres 
entiers Ilr I 2 , . . . , Iv (0 <̂  lx < I 2 < . . . < Iv <; n — 1) tels que la déterminante 
A (voir (16), où akl = ff}(oc)) soit différente de zéro. Nous supposons Ix, ..., Iw 

choisis de manière de rendre la somme Ix + ... + Iv minimum*) (sous la con
dition A * 0). Alors on a (17), où Av(x) est le Wronskien (15). Il existe donc 
un ô > 0 tel que l'on ait Àv(x) =f= 0 pour 0 < \x — oc\ < ô. On en déduit comme 
un corollaire facile le résultat suivant: 

*) Э^о условие определяет числа 119 ..., 1Р однозначно. 
*) СеЬЬв сопсЩюп (Швгт1пб 1ев потЪгез 1г,..., Тг 4*шш татёге шшгбдие. 
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Si les fonctions /0 , . . . , fn„x sont telles que la matrice (29) ait, dans tous les 
points de l'intervalle (a, 6), le même rang v, alors il existe précisément n — v 
relations linéaires indépendantes (de la forme c0/0 + cj1 + ... + c«_i/n_i = 0) 
valables dans toute l'étendue de l'intervalle (a, b). (Il n'est pas nécessaire 
d'exiger que la matrice, formée de v premières lignes de la matrice (29), pos
sède le rang v dans chaque point de (a, 6).) 
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