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Časopis pro pěstování matematiky, ro£. 81 (1956) 

POZNÁMKA O EXISTENCI MNOHOÚHELNÍKA 

VÁCLAV HAVEL, Praha. 

(Došlo dne 30. června 1955.) DT:513.342 

Článek se zabývá zjištěním nutných a postačujících podmínek, aby 
daná čísla bylo možno pokládat za velikosti úhlů rovinného mnoho
úhelníka. Problém souvisí s článkem ALFREDA RÉNYIHO, Poznámka 
o úhlech mnohoúhelníka (Časopis pro pěstování matematiky, 78 
(1953), str. 305—306). 

Nejprve zavedeme několik pojmů: Je-li A0, Ax, ..., An konečná posloupnost 
bodů eukleidovské roviny, při čemž dva po sobě jdoucí body jsou vždy od sebe 
různé, pak posloupnost úseček A0AX,AXA2,..., An„xAn nazveme lomenou 
íarou\ i-tým úhlem této lomené čáry budeme rozumět kladně orientovaný úhel 
vektorů Ai_xAu AiAi+x (i == 1,..., n —- 1). Lomenou čáru prohlásíme za 
mnohoúhelník, platí-li A0 = An. Viz 
obr. 1. 

Nyní sformulujeme problém, jehož 
řešením se budeme zabývat: Za jakých 
podmínek lze daná čísla <px, <p%,..., <pn„x 

pokládat za velikosti prvního, druhého, 
..., (n — l)-tého úhlu některého mnoho
úhelníka m (n > 4)? 

Než přistoupíme k řešení problé
mu, provedeme několik p ř e d b ě ž n ý c h 
úvah. 

Předpokládejme, že v dané rovině 
jsou zavedeny kartézské souřadnice. 
Je-li A^AX, AXA%, ..., An^xAn lomená Čára, pak označme vit wt obě souřadnioe 
bodu At a předpokládejme, že platí v0 = w0 = wx = 0 < vx; dále označme d< 
délku úsečky AiAi+1 a <p4 velikost i-tého úhlu dané lomené čáry. Pak pro 
i = 2, 3,..., n platí rovnice 

Obг. 1. 

v4-. 
Щ 

d0 + dг cos <px + dг cos (wx + w%) + .. 
dx sin <Pi + d% sin ( ђ + в í i l + é i i -

. . . + á<-i cos (<px + . . . + <Pi-.г), 
+ ... + e ř ^ s ш (<pг + ... + çv-i) • 
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(Bod A4 ke totiž sestrojit jako koncový bod vektoru o počátečním bodu 
«4<-.j., délce di^t a směrovém úhlu Velikosti <px + ... + 9 ^ . Tedy platí 

VÍ = Vi_x + di„t cos (<px + ... + <pi^), 
Wi = Wi_t + di_x sin (<pt + ... + <pi_x). 

Z toho a z rovnic % = d0, wx = 0 plynou již obě rovnice hledané.) 
Jako důsledek dostaneme ekviva-

.(M, 

+4 

4 

+Л. 

Obr. 2. 

lence 

-á0 = An o vn = wn = 0 <̂ > d0 + 
+ dx cos <px + d2 cos (<px + <p%) + 
+ ... + dn_x cos (<px + ... + <pn„x) = 
= 0 = dx sin <px + d% sin (<px + <p%) + 
+ ... + dn-i sin (<pt + ... + 9?n_x). 

Vraťme se nyní k předloženému 
problému a označme a* = cos (<px + 
+ ... +<pi),bi = &in(<px + ... + <Pi). 
Podle předchozího důsledku existuje 
mnohoúhelník m pravé tehdy, kdyí 
rovnice 

+ an_xxn_x = — 1 , (A) 

+ bn_xxn„x = 0 (B) 
axxx + a%x% + 

bxxx + ř>2#2 + 
máji spoleSné řeSení pouze s kladnými kořeny. (Volba d0 = 1 zřejmě není na úkor 
obecnosti.) Označme toto tvrzení jako pomocné tvrzeni. 

Budeme rozlišovat celkem čtyři případy: 

a, = a 2 = ... = an_! = 0, (1) 

bx = b%=... = bn_x = 0, (2) 

ax = kbx, a2 = A62, ..., an_x = Xbn_x pro jisté A 4= 0 , (3) 

®iA — <t>ipix = dhth + 0 pro jisté indexy ix, i%. (4) 

Zřejmě p ř í p a d (1) nastává právě tehdy, když čísla <px + ... + <p{ (i = 1 
7t 

...,n-—l) jsou současně lichými násobky čísla —, a tedy též právě tehdy, když _ 
7t 

číslo <px je lichým násobkem čísla -r- ačísla^* <Pz> •••> 9*n-i J s o u celistvéná~ 
•' _ . . . 

sobky Čísla TT. F případě (l) nelze ovšem rovnici (A) splnit, takže mnohoúhelník m 
neexistuje. Viz obr. 2. 

P ř í p a d (2) nastává právě tehdy, když čísla <pt + ... + <Pi(i = 1,..., n —- 1) 
jsou současně celistvými násobky čísla n, a tedy též právě tehdy, když čísla 
*p i, fp*i -.'., f n ^ jsou současně celistvými násobky čísla -TI, Platí4i (2), pak rovnice 
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(B) je splněna identicky a dále platí \at\ = | a t | = ... = | a n ^ | = 1. Mnoho
úhelník m pak existuje, právě když existují kladná čísla $i, $%, •••> ^«~i řešící 
rovnici (A). Tedy: V případě (2) existuje mnohoúhelník 1® právě tehdy, kdyl 
alespoň jedno z Ušel (pí je lichým násobkem čísla n. Viz obr. 3. 

V p ř í p a d ě (3) rovnice (A), (B) zřejmě nemají společné řešení, a tedy neexistuje 
ani mnohoúhelník m. Viz obr. 4. 

M / » N\ / » н — , i—ç.—i Ľ J È — i -
A*0-Љ% J Ą, A3 

/'ӮГ\ / У- \ 
H 1 1—-ł ( 1 +-* ч L. 

Obr. 3. Obr. 4. 

Nechť nyní platí (4). Označme M množinu všech uspořádaných párů (i19 i2), 
pro něž dhtÍ2 + 0. Řešením rovnic 

^i^tx +a>iPh = — * > (Ahth) 

\^ix + h^i2 = ° (Bíltt) 

jsou kořeny xh = — b^d^, xh = bhdh^. Rozlišujme dvě alternativy: 

xh # 0 =(= # ř 2 pro jistou dvojici (řl5 l2)e M , (4,1) 

£cťio?ť2 = 0 pro každou dvojici (ix, i2) e M . (4,2) 

Předpokládejme, že platí kromě (4) ještě (4,1). Rovnice (A), (B) lze pokládat za 
rovnice jistých ňadro vin eukleidovského souřadnicového prostoru En_x. 
Průnik y těchto nadrovin je podprostorem o dimensi n — 3. Je-li (i-,, i?) e M, 
pak označme BhtÍ2 bod, který má ix-tou souřadnici #ť ,ia-tou souřadnici xh 

a který má ostatní souřadnice nulové. Jednobodová množina {Bi Í2} je prů
nikem prostoru y se souřadnicovou rovinou ghth, obsahující i^tou a í2-tou sou
řadnicovou osu. Je-li (jl9 j2) none M, pak y o QÍIJ2 = 0. K tomu, aby prostor y 
obsahoval bod se všemi souřadnicemi kladnými, je nutné i stačí, aby alespoň 
jeden z bodů BhU měl dvě souřadnice kladné. Podle naší interpretace je tím 
dokázáno, že k tomu, aby rovnice (A), (B) měly společné řešení pouze s klad
nými kořeny, je nutné i stačí, aby existovala dvojice (tlt tz) c M tak, že kořeny 
xh, xt2 soustavy rovnic (Ahih), (Bhh) jsou oba kladné. Avšak zmíněné kořeny 
jsou kladné právě v tom případě, když sg bh = — sg bh = sg dhth (jak plyne 
snadno z rovnic xh = — bhd~\2, xh = bhdh\). 
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Obг. б. Obг. 6. 

Obr. 7. Obr. 8. 

Podle pomocného tvrzení můžeme svůj výsledek přeformulovat: Platí4i 
(4), (4,1), pak mnohoúhelník m existuje t? tom a jen v tom pHpadé, kdyí eodstuji 
indexy tlt t% tak, Se sg bh == — sg bk = sg dhth + 0. 
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Nechť nyní platí současně obě podmínky (4), (4,2). Označme rl9 T8, ..., rr 

{r < n — 1) indexy těch koeficientů bi9 které jsou nulové. Podle definice mno
žiny M platí (%19 it) c M právě tehdy, je-li dhh # 0. Tedy pro každé (kv k%) non 
€Mplatí dkltkl == 0, t. j . ahpj^ — akbkl = 0. Avšak čísla rl9 T8, ..., rr se vysky
tují právě ve dvojicích (il9 i8) € M. Tedy pro všecky indexy i různé od rl9 Tg, 
..., Tr platí rovnice a{ == A6ť (A je jisté nenulové ěíslo). 

Vynásobme rovnici (B) číslem A a odečtěme ji pak od rovnice (A); dostaneme 
tak rovnici 

Gr^n + *rfri + ••• + <*>r%rr = — 1 . (A') 

Soustava (A), (B) je ekvivalentní se soustavou (A'), (B). Avšak soustavu (A'), 
(B) lze řešit tak, že rozřešíme obě rovnice (A'), (B) nezávisle na sobě (neobsahují 
totiž žádnou společnou neznámou). Zřejmě rovnice (A') má řešení pouze s klad
nými kořeny právě v tom případě, když alespoň jeden z koeficientů aT{ je zá
porný. Obdobně rovnice (B) má řešení pouze s kladnými kořeny právě tehdy, 
když aspoň jeden z koeficientů 6ť je kladný a aspoň jeden záporný. 

Podle pomocného tvrzení lze tedy vyslovit výsledek: Nechť platí (4), (4,2); 
nechť dále z koeficientů b{ jsou nulové pravé ty, které mají indexy rl9 T2, ..., rr 

(r < n — 1). Pak mnohoúhelník m existuje pravé tehdy, kdyi mezi koeficienty aT 

{j = 1, ..., r) je aspoň jeden záporný a mezi koeficienty b{ (i = 1, ..., n — 1) 
<ispoií jeden kladný a jeden záporný. 

Poznamenejme ještě na závěr, že vzhledem k významu koeficientů ait bi 

platí za předpokladu ix < i2 rovnice diltÍ2 =- — sin (yťi + ... + (pÍ2). 
P o z n á m k a . Na obr. 5—8 je znázorněn případ n •— 4, kdy přímka y ob

sahuje v prvním oktante buď polopřímku r nebo alespoň úsečku r. 
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