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Casopis pro péstovini matematiky, ro¢. 82 (1957), Praha

NEROVNOSTI PRO ZOBECNENE STUDENTOVO ROZDELENT
A JEJICH POUZITI

JAROSLAV HAJEK, Praha.
(Doslo dne 20. biezna 1956.) DT:519.271

Zobecnéni spoéivé v tom, Ze odhad rozptylu nemé obvyklou
strukturu (1), ale sloZit&jsi strukturu (2). Tak tomu byva pfi
zpracovéni k nezévislych vybérd, jejichZ rozptyly se nezndmym
zpusobem li§i. V tomto ¢ldnku jsou nalezeny nerovnosti uvédgjici
takto zobecnéné Studentovo rozdéleni ve vztah s obydejnymi
Studentovymi rozdélenimi. PouZiti se tyké obvyklého testovani
nulové hypothesy a sestrojovéni intervalu spolehlivosti.

1. Uvod a shrnuti. Vime-li, Ze uréita statistika (ndhodn4 veli¢ina) = se ¥di
normalnim rozdélenim, pak k posouzeni odchylky  — u od jeji stiedni hodnoty
u stadi zndt bud jeji rozptyl o2 nebo alespoii néktery jeho odhad s*. STUDENT
ve své klasické prici nalezl rozdéleni poméru (z — u)/s pro pfipad, kdy s® ma
strukturu

= o), m

kde y%(m) znadi ndhodnou velid¢inu nezivislou na  a ¥idiei se chi-kvadrat roz-
délenim s m stupni volnosti. Je to zndmé Studentovo rozdéleni s m stupni
volnosti. Od téch dob se statistikové nejednou zabyvali problémem jak se
(x — u)fs chova za pFedpokladi, které — jak tomu v praxi ¢asto byvd — se
pon&kud li§f od téch, z nichZ vySel Student. Zjistilo se ku ptikladu, Ze roz-
déleni Studentova poméru (r — u)/s neni p¥ili§ citlivé na eventuilni odchylky
vychoziho zdkona rozdéleni od normélniho. V tomto &ldnku se budeme zabyvat
jinou odchylkou od Studentovych piedpokladd, spodivajici v tom, Ze s mé
pon&kud slozit&jsi strukturu, a to '

ko k
8% = o2 _J_zm, }*jgoy j':l! 2
,'Zlmi x3(my) 521 j ' (2)

kde 2, jsou nezndmé konstanty a 13(m;) jsou nezavislé jak mezi sebou tak i na
z. V dtsledku aditivnosti nez4vislych x%-veli¢in, (2) je totozné s (1),jakmile
My + ... + mp = m a A;/m; = 1/m.
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K odhadu (2) dochézime pti zpracovani k nezdvislych vybéri, jejichZ roz-
ptyly se nezndmym zpisobem lifi. V ngkterych piipadech totiz postupujeme
tak, Ze nejprve pro kazdy vybér vypoéteme uréitou statistiku x; a odhad
§; pro jeji rozptyl ¢%; potom polozime z = z; + ... + #; a v souhlase s tim

Szzsfﬁ..-—f‘sz- (3)

. . . 1
Ma-li kazdé s2 strukturu (1) s m; stupni, volnosti t. j. s = o} po 23(m;), pak
i

s? m4 strukturu (2), pfidemz A; = 0%/(0% + ... + 03).2)

Klasickym ptikladem tohoto druhu je rozdil z — y dvou vyb&rovych pri-
mérd, jestliZe z-ové pozorovani maji jiny rozptyl nez y-ova. Timto problémem
se zabyval R. A. FisHER v préci [1], kde podal fiducidlni ¥eSeni, které vyvolalo
dosud neukonéenou polemiku. Fisherovo a pozdéjsi Welchovo FeSeni [2] je
zaloZeno na zji§téni, Ze pravdépodobnost nerovnosti x — u < ts, kde s mé
strukturu (2), 1ze udinit nezdvislou na é&islech 4; tim zptsobem, Ze i &islo ¢ je
nihodnou veliinou — urgitou funkef podild s}/(s} + ... + &3), kde s> jsou
znamé slozky odhadu (3). U Fishera oviem b&zi o fiducidlni pravdépodobnost,
kdezto u L. B. WELCHE o pravdépodobnost v obyéejném slova smyslu. Numeric-
ky se obé FeSeni pFili§ nelii; ptislusné tabulky vypracované v [3]a[4] prok = 2
maji t¥i vehody — pro m,, mya si/(s} -+ s;). Jiz pro &k = 3 by muselo byt vchoda
pét, coz neni prakticky uskuteénitelné. Proto Welch navrhl p¥iblizné FeSeni,
pii ném# ¢ se vyhleddva ze Studentova rozdéleni s ndhodnym poétem stupi
volnosti?)

2
m'=(‘91+"'+_8?°i_2, (5)

k
z s34/ (m; + 2)
=1
ktery nazyvé efektivnim pottem stupfii volnosti. Welch v [5] numericky
ukdzal, Ze pouZiti efektivniho podtu stupfit volnosti davé dobré vysledky
i pti malych poédtech stupiiti volnosti. :
V tomto é&lanku se predpokladd struktura (2) a dokazuje se, Ze pravdé-
podobnost toho, Ze (xr — u)/s padne do urtitého intervalu obsahujiciho nulu,
1) Odhadu s% -+ ... + s* vSak pouZivime jenom tehdy, jestlize poméry 1; skutetné
nezndme. Znéme-li jo, pak lepsi je odhad

82;

k 82,~’mj ‘ k ;
& = L= (% + ... +0%) X m—, . (4)
=1 0%

- j=1 l,-m .
ktery mé strukturu (1) s m =m; + ... + m.. stupni’volﬁosti. Na druhé strang, jakmile

poméry ¢%;/(o? + ... -+ 0%;) pat¥iénd nezndme, odhad (4) se miZe stét klamnym, protoZe
potom nernusi byt ani nestranny.

' k

2) Welgh véahé mezi vzorcem (5) a jednoduS$im vzorcem (8%, + ... + 82,)%/( X s*;/m;).
j=1

Pro nepiili§ mald m;, jak tomu byvé p¥i biologickych experimentech, jsou oba vzorce

rovnocenné. Mam vsak na mysli také aplikace pii oblastnich variantdch vyb&rovych

Setfeni, kde v piipads, Ze v ka?dé oblasti vybirdme jen 2 jednotky, dostdvame m; = 1,
a potom je patrnd lepsi (5). Odtivodnéni vzorce (5) bude podéno v odstavei 4.
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je p¥i jakychkoliv &islech 1; mensi, ne% obdobné pravdépodobnost pro Studen-
tovo rozdéleni s m = my; 4 ... + m, stupni volnosti,?) Ze vSak je vidy vétsi
neZ pro Studentovo rozdéleni s podtem stupnii volnosti nepiesahujicim Zadné
z &sel m;[}; na p¥. rovnym nejmensimu z &sel m;. Tento vysledek' je po-
uzitelny p¥i testovani nulové hypothesy, nebot v souhlase s nim tuto hypothesu
je nutno zamitnout, je-li zamitdna p¥i poétu stupiid volnosti rovnem nejmen-
$imu z &sel m;, a neni ji nutno zamitnout, neni-li zamitdna pr1 m=m; 4+ ...

.. + my, stupnich volnosti; podobn& se ho dé uzit pfi sestrojovani intervalt
spolehlivosti. Je to také dalsi argument pro pouZivéni efektivniho podtu
stupiid volnosti. ;

2. Sestrojeni pomocnych ndhodnych veli€éin «;. V pifitim odstavei
budeme potfebovat ndhodné velidiny «;, které maji predepsané stiedni hod-
noty

Mu; =12, j=1,c.,m, 4>0, Si=1 (6)

i1
a soutasné spliiuji podminku, e pHi kazdé konkretni realisaci
v z veliin «,, ..., &, je rovno %— a ostatnich m — » je rovno 0. (7

Jinak Fedeno, nihodné velidiny x; musi byt nadhodnou permutaci m &isel;
mezi nimi% » je rovno 1/v a ostatnich m — » je rovno 0, pfi Sem# pravdépodob-
nosti musi byt jednotlivym permutacim pfifazeny tak, aby platilo (6). To
z¥ejmé& neni mozno uéinit pro kazd4 &isla 4,, 4,, ..., A, a v. Na pf. z podminky
(7) bezprosttedné vyplyva, Ze maximalni hodnota kazdé veliiny «; je rovna
1/», a ta nemtzZe byt mensi nez jeji stfedni hodnota, t. j. musi platit

zjg%-, j=1,..,m. (8

Jak si v8ak nyni ukadZeme, podminka (8) je nejen nutnd, ale i postadujici
k tomu, aby hledané nahodné velifiny «; existovaly.

Rozdé&lme si zprava otevieny interval {0, 1) na m zprava otevienych in-
tervald s délkami 4,, 4y, ..., An, na pf. na intervaly

Aj=<ll+-..-+Z.,-_1,2.1+...+}»5), j=1,...,m- (9)
Potom kaZdému bodu w e (0, —:) pfifadme hodnoty velidin cx, = o5(w) tak, Ze

a

(10)

% =l,kdyz néktery z bod o, @ 4, ...

x;=0v opaéném pripadé

ha;) (O)dtud plyne, %e v pi"fpadé kdy ; zné.me, je odhad (4) skutetn¥ v¥dy 1ep§1 nei od-
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—1

Kazdy z » bodd w, w + -717, e @+ d padne do jiného intervalu A4,

protoZe v souhlase s predpokladem (8) jsou vzdalenosti téchto bodd vétii

nebo nanejvys rovny délkdm 1; intervali 4;. To vSak pravé znamend, Ze pro

kazdy bod w e<0, %) je splnéna podminka (7).

Zbyvé tedy ukazat, Ze bodim we <O, %) lze dat takové rozdéleni pravdé-
podobnosti, aby platilo (6). Tomuto poZadavku vSak ziejmé vyhovuje rovno-

mérné rozdéleni, p¥i kterém pravdépodobnost jevu we d pro 4cC <O, —11;) je

rovna v d(A4), kde d(A) znadf délku intervalu 4. Skuteéné, potom pravd&podob-
h—1
v
rovna v-ndsobku délky spoleéné &asti tohoto intervalu s oborem nahodné

veli¢iny o + zlv_l , t. j. s intervalem <Zb——%i, %), symbolicky

P(w—i—h:led,-):-vd{.djn<h:1,-:—f~)}.

Jevyw+h:1

vyluduji, a proto pravdépodobnost nastoﬁpem’ aspoii jednoho z nich, t.

nost toho, %e urdity z bodd o + padne do daného intervalu 4;, bude

ed;, h=1,2,...,v, jak jiz bylo vySe zjisténo, se vzdjemné

pravdépodobnost jevu x; = %, je rovna

P(oc5= %) =vé:1d{A, n <]l%—£,—ii)} =
=vd{4; n {0, 1)} = vd{d;} =vk;, j=1,...,m.

Odtud plyne, Ze Mua; = %P (oc, = %) =A,7=12,...,m, coZ bylo tfeba
dokéizat. '

3. Hlavni vysiedek. Diikaz hlavni v&ty se bude opirat o Jensenovu nerov-
nost, kterou lze vyslovit takto: Je-li funkce reslné proménné f konkavni
v oboru hodnot, jich# mtZe nabyvat ndhodné velidina y, a znadéi-li M st¥edni
hodnotu, pak?)

Mf(y) = [(My) . (11)

%) Viz: Littelwood, Hardy, Pélya: ,,Inequalities®, str. 111. Pro konvexni funkee plati
nerovnost opaéné. ) )
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V naSem piipadé pijde o funkei

tlfv
1 =
26D == [T aa. (12
V2n
0
- l i3y
Jelikoz jeji derivace — P (D(t]/y 2V2 je pro libovolné ¢ > 0 klesajici

funkei y v oboru 0 < y < oo, je tato funkce konkivni v oboru 0 < y << c0.
K tomuto oboru miZeme z¥ejmé p¥idat i bod ¥ = 0, nebot @(tVy) je v bodé
y = 0 spojitd. V souhlase s Jensenovou nerovnosti lze tedy pro kazdou ne-
zapornou ndhodnou veli¢inu y psit

Mo(ly) < ol My) . (13)

Nyni dokazme hlavni vysledek:

Necht z je normdIné rozdélend ndhodnd velifina se stfedni hodnotou u a roz-
ptylem o2. Pro rozptyl o2 méjme odhad s2, ktery je nezdvisly na x a md strukiuru
(2); zvolme libovolné hranice t’ < 0 < t”. Potom pravdépodobnost jevu

< s”<t” <0<t (14)
leZt v mezich
P,<P<P,, (15)

kde P, resp. P, je pravdépodobnost jevu (14) za predpokladu Ze (x — u)fs ma
Studentovo rozdélent s m resp. s v stupni volnosts, pfi em#é

m=my; + my+ ... +my, (16)

a za v lze vzit libovolné celé &islo

y < min —i 17)
Tigige A
na pr.
»y = min m,. (18)
1<isk

Di¥ive ne# ptikrotime k vlastnimu dtkazu, viimn&me si nisledujicich dvou
zjednodusujicich okolnosti. Za prvé, kazdou ndhodnou velidinu x}(m;) mizeme
rozloZit na soudet m; nezavislych chi-kvadrat veli¢in s jednim stupném vol-
nosti, a v souhlase s tim strukturu (2) pfepsat do tvaru

32=0'227~5Z§(1), m=m+..+m, 4,;=0, z}*i=l' (19)
F=1

i=1

Tento tvar ndm umoziiuje pustit se zfetele &isla m; a mit na pamé&ti jen to,
Ze konstantdm 2; v (19) odpovidaji konstanty 1;/m; v (2). Za druhé, jelikoz
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rozdéleni poméru (z — u)/s at uz s oby&ejnym & se zobecn&nym s? je symetrické
kolem nuly,®) staéi nerovnosti (15) dokazat jen pro pravdépodobnosti jevu

€ —p
S

0 < <t (20)

piilibovolng zvoleném ¢ > 0.
Podminéné rozdéleni (x — p)/s pfi pevné zvoleném &2 je normalni (0, s%/02),

takZe, pouzivajice definice (12), miiZzeme podmin&nou pravdépodobnost jevu

(20) napsat ve tvaru &(t}/s?/o%). To viak znamens, Ze nepodminénd pravdé-

podobnost jevu (20) je rovna

x—
s

P (0 < < t) = BEo(t]s¥]a) , (21)
kde E znadi stfedni hodnotu pfes s2. Hodnota pravdépodobnosti (21) zdvisi na
tom & onom tvaru odhadu s?. M&-li odhad s® strukturu (1), pak dostaneme
pravdépodobnost

— L
P, =Ed (t]/mx (m)) (22)
odpovidajici Studentovu rozdéleni s m stupni volnosti, kdezto obecné struk-
tufe (19) odpovida pravdépodobnost
P =E® (t S /1,.,53(1)). (23)
i1 : ’

Jeliko? nahodné velidiny z3(1) jsou nezavislé a maji totozny zdkon rozdéleni,
hodnota P se nezméni, nahradime-li konstanty 4;, A5, ..., An libqvolnou jejich .
permutaci B, Bz, . ..s Bm: .

P = E@(t V z ﬁjxﬁ.(l)) pro libovolnou permutaci 8, B, - - -, S &isel Ay, Ag, . ..y A
i=1

Plati-li tato identita pro libovolnou permutaci, plati (ve smyslu st¥edni hod-
noty) i pro ndhodn& vybranou permutaci £y, f,, ..., fm- Nechdme-li pravdé-
podobnosti jednotlivych permutaci f;, fs, ..., fm zatim bliZe neurdeny a vy-
nahradime-li si symbol E pro stiedni hodnotu pfes x3(1) a symbol M pro
sttedni hodnotu pfes B;, miZzeme P napsat ve tvaru nasledujicich iterovanych
st¥ednich hodnot:

P — ME® (tV% ﬁfxga)) — EM® (tV S /3,753(1)) .
=1 i1

PouZijeme-li na vnitini sttedni hodnotu v poslednim vyraze Jensenovu ne-
rovnost (13), dostavame, Ze

™ ’
P< E@(t S (MB,) x?(l)) : (24)
. i=1
5) K symetrii kolem nuly stadi jen to, aby s2 bylo nezévislé na 2. -
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Nyni stadf dat kazds permutacl /31, By -+ Bm stejnou pravdepodobnost l/m?
Pak ztejmé je Mp; = z A= coZ dosazeno do (24) dava

P<E¢(V 2,5(1)) Ecb(]/ 2(m)) P,.

Tim je dokizdna nerovnost P < P,,. Nerovnost P, < P dokéiZeme obdobns
pomoci nadhodnych velidin «,, &y, ..., &, sestrojenych v predeSlém odstavei.
V souhlase s (7) vidy » z téchto velidin je rovno 1/» a m — » je rovno 0, takZe

vidy > a2(l) = %xz(az), a v diisledku toho pro kadou realisaci ndhodnych
1=1

velidin «,, &y, ..., %, je P, = Edi(t 2 zx,x';f(l)) , kde P, oznaluje pravdépodob-
. “

nost jevu (20) za predpokladu, Ze (z - u)/s mé Studentovo rozdéleni s » stupni
volnosti. Provedeme-li znovu tentyZ Fetéz dvah jako prve, a vezmeme-li
v patrnost, Ze v souhlase s (6) plati Mo; = 1;, dostdvame, Ze

P,= MEqs( ]/za,x,(l)) EM(D( Vza,x,u))

< E@(t ]/% (M) x%(l)) — B0 (tV ﬁmm)=
. i=1 §=1

Jedinou podminkou pro existenci ndhodnych velidin «4, &y, ..., &y 8 Pravé
pouZitymi vlastnostmi (6) a (7) bylo splnéni nerovnosti (8). Tyto nerovnosti
jsou viak totozné s nerovnosti (17) nebot, jak jiz bylo fedeno, za 4; ve vzorci
(19) je nutno vzit A;/m; ze vzorce (2). Tim je dikaz skonéen.

Dokéazanou vétu by bylo moZno vyslovit také tak, Ze zobecnéné Studentovo
rozd&leni je méné koncentrovino kolem nuly ne#? obydejné Studentovo roz-
déleni s m = m; + ... 4+ m, stupni volnosti, aviak na druhé strang, Ze je

koncentrovandj¥f ne% oby&ejné Studentovo rozd&leni s min {m,} stupni vol-
1<k
nosti. Obecné lze také Fici, Ze rozdgleni odpovidajici konstantdm 1, 1,, ..., A,

ve struktufe (19) je koncentrovanéjsi kolem nuly neZ rozdéleni odpovidajici
jinym konstantdm s, %, ..., %y, jakmile &isla 1,, 4, .., 4,, 1ze vyjadfit jako
stfedni hodnoty permutace &isel sy, x,, ..., %, zndhodn&né pomoci vhodnych
pravdépodobnosti. :

4. Pouziti. UkaZme si nejdfive na n&kolika p¥ikladech, jak lze odvozeny
vysledek pouzit k testovini nulové hypotesy. Presnéji Fedeno, pijde o to,
pomoci t-testu provétit hypotesu, %e urdité statistika, pro jejiz rozptyl mdme
odhad se strukturou (2), m4 danou (feknéme nulovou) stfedni hodnotu.
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Priklad 1. Pomoci obvyklého ¢-testu byly porovnany dva nezivislé vy-
b&rové pruméry, kazdy z 12-ti pozorovani, a vyslo

t=2_Y _952.
Vst + 53

(Nulové hypotesa: Z — y mé st¥edni hodnotu 0; s a s jsou odhady rozptyla
z ay.) JelikoZ se pracovalo na 5%, hlading vyznamnosti a s 12 4 12 — 2 =
= 22 stupni volnosti, byla tato hodnota uznina za vyznamnou, nebot je v&tsi
nez prislugng kritickd hodnota t = 2,09. Pozdéji se v8ak vyskytla nimitka,
%e rozptyly ve obou vybérech se nezdaji byt stejné. Jinymi slovy, vzniklo
podezieni, Ze £ se ¥idi nikoliv obyéejnym, ale zobecnénym Studentovym roz-
délenim. JelikoZ v8ak nejmendi z disel m; ="m, = 11 je rovno 11 a kritickd
hodnota pro 11 stupiid volnosti je rovna ¢ = 2,20, coz je stdle men&i nez 2,52,
musi byt ¢ = 2,52 uznéno vyznamnym bez ohledu na stejnost &i nestejnost
rozptyld.

Priklad 2. Mé&jme stejny pfipad jako v p¥ikladu 1, jen s tim rozdilem, Ze
vy&lo ¢t = 2,16. Tato hodnota je sice vyznamnj p¥i 22 stupnich volnosti, aviak
neni vyznamng p¥i 11 stupnich volnosti. P¥ipustme viak, Ze se d4 predpokla-
dat, Ze Z4dny z rozptyll o a o} neni vic jak t¥ikrat tak velky ne% druhy, +.j.
¥e maximalni z &sel A; = o7/(o] + 03), / = 1, 2, neni v&tdi nez $. Potom viak

. my 4
min — =11- > 14
i-12 4 3 =
a proto v souhlase s podminkou (17) mieme pouzit kritickou hodnotu. pro
14 stupiia volnosti ¢ = 2,14, vzhledem k niz napozorovana hodnota ¢ = 2,16
zlstava vyznamnou. '

V piedeslych dvou piikladech jsme se zabyvali nejjednodusd¥im p¥ipadem,
kdy k = 2, m; = m, a o} = o} a tedy i 4, = A,. Tento ptipad je pozoruhodny
tim, Ze odhady (3) a (4) jsou totozné, takZe pfipadnd mylka v pfedpokladu
o} = o3 (4; = A,) nem4 vliv na nestrannost s2, ale pouze na to, Ze struktura (1)
piejde ve strukturu (2). Pouzijeme-li viak odhadu (4) v situaci, kde o} resp.
m; se navzéjem li¥f, pak mylka v pomdrech 1; = o}/(o? + ... + 0}) ' m4 kom-
plikovanéjii nasledky. Odhad (4), jsou-li v ném é&isla 1, zvolena libovolng,lze
napsat ve tvaru

. k
A0
8= (o2 + ... + o2) ,21 = 25(my) , de

2
20 a;m;

) — s '=1,2,...,m.
R P ——)

A k
Neplati-li 4; = 0}/(0} + ... + 0}), pak nemusi platit ani > 4} = 1, t. j. odhad
=1
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. k
(4) nejenZe nemd strukturu (1), ale neni ani nestranny. Jestlize z}f,’ <1,
Jj 1

pak stfedni hodnota s je posunuta smérem k nule, a tudiZ nejen podet stupia
volnosti, ale i sama hodnota ¢ je nadcenéna. Zde je tedy nebezpeéi ukvapeného

k
zamitnuti nulové hypotesy nejvitsi. Jestlize > 27 > 1, pak stfedni hodnota
YA

s? je posunuta vzhiru, a tedy zatim co polet stupiiit volnosti je nadcenén,
hodnoty ¢ jsou podecenény. Z téchto divodd, jakmile vzniknou pochybnosti

o (alespori piibliznd) spravné volbé &isel 4;, je lépe od odhadu (4) upustit a
pouzit odhadu (3).

Priklad 3. Z dvou nezivislych vybéri o 10 a 15 pozorovanich byly vy-
podteny praméry z = 213 a y = 155 a odhady jejich rozptyld sf = 526 a
s3 = 94. Bylo predpokladano, Ze jednotlivd pozorovini v obou vyb&rech maji
stejny rozptyl, takZze rozptyly vybérovych praméri jsou nep¥imo tmérné
podtu pozorovani, z nich# byly vypodteny, t. j. o2 : 63 = 15: 10 a tedy 4, = ¢

a Ay = 2 . Podle vzorce (4) byl vypodten odhad rozptylu s* = -——; 14
5 11”
S2mg 526.9 94 .14

G =398 + 3Te3 = 486 a potom
p=2—Y 213156, o
E /486

Tato hodnota je na 5%,,-ni hlading a p¥i 23 stupnich volnosti jasné vyznamna.
Aviak p¥iligna rozdilnost s7 a s; vyvolala pochybnosti o sprévnosti domnénky,
¥e o} :05 = 15:10, a proto bylo rozhodnuto odhadnqut rozptyl podle (3),
t.j. vzibt 82 = 82 + 2 =526 + 94 =620 a t = —25;17—8__5_6135— = 2,33. Tato hod-
nota je na 59,-n{ hladiné vyznamna i tehdy, pouZijeme-li 9 = min [9, 14]
stupiitt volnosti, nebot p¥isluny kriticky bod je t = 2,26. Lze tedy rozdilz — y
povaZovat za vyznamné velky bez ohledu na pfipadnou nestejnost rozptyld.

Piiklad 4. Méjme tentyZ piipad jako v p¥ikladu 3, jen s tim rozdilem, Ze
y = 165, takie prvné vypodtend hodnota t = ]/%%’E: 2,18, coZ je pii 23
stupnich volnosti stdle je§té vyznamné. Opravend hodnota viak bude ¢ =

= V%)— = 1,93, coZz p¥i 23 stupnich volnosti vyznamné neni, a proto nelze

nulovou hypotesu na 5%,-ni hladiné zamitnout.

Nalezené nerovnosti vnukaji myslenku aproximovat zobecnéné Studentovo
rozdéleni obydejnym Studentovym rozdélenim s vhodné zvolenym podétem
stupiitt volnosti. Volime-li tento podet stupiid volnosti m’ tak, Ze s? se struk-
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turou (1) a s m' stupni volnosti mé stejny rozptyl jako s* se strukturou (2),
vyjde ndm po snadném vypodtu, ze

m=——t (25)

®
2:1 A5 fm;

Aviak &isla 2;, jak jiz bylo ¥efeno, nezndme, protoZe jinak bychom pouzili
vzorce (4) a cely problém by zmizel. Nezbyvé tedy nez odhadnout 4; z vybéru.
JestliZze s? je ddno jako soudet (3), pak odhadem pro (25) je pravé (5). Neni to
sice odhad nestranny, ale je jednoduchou funkei dvou nestrannych odhadi,
coz mé prakticky stejny téinek jako nestrannost sama:

B+ ...+ ,_ (d+... +o}? + 23 otfm; g _(d+...+ap
3 - 3 =% >
E,-Z; 8[(m; + 2) : le o§fm; 521 o}/m;
coz je rovno pravé (25), nebot A; = o}/(o + ... + of).
Priklad 5. T nezdvislé vybéry ndm daly nasledujici statistiky, odhady
jejich rozptyli a piisluiné stupné volnosti:
2, =118, & =102, m =10,
zy =164, =094, my,=10,
zg=141, & =0,52, my= 4.

Ukolem je najit 5 %-ni interval spolehlivosti kolem statistiky
z = 0,5z, 4+ 0,2z, 4 0,3z; = 13,41 .

Dosadime-li do (5) rozptyly jednotlivych séitanch a pfislu§né stupné volnosti,
dostadvame

. [(0,5)21,02 4- (0,2)* 0,94 + (0,3) 0,52] _ (03304 o ..
™ =05 L,02F  [(0,20,94F _ [(0,3)20,52F -~ 0,0050 - "
10 4+ 2 10 +2 4+ 2

Zaokrouhlime-li smérem dold, efektivni poéet stupiit volnosti je roven m’ = 17
a piislusné ¢ = 2,11. Odhad rozptylu x jsme nalezli p¥i vypostu m’, a to
§? = 0,3394, takZe interval spolehlivosti  + £s je roven 13,41 4 1,23.

Poznimka. JestliZe minimdlni m; neni pfili§ malé, miZeme ho vzit za
podet stupiitt volnosti a byt si védomi toho, Ze dostaneme interval spolehli-
vosti, kbtery pokryje nezndmy parametr s ponékud vé&tii pravdépodobnosti
ne# je ta, kterou jsme pozadovali.
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Pesome

HEPABEHCTBA [JIi OBOBIIEHHOI'O PACHPEJEJIEHUA
CTBIOOEHTA W X INIPUMEHEHUE

APOCIIAB TAEK (Jaroslav Héjek), IIpara.
(TToctynumo B pegaxmmio 20/I11 1956 r.)

B sroit pabore moxasaHa CIeRyIOMAA TeopeMa:

Teopema. IIycmv x — ropmaavro pacnpedesernas (1, o) cAyHAinas 6eAULUHA
u nycmv §2 — oyewka 048 o2, obaadawwas cmpyEmypoi

k x .
f=c> M amy, ,z0, Si=1, @)
j=1my; i=1 -

ede }; - HeusecmHyle NOCMOAHNbE, 4 CAyuaiinbie Geauuumst y3(m;) obaadawom
pacnpedeseruies Tu-keadpam U ‘He3a8UCUMbL Kak Opyz om dpyea, mak u om
Z; 603bMeM npoussoavHble npedeart £’ < 0 < 17,

ITpu smuzx ycaoeuaz seposmmuocmy P cobumus
r<Eor, r=osr (14)

sencum é npedesaxr P, <. P < P, 20e P, cooms. R, ecmv sepoamuocms cobbi-
mus (14) npu ycaosuu, wmo (x —. w)[s obaadaem pacnpedenenuesm Cmoviodenma
¢ m, CO0OM8. v, CMeneHAMU C606006, NPUMEM M == My + My + . . . + My B v—atoboe
; . my . . :
yenoe wucao = min —., wanp. v = min m;.
©o1gisk A 155k
9TOT Pe3yIbTAT MOKHO HMCHOOIL30BATH IS IPOBEPKE HYJIeBOH T'AIOTE3H,
YTO HEKOTOpasA CTATHCTHKA & HMEeT NOpeIunHcaHHOe CpeflHee 3HAUCHUE i, A

IMEHHO B CJIy4asx, KOrJa OmeHKa §? QUCHePCHA CTAaTHCTHKE Z 00IamaeT CTPYK-

o “ xr —
Typoit (2). HeiicTBrTenbHO, HabMONaeMOe 3HaYeHNE | = T M ge ssumercs
s
(EesaBmCcEMO OT 9mCel A;) 3HAYAMEIM, HOCKOIBKY OHO HE ABJIACTCA 3HATHMEIM
OTHOCHTeNBHO pacupepenennss CTBIOOEHTA ¢ M = My + Mg + ... + My cTe-
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meHAME CBOOOAH; HA0GOpOT, 3HaveHue ! OymeT (HE3aBHCAMO OT IOCTOSHHEBIX
A;) 3HAYAMEIM, eCTH OHO 3HAYAMO OTHOCHTeNBHO pacmpenenenus CThIOfEHTa

¢ 9HECIOM cTemeHe#d cBobomsl min m; Takoe monoenme HacTymaer, HAIp.
15k

TOTJA, ecid ¥ ABIAeTCA NWHeHHOH KoMOWHAUWEH % CTATHCTHK, BHYMCIIEHHBIX
#3 k He3aBHCHMEIX BHIOODOK, QHCIEPCHE KOTOPHX OTIMYAIOTCA APYT OT APYyra
Hem3BecTHEIM 00pa3oM. CaMbIM W3BECTHBIM CiIydaeM sIBISIETCA PasHOCTh ABYX
He3aBACHAMBIX BHIOOPOYHBIX CPEJHUX & — Y.

W3 TeopeMEl cliegyeT MeIy HPOYAM ¥ TO, YTO AOBEPHTE 'BHHI HHTEPBAI
x 4 s, rue s mMeeT cTPYKTYDPY (2) m ¢ B3aATO M3 pacupenenenuns CreiopenTa

¢ 9HCJIOM CTeleHel CBO6OIIBI min m;, IOKPOET cpefHee 3HadeHue 4 C BEpOAT-
1=j<k

HOCTHIO, 60IBIIeH 9eM Ta, KOTOPOH COOTBETCTBYET MCIONBE30BAHHOE 3HAYEHHEE f.

Summary

INEQUALITIES FOR THE GENERALISED STUDENT'S
DISTRIBUTION AND THEIR APPLICATIONS

JAROSLAV HAJEK, Praha.
(Received March 20, 1956.).

In this paper the following theorem is proved:

Theorem. Let x be a normally (u, o?) distributed random variable, and let s? be
an estimate of o2 with the structure

k k
s
& — o? ,21 m_’_,- Bm;), A4 =0, 21 L=1, (2)

where the 1;’s are unknown comstants and the random variables xi(m;) have
chi-square distributions with m; degrees of freedom and are independent of one
another and of ; let us choose arbitrary bounds t’ < 0 < ¢".

Under these conditions the probability P of the event

t'g”:"<t", r<o<¢ (14)
lieé between the limits P, < P < P,,, where P, P, denote the probability of the
event (14) under the condition that (x — u)[s has Student's distribution with
m, v degrees of freedom, respectively, m = m, + my + ... + m, and v may be
. . . my .
any arbitrary integer v < min -2 , for example, v = min m; .
1i<k A5 1sisk

This result may be applied to the testing of the null hypothesis that a sta-

tistic  has a prescribed mean value y, provided that the estimate s® of the
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variance of x has the structure (2). Indeed, the observed value ¢ = z _s Ho

is (independently of the 1;’s) not significant, if it is not significant with respecf;
to the Student’s distribution with m = m; + m, + ... + m, degrees of
freedom; conversely, ¢ is (independently of the 4,’s) significant if it is signi-

ficant with respect to the Student’s distribution with min m; degrees of free-
1=isk

dom. Such a situation arises, for example, if = is a linear combination of %
statistics evaluated from % independent samples, whose variances differ in an
unknown manner. The most famous case is the difference of two independent

sample means z — ¥.
From the theorem it also follows, that the confidence interval x - ts, where
s? has the structure (2) and ¢ is taken from the Student’s distribution with

min m; degrees of freedom, will contain the mean value u with a probability
1<jisk

greater than that which corresponds to the used ¢.
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