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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 82 (1957), Praha 

РАСШИРЕНИЕ МЕРЫ НА о-КОЛЬЦО, СОДЕРЖАЩЕЕ ВСЕ 
О Д Н О Т О Ч Е Ч Н Ы Е МНОЖЕСТВА 

ВАЦЛАВ ФАБИАН (У&скдг ГаЫап), Прага. 

(ПОСТУПИЛО В редакцию 11/Х1 1966 Г.) ЮТ:519.48 
* 

В настоящей работе показано, что для каждой меры существует 
такое ее расширение V, что каждый атом является: ^-измеримым. 
Отсюда следует, что всякая мера допускает расширение на с-коль-
цо, содержащее все одноточечные множества. 

Пусть [л — мера, то есть ог-аддитивная неотрицательная множественная 
функция, определенная на а-кольце подмножеств множества X. Область 
определения меры V обозначим символом 5„. Мы говорим, что V является 
расширением /г и пишем V ;>- [л, если V есть мера, 1Д 5„ = X, 5„ Э 5^ и V(А) = 
= (л(А) для всякого А е 5 Г Если V — мера, то V* соотв. ^ означает внеш
нюю, соотв. внутреннюю меру, индуцированную мерой V. ЕслиМ — систе
ма множеств, то символ а(М) означает наименьшее с-кольцо, содержа
щее систему М. В частности, а(0) = {0}. 

Для любой меры V и любого х е X обозначим 

Д&) = Г1{^; Х€А€$Р}; 
множества АР(х) мы называем ^-атомами и их систему, обозначаем через Д,. 
В частности, если V = ц, то мы пишем вместо 5^, Ау(х), Ау только 5, А(х), А 
ж говорим просто об атомах. Ясно, что А есть разбиение множества X на 
классы. 

Лемма 1. Для каждой последовательности атомов А€ существует после
довательность $-измеримых множеств В€ так, что для любого г имеем 
В4 э А€ и неравенство Аг Ф Аэ- влечет за собой В1 п В$ = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А€ = А(х^ Ф А$ = А(х$). Тогда существует та
кое А е В, что х€ е А, х$ поп € А ж такое В е 5, что х1 поп е В, х$ е В. Если 
положить Си = А — В ж Сн = В — А, то получаем хг е Сц, х$ е Сн, Си п 
о Сн = 0. 

Предположим, что мы уже выделили таким образом множества С^ для 
всех индексов г, }, для которых А^ Ф А$. Для остальных положим С^ = С, 

00 

где С есть элемент 5 и С э Ц1 А{. 
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Покажем теперь, что множества Бг- = П Си обладают требуемым свой-
5 = 1 

ством. Имеем В1 € 5, А€ с Си для всех $, откуда А4 с Б*. Если для индексов 
г ж ; имеет место А{ Ф .4,-, то Бг- п Б у с С^ п Сн = 0. 

Обозначим теперь символом N систему всех неизмеримых атомов, т. е. 
N = А — 5. Далее обозначим 

М = (г(№) = {1ДВ; В с ^ В — не более, чем счетная система}. 

Лемма 2. Имеет место 

М п 5 = {0} , (1) 

АеМ, Ве8=>А пВеМ (2) 
и 

АеМ, ВеВ, ВсА=>В = 0. (3) 

Доказательство. Докажем соотношение (1). Пусть 0 Ф А еМ п 5. 
к 

Можно написать А = Ц .4*, где & — натуральное число или символ оо, а 
г » 1 

Л4 — дизъюнктные атомы из N. По лемме 1 существует последовательность 
дизъюнктных В{ € $ так, что Вг э А^ Итак, А€ = А п В€е 5, что противо
речит предположению А1 € N , 1 соотношение (1) доказано. 

Докажем (2) и (3). Из соотношения А п В е N и {0} для любых А € N. 
В е 5 следует (2). Итак, если А еМ, В е 5, В с А, то согласно (2) и (1) будет 
.В = 4. п В еМ п 5 = {0}, что доказывает и соотношение (3). 

Обозначим 

Ж = {[А, М, Щ; А е 8, М еМ, N *М, М с А, N п А = 0}. 

Лемма 3. 

а(8 ^ N) = {В;В = (А — М)^ N. [А, М, Ж] € Ж} (4) 

{[Л, Мь Щ € ^ ( г = 1, 2), (4 2 - Мг) и ^ = ( 4 2 - М2) и N2} => 
=> [ Л , Мг, Л ^ = [А* М2, N4. (б) 

Доказательство. Соотношение (4) очевидно. Пусть выполнены усло
вия импликации (5). Тогда А2 — Аг с Ж-, и М 2 и в силу (3) получаем 
Л2 — Аг = 0. Из симметрии следует -4а = А2. Отсюда и из соотношений 
М4 с Аъ N4 п А{ = 0 следует ^ = ДГ2 и Мг == М2. Этим и завершается 
доказательство. 

Мы показали, что каждому множеству В с <т(5 о М) поставлен в одно
значное соответствие элемент [В1, В\Вг] с Ж так, что В = (Б 1 — Б2) и Б 3 . 

Лемма 4. БЬш Б х , Б 2 е а(8 и ^ , Б х п В2 = 0, то Б̂ ; п Б | = 0 для 
* = 1, 2, 3. 

Доказательство. Очевидно, Б® п Б | = 0. Далее имеем 

В\ п В\ с ( ^ и В*) п (Б 2 и В\) = (Вг п В*2) и (Б, п Б?) и (Б? п В\). 
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Согласно (2), множество в правой части является, однако, элементом систе
мы М, следователньо, согласно (3), будет В\ п В\ = 0 и тем более В\п Б* = 
.= 0. 

Теорема 1. Существует такое расширение V меры /л, что 

АР = А с 5 У . (в) 

Если / — множественная функция, определенная на N, и если^ имеет 
место ^1(А) < + оо, * 

А€N 

А€N=>0<^{(А)^|и*(А), 

то существует V так, что справедливо (6) и 

АеN, /л*(А)< + ао=>у(А)=*1(А). (7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение теоремы содержится во втором 
(достаточно, напр., выбрать / = 0), которое мы и докажем: 

1. Если р(0) = + оо, то положим У(А) ,= + оо для любого А е а($ и А1), 
Очевидно, V выполняет все требования теоремы 1. 

2. Если же (м(0) < + оо, то р(0) = 0 и р*(А) = 0 для любого А сМ. 
Определим V на <т(М с> 5) = 5„ при помощи соотношений 

АеМ=>т(А) = 2 Л-4-), 

4 е 5, => Ф(А) = р(Аг) — К-42) + * ( ^ 3 ) : 

Это определение возможно, ибо по условиям теоремы у(А) < + оо для 
любого АеМ. Заметим; что V ̂ /л и, если определим ум(..4) = у(.4) для 
-4 е М, то Гд, — конечная мера на М, 

Докажем прежде всего, что V неотрицательна; для этого достаточно до
казать, что для любого А е 5У будет у(Аг) ^у(А*)-. По определению А1 имеем 
А2 с А1. Из того, что А* еМ, следует существование дизъюнктных последо-

вательностей N^7 В{ таких, что N4 е IV, В1 е$, N€с Вь А% = \) N^с\} В* с 

к к к 
с А\ Итак, У(А*) = 2 /(Ж,) ^ 2 ^*(к<) ^ 2 М-В,) ^ ^(4*) = у(А*) и не-

< - 1 . * - 1 ^ 1 

отрицательность у доказана. 
Докажем ст-аддитивность. Если { .4^1 — последовательность дизъюнкт

ных множеств из 5„ то по лемме 4 и последовательность {А*€}™т1 будет 
последовательностью дизъюнктных множеств для любого 5 = 1, 2, 3. 

00 со 

, Обозначим Н = (I) А*) п ( Ц А\) ж обратим внимание, что НеМ. Поло-
г = 1' г « 1 

ЖИM 

A=UAi, B1^\jAx

i, B2=\jA\-H, Bz=\jA\ — H. 
i - i í * l i ~ l i = l 

зд 



Имеем Вг е 5, В2 е /И, Б 3 е /И, В2 с .Вр Кроме того Вг п Вг = 0, так как если 
а? е ^ ! п 1?3, то существуют индексы г, ? так, что х € А\ п А), то^есть, хеА% 
ибо в противном случае было бы г Ф у, х е А^ п,А$ = 0. Итак, хеА\п 
п 4 • с Я. Это, однако, невозможно, так как Вг п В3 п Н = 0. Итак, 
действительно, 1?! п ^В3 = 0- > : 

Далее, 

А = иА< = и{(А\-А*)иА\] = (иА\-йА\)ииА> = (В1-В1иВ9. 
1 = 1 г = 1 * = 1 - - 1 $ = 1 

Этим мы показали, что А8 = В8 (в = 1, 2, 3). Воспользуемся тем, что Vм 

есть конечная мера на /И: 
00 

V(А) = ,,(4-) - г>м(^) +VМ(А*) = /*( II Л\) - *М(А* и Н) +УМ(А* и Я) = 
г~1 

- 2 МЛ1) - 2 *м№) + 1 "«(Л3) = 
г**1 г - 1 * = 1 

= 2 М ^ ) - ^ ) + " ( ^ ) ] = 2ЧЛ-)- • ; 

Итак, V — мера; из ее построения ясно, что она удовлетворяет (6) и (7) 
и является расширением меры [л. * » 

Теорема 2. Существует такое расширение ^0 меры р, что {х} е 5Ро для 
любого х € X. , . , 

Доказательство. Пусть у$-р ж пусть справедливо (6). Из* каждого 
А е А выделим один элемент и обозначим через Т(А) множество, состоящее 
из этого элемента. Обозначим М = 1){В; В = А — Т(А), А е А}. Множе
ства вида (В -— М) ^ N. где В с 5„, N с М, образуют <7-кольцоЛ, содержа
щее 5„, равно как и все одноточечные множества. Определим на нем функ
цию V;) при помощи соотношения V0((В — М) и .№) = V(В). Это определение 
вполне законно, так как если (Вг — М) ^ N1 = (В2 — М) и N2, то I) = 
= (Вг — В2) и (В2 — Вг)сМ, I) € 5,. Имеем ^ = ЩО, где 

р--{А9(х); хеЩсА, = А. 1 ••'..••••••.:<'*. + 

Ни один из атомов не является частью М и, следовательно, 

О = 0? В = 0 и ^51 = В2. 

Мера V!) является расширением меры р и теорема доказана. 

Замечание . Покажем на примере, что пополнение меры [л не обяза
тельно выполняет условие А~ с 5-. 

Пусть Х = С ^ (0, + со), где С—непустое множество, дизъюнктное с ин
тервалом (0, + оо). Пусть Р —- система всех конечных или счетных последо
вательностей положительных чисел, <2 -— система всех множеств вида 
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X — Р, Р с Р. Очевидно, Р и <2 является с-алгеброй с наибольшим эле

ментом X. Определим меру /л на Р и Я так, чтх>бы для любого натураль

ного числа * было /г({г}) = ~кщ и /л(Х) = 1. Тогда /л*(С) = -—, /**(<7) = О 

и, если а? е (7, то -4~(#) = О поп € 5~. 

Výtah 

ROZŠÍŘENÍ MÍRY NA cr-OKRUH OBSAHUJÍCÍ KAŽDOU JEDNO-
BODOVOU PODMNOŽINU 

VÁCLAV FABIÁN, Praha. 

(Došlo dne 11. listopadu 1955.) 

Budiž JU míra (cr-aditivní ne nutně konečná) na cr-okruhu S. Budiž A(x) = 
= (\{A; xeAeS} pro každé xc U$, bndiž A = {A(x); x € \JS}, N = A — S. 
Budiž / funkce definovaná íia N, 0 fg f(A) <£ /u(B) pro každé J. c N, -á c J5 € S; 
konečně nechť 2 /(^) < + °°-

AeN 

Pak existují míry v a Í>0, dvě rozšíření míry p definované na or-ókruzích Sv 

resp. Sn ? splňující tyto podmínky: 
1. Pro každé x e \JS je f|{^; x e A * Sp} = A(x) e S„. 
2. Je-li ^(0) = 0, je v(A) = f(A) pro každé A € N. 

3. Pro každé # € US> množina {x} obsahující jediný prvek x náleží do S„o. 

Jiésumé 

L'EXTENSION D'UNE MESURE AU a-CORPS CONTENANT CHAQUE 
SOUSENSEMBLE COMPOSÉ D'UN SEUL POINT 

VÂCLAV FABIAN, Fraha. 

(Reçu le 11 novembre 1955.) 

Soit ju une mesure (a-additive mais pas nécessairement finie) dans un a-corps 
S. Soit A(x) = f\{A; xeAe S} pour chaque x e {JS, soit A = {A(x); x e {JS}, 
N = A — S. Soit / une fonction définie dans N ,0<I f(A) 5̂  fi(B) pour chaque 
A'€ N9 A cB e S; soit finalement ]?f(A) < + oo. 

A*N 

Ш$ 



Il existe des mesures v et v0, extensions de /u, définies dans les <7-corps Sv 

et SVo respectivement, et satisfaisant à ces conditions-ci: 
1. Pour chaque x e \)S nous avons f\{A; x e A e Sv} = A(x) e Sv. 
2. Si ju(0) == 0, v(A) = f(A) pour chaque A € N. 
3. Pour chaque # c U$> l'ensemble {x}, contenant un seul point x, appartient 

à Sv. 
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