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Časopis pro pěstování matematiky, r#I* $4 (1959), Prsita. 

ŘEŠENÍ BIHARMONICKÉHO PROBLÉMU PRO NKKONKČNÝ 
N1K0NVEXHÍ KLÍN 

JINDŘICH NECUK* Praha 

(Došlo dnu 18. února 1958) ivr.ftiy.ftie 

V této práci je definován bih&rmonteký problém pro .nekoneěný « P -
konvexní klín a je dokázána mmtmnm a immim řeěmL 

1. Úvodí 

V článku [1] část I a II je rozřenen biharmonieky problém p r o m*koneť*iiv 
konvexní klín. V tomto pojednání dokážeme existenci a unieitu ře šenu luhnrmo 
nického problému pro nekonečný nekonvexní klín* Metoda j e t o t o ž n á .*» me­
todou, na níž je založena výše zmínéná prár<\ což umokímje w/Ái pH důkazech 
prakticky stejných postupů. Použití stejné nymboliky nám d o v o l u j e pod statné 
stručnější probírání jednotlivých otázek, než to je uéinéno ve z m í n ě n é práci; 
k hladkému porozumění je třeba ne « touto prací seznámit. Rozdí l xtxv/A i diétna 
pracemi je v podstatě v definici problému a je důsledkem t o h o , £«• \ prvém 

případě šlo o konvexní, v druhém případe o uekonvexní klíny. 

Definice, resp. věty, resp. číslované vztahy z práce | 1 | o z n a č í m e Minboly 
D l . . . , resp. VI. . . , resp. R 1... a např. vetu 8 z práce (11 citujeme* V I ,s. 

2. Předběžné úvahy 

V definici Dl,4 rozumíme nekonečným klínem množinu h o d u *» pru vodici 

r e (0, co) a amplitudě 0 c I • -[} ? A , rr t» 2.T. 

Definice t. u(r, 0) € A} jwu-li pro ni xplnviuf podmlnlaj I ) 1,1. 

Jak bude dokázáno dále, je /n(o) lio /;,(w) Pii*1*) « <!> /ď'** I. 

Množina A obsahuje kromě nuly např. funkci r2f 
r t<»t,.. / t N \ 

. OOSІ í /' ЫИ 

MeUinův obraz funkce u(ry &) z A dostaneme ve tvaru IU,i f>a až ItU-wt. 
Postup je doslova stejný jako důkaz VM.,8. 
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Věta 1. BwRe, pt a ql * 1 kořeny s nejmenší kladnou reálnou částí a s nezápor­
nou imaginární Mstí transcendentních rovnic 

p s i n to ! sí%f>m -= O , (1) 

q sin o) ún qa> • ~ O . (2) 

Hud .T ÍM 2.T. Potom j)lati 

1. lm />* o% 2. /.,(<*>) pt(<'>) 1> xj>ojitá a monotónní funkce v intervalu 
.7. £T , 3. .7 . m 2.7 :- í - A.(fO - ; I, 4. Ax(ír) = 1, ^(2n) = J, 5. £-.(<*>) < 

- l í e y - M . 

D ů k a z . Oznamme z •— pro resp. <yw, a ;•= £ -|- i*/, ~ • — — Q, Rovnice (1) 
to 

a (2) přejdou v rovnic© 
£>í I sin í ch i/ ^ 0 , (3) 

I?// } cos f sh r/ =- 0 . (4) 

Zde odpovídá horní znaménko rovnici (1) a dolní rovnici (2). Budeme nejdříve 
vyšetřovat rovnicí ( !) . Je-H >/ o, je rovníce (4) identicky splněna. Rovnice (3) 
potom dostává tvar 

ÍJ$ }- sin i •- 0 . (5) 

Bud í , prvý pru«e<Mk přímky Í2f s funkcí •- BÍU f. J e ix(n) = ix(2n) = n a pro 

Tt >\ to * 2.T je #> - $t(o>) < n. Zřejmě £,(<o) je spojitá funkce o v intervalu 

Tf 1 T . J e * Aj(m). Vskutku, kdyby pro «>€ (?r, ŽÍT) bylo lm Pi(m) > 0, 

potom by z rovnic** (4) (označíme p-(<'0 í^ i />/«) plynulo, že cos f2 = — JQ . 

. -i— *--« O. Odtud plvne nutně, že f2 - ! T , a tedy í<> > £i, což je spor. 

stí rjt " " * 
Z rovnice (3) a dolním znaménkem plyne, že pro T - o - 2.T je o> . Re qx > rc. 
Tfrii je dokázán bo<l I, 4, f\ vr ty I. 

Kovniei (5) přeptáme do tvaru ?n . airt u> -f- sin (o>Ax) = 0* Pro ;rr < o < 2JE je 

•- - (A, nin ni f «in (mAj)) -= sin c> -•(• a> eots (ft>At) < 0 , 

, . . * , * , , . . . dA, , cos O> | cos £, 

u ferfv z \rMv <> implicitních řunkrirh plvn<\ ze . • • Át • . . ..•-. 
1 * * d/» Hin (o \ o) cos f t 

Pro #»* ,r je vm m j • eos £t 2. Je- li ,T • <o *., 2.7, potom cos O) | con f- + 
i n. VHkutku, kdyby bylo otm m j cos £, o, potom by platilo zároveň, že 

ť'.>K<** - <'<w íj • í> a nin /̂ t sin i', 0. Odtud plyne 

1 :••«: eo8 s m i nin3 w - cos 3 í j •)• ••̂  nin2 í x ^ 1 + sin2 fx I — — lj 
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a tedy nutně je w = ^ , což je spor. Je tedy ~--i < 0; odtud již plyne bod 2 a S 

věty I, čímž je tato věta dokázána. 

3. Definice, řešení a unicita řešení biharmonického problému 

Definice 2. Uttáie funkce fx(r), /2(r) reálné, absolutně spojité na každém koneč­
ném mí€rmlu z {0, co) a takové, ze fx(0) = /2(0), a nechť pro nějaká /LC, V, pro něz 
ptatí — Xt(m) — 1 < (Á, v < Ai(co) — 1, je: 

^ oo 

1. /[/<>)]*^ + 1 dr < oo, / [ / ; ( r ) ] 2 r 2 v + 1 d r < oo, i = 1, 2. 
0 1 

Dále ímíie gx(r), gt(r) takové reálně funkce, ze 
1 00 

*• / l f M ř ^"l A" < o°, / f r t M P ' * * 1 dr < oo , i = 1, 2 ( m t ó 2 ^ ^ < v). 
# i 

Bikmmmmckým problémem pro nekonečný nekonvexni klín nazýváme úlohu 
§§mmm»š fm^m %(r, &), pro niz platí: 

S* »fr, 0) je reálná funkce definovaná na klínu K se čtyřmi spojitými deriva­
cemi a MMrmonická, 

i 

i i m / [ / ; ( r ) _ ^ ( r j 0 ) J 

lim 

r 2 Г + i dr = 0 

1 

1 

i"./['.«T 7»«'•«] lim 
~*±' 

r ) : ғ 7 І I ( r ' ) V 2 m d r = 0 

(zde y, d jsou reálná čísla, pro něž platí — ^(o?) — 1 < y, <5 < A1(<w) — 1). 

5, Ke kmMému O ž f < T existuje konstania M(<p) tak, ze 

% 0 < Г <; 1, | | <Ç?: 

íf 2 I < Г < 00 , J j <I <p: 

в. lim [*<r, 0) - fг(Щ = 0. 

&tø 
дr 

<í Ж r - r - i , 

Ør 
< J í г ^ 1 , 

1 ðu 
7~д 

<I Jfr~r-i ? 

ilfr-^-1 
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Dokážeme nyní existenci řešení. 

Věta 2. Jestliže funkce f€(r), gt(r) splňují podmínky definice 2, potom 
existuje řešení příslušné těmto funkcím a vyhovuje podmínkám definice 2. Navíc 
platí y = fx, d = v. 

D ů k a z . Předpokládejme, že platí /-.(O) = /2(0) = 0. Kdyby tomu tak nebylo, 
uvažovali bychom místo f±(r) resp. /a(r), fx(r) — fx(0) resp. f2(r) — /2(0), a k na­
lezenému řešení připočetli konstantu /-.(O). Rozdělme stejně jako v [1] okrajové 
podmínky na dvě části: fx(r) = fix(r) + fí2(r) atd. Postup bude nyní stejný jako 
v důkazu Vl,10. J e tedy r f'a(r) e h^, r ga(r) e h^, i = 1, 2, kde v' je libovolné 
číslo větší než LI, r f'i2(r) € h^v, gi2(r) e h^v, fi2(r) e h^v, i = 1,2, kde / / je libovolné 
číslo menší než v. 

Důležitý rozdíl oproti důkazu VI,10 spočívá v tomto: Z /x(0) = /2(0) = 0 
a z Rl,25 plyne, že je také fu(r) eh^,. Pochopitelně v průběhu důkazu ne­
můžeme (a není to zapotřebí) předpokládat JJL > 0. 

Nyní již důkaz bodů 3, 4, 5 bude probíhat zcela stejně jako v [1]. Vedle od­
hadů 5 dokážeme stejným způsobem odhad \u\ <̂  Mr~^, 0 < r <̂  L Protože 
plat í ix < ^i(co) — 1 < 0, je lim u(r, 0) = 0, což je bod 6. Tím je důkaz věty 2 

proveden. 

Toto řešení můžeme psát ve tvaru konvoluce okrajových podmínek a Greeno-
vých funkcí, definovaných takto: 

(n + 2) sin (n + 2) —- cos nO + n sin n — cos (n + 2) 6 

Definice 3. Hx(r, 0, co) = 

x + ii 
1 f 

I /v>~~n rvja 

2m J n ((n + 1) sin co + sin (n + 1) co) ' 
x-ioo 

H2(r, 6, co) = 
æ+гc 5(?г + 2) cos (тг + 2) — sin n — ?г cos n --r- sin (тг + 2) (9 

r~~n ån . 
2тrг" J ?г((?г + 1) sin co — sin (?г + 1) co) 

æ-гoo 

^ ^ c o s (тг + 2) —- cosn — cosn — cos (n + 2) (9 

Я 3(r, , co) = — . I ~ r^г --:——;—• , " , -л ^~n dw 
2лг J (n + 1) sm ш + sm (n + 1) co 

^ s i n (n + 2) — sin nO -— sin n — sin (n + 2) 0 

H4(r, O, co) = — : / —r-TV~^ . , " , n r~ndn, 
2m J (n + 1) sin co — srn (n, + 1) co 

£C — í ' 0 0 

Me a? ?e libovolné číslo z intervalu ( — A-̂ co) — 1, A-̂ co) — 1), n < co < 2TT. 
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Věta 3. Ěešení biharmonkkéfm prohlrmiu zfaknnr rfičr uwdrnfftH f#'#t**i»rto, 
příslušné funkcím fx(r), fž(r)9 gx(r)} g^r), ({Míti /,(«>) /a(0) O) ,v<< dá p<*<H rr 
tvaru 

00 

tt(r,*9)= ÍHr^fh <Xt\\f't(«) ? /i(*)|d* ; 

00 

+ f-?Aa,a))l[/í(í)--/;M!.^ • / ' / 3 ( ^ . «•') i !.'/» • ř/a(.v)|.l* < 
o í» 

00 

O 

Důkaz věty 3 je týž jako důkaz Vt-12. 

Následující věta je analogická H V 1,11: 

Věta 4. Ptóí: |Jřť(r, 6, co)\ : J/(?-a) r \ htr k řt (O, a,), ;6>j - . v - / * 

— A^w) — 1 < x < Xx(m) — 1 tf f/> yV db#/í hthlm k ww. 
Dokážeme nyní větu o unieitě. ^ 

Věta 5. Nechtu(r, 0) je řešení biharmoniekíko problému pro nekonvexní klín, 
definované v definici 2, anechi přisluH ntdovým okrajovým podmínkám. í^oiúm 
u(r, 6) = 0. 

(Postup důkazu je analogický důkazu V I t l3 a proto budomo u ž postupovat 
rychleji.) 

Důkaz. Vsuňme do klínu K klín A\» jehož nytnetrála leží n a nyinetrále 
klínu K a jehož vrchol je vzdálen o a od vrcholu klínu A*. Vrcholový uhel A*,, hitů 
% < co' < co a bud dosti blízký o. Opiftnw kolem vrcholu kl ínu A*„ knižnicí 
o dosti malém poloměru. Uvnitř této kružnice jo H(r, H) Re (#(£) * - yte))* 
(#(z) a 9(2) jsou holomorfní funkce ve vyšetřovaná kružnici,) Střed t o t o kmtnm* 
buď počátkem souřadného systému, ema # neehf j<* totožná HO nymet rnhm klinu 
Ka. Definujme funkce #*(£), y»*(f) takto: ^ *(í) jC* - 1), y.*(^) y f y I). 
Ke každému celému m > 0 můžeme najít koimtanty At» ,48, . . M w l w . /*,, //,», ..... 
J3W, tak, že #*<^>(1) -/*<M>(!)» í ^ N » ( l ) ' * ' l>(1), / • 1, 2, . . . . m~ M* 

^(0 = 2-4,6-^, *,(£)== £ / ^ r ^ (Viz důkaz. Vl tl3.) Bude-H w ihmí \rlk*\ 

potom užijeme-Ji lemmatu 2 % [1], dostaneme, žn 
w(x,y)^w(Q,ů)^u*((>,ů) < l t e(/4 ; ! ! s) j .:r(]/l , z}} 

leží v množině-á (.á je množina funkcí uvažovaná na klínu A\.), a d á HI* tedy 
psát ve tvaru (6). Zde Q,Ů jsou polární souřadnice* klínu A"aa-w*(o, />) w(/\ W). 
Protože však je 

Re (fi(yiT+z) + z v(]/r+z)) — /*(1) e 4̂ 
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studii u(r, 0) se dá pnát ve tvaru (0), dá m pnát v tomto tvaru také U*(Q9 IJ) — 
— m(n, ti). Nyní již miadno provedeme limitní přechod (viz Ví, 13) pro a --> 0. 
Vzhledem k tomu, že lim «•(«, O) >- O, dostáváme 

«„,«, ./„A«,,.,-)«[H,.»:), ™(„, _'-')] * + .... p, 

2 podmínek 4 definice 2 je patrno, že limita pravé strany (7), když co' -» a> je 
rovna nule, a tedy v/(r, 6>) • •• O, což bylo dokázat. 

Stejnř jako pro konvexní klíny dává Papkovičovo číslo Pi((o) horní hranici 
růstá okrajových podmínek. Protože je At(o>) > I pro 0 < co < 2TI, je zřejmé, 
že pro všechny klíny (konvexní i nekonvexní) jsou přípustné okrajové podmín­
ky! dané prvými derivacemi hledaného řešení na hranici, integrovatelnými 
g kvadrátem. Podobné jako řešení biharmoniekého problému pro konvexní 
klín, mé řelenf biharmoniekého problému pro nekonvexní klín (až na detaily) 
stejné viastnoBti v blfekosti hranice. Formulace těchto vlastností i důkazy se 
dají téměř hez rozdílu přenést % části II práce [l]. 

LITKRATURA 

[1] J. Neňm: ftf»šeiif hiluivttumickčluí prohnutu pro nekonečný klín I a II. Čm. pro pěst. 
mat. #.! (IflftK), tm -28« ti 31W -424. 

Резюме 

НИДРЖИХ 11КЧЛ1: (ЛтШи:*к Меёая), Прага 

(Пт'туиило н редакцию 18/1! ШЛИ г,) 

РКШКИПК VIII Х Р М П Ц Ц Ч К С Ь ' О П ИЛДЛЧМ 
;ЫП Г.Гл.Ь'иЦКЧНпГп ПКНЫПУЬМОГО КЛИПА 

Нагшишан р»нима содержит дополнение результатов, содержащихся 
II \тытк «.Решение оигирмоннчегкои задачи для бесконечного клина", 
теоремой и е\1ц»»«мнп|«пти и единстшшиости решении бигармонической 
к(м>Г*де\ш для Гит конечного иенынуклого клина, Используемые здесь 
метод«4 дика ниодьеги» опирающиеся на применение преобразования Мелли-
на, ймли ралргиммапы п укапанной выше работе. 

Если ныра.шп» точки клина п полярных координатах г, 0, С) < г < со, 

\Щ < "*; Т | Ш * чтооы полярная ось со ни а дала с оиссектрисои угла, то кра-
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евые условия искомой действительной бигармонической функции имеют 
вид: 

и 1Г, | | = /х(г), «|г, - 1 | = Ш , ^ Ц (г, | | « ^(г) , 

1 ŐW. 

7 8 
co = - I7i(r) • 

В работе предполагается, что Д»(г) абсолютно непрерывны на каждом 
конечном интервале из < 0, со), г = 1, 2, /х(0) = /2(0) и что имеет место 

1 ш 

/ [ / » ? г2^+1 с!г < оо, /[#(г)]« г»»+1 йг < 00 , 
О 1 

1 оо 

Д^(г)]2 г2/*+1 йг < оо, Д?(г)]2 г2**1 йг < оо, * = 1, 2 . 
О 1 

Притом /л, V лежат в интервале (— Хх(со) — 1, Хг(со) — 1), где Ях(а>) — дей­
ствительная часть числа Панковича. Доказывается, что со > ж => | < 
< Я-.(со) < 1. Выполнение краевых условий понимается в следующем 
Схмысле: 

lim / þ r ) - ^ (r, )J ' r-r" dr =0 , 

oo 

im /T/ iM - — (r, ©)]*'-2*+1 <lr = 0 и 
е-

& -

и так далее. Далее предполагается, что Нт гб(г, 0) = /х(0) и что существует 

постоянная, зависящая лишь от <р так, что 
co |0 | £ ? < - , 0 < r ^ l 

^ 9? < 
co 1 < r => 

ar 

дu 
~дr 

M(<p) r-y-i, 

S,M{cp)r-s-1, 

l^дu 
rд 

ì 8u 

rTв 

:£, M(cp) r~Y~l ; 

íЛfføOr- '-1 . 

При этом мы требуем, чтобы постоянные у, <5 лежали в интервале (~~ Хх(т) — 
- 1, А » - 1). 

В работе доказывается, что существует в точности одно решение аадачн. 
Отказавшись от требования, чтобы постоянные у, <5 лежали в интервале 
(-~~ Я1(со) — 1, Хг(со) — 1), мы нарушили бы единственность. 

Так как Хх(со) > 1, краевые условия /*(г), д^г) могут быть как для вы­
пуклого, так и для невыпуклого клина такие, что 

со со 

Д / » ] 2 <1г < со, /[<7.(г)Р йг < сю. 
О о 
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Résumé 

SOLUTION DU PROBLÈME BIHARMONIQUE 
POUR LE COIN INFINI PAS CONVEX 

JINDfUCH NKOAS, Praha 

(Hoçu le 18 février 1958) 

Le présent travail complète les résultats contenus au travail ..Solution du 
problème biharmonique pour le coin infini" par les théorèmes sur l'existence et 
runicité de la solution du problème biharmonique pour le coin infini pas con-
vex„ 

Ces théorèmes, on les démontre par la même méthode comme au travail pré­
cèdent on 8'appuyant sur la transformation de Mellin. 

Si Ton introduit dans le coin les coordonnés polaires, 0 < r < oo, \0\ < —, 

dont Taxe polaire coïncide avec* la biaetriee de r angle m du coin, les conditions 
aux limites de la fonction biharmonique cherchées sont les suivants: 

l d>\ , , . / m\ 1 hi { oA 1 du I m\ 
u\r, 2 | = /-(r) , u\r, -- - ^ -* /t(r)f f , # \r, jj = ^ 1 , ^ ^ - -J = 

•fc- •••• ( / « (O* 

Le* fonctions //(r), i — 1 , - sont supposées absolument continues sur chaque 
interva! fini de <0, oo) et les fonctions /,(r), ^(r), t = 1,2, sont soumises à ces 
conditions-ci: 

f\!\(r)f ra*+l àr < oo , /!/<>)]* r**+l dr < oo , 
ci î 

/ Cf # ) f r1" *! dr < oo , / [(/,(/•) |* r*'" * dr < o o , i 1, 2 , /-.(<>) - /a(0) . 

Les nombre» /t et r sont contenues dans l'intervalle ( ••• IX(M) •— 1, AX(Û>) — 1) 
où Ât(m) eafc la partie réelle du nombre*! du Papkovié, Est montré, que m > 
> n*> I < Aj(r«;) < 1. Les conditions aux limites sont remplies au sens suivant: 

"'"JK-;>•»>] 
3 
fäy+1 ( J f <; OQ ^ 

lim Г [ „ 
[r) (H

 (Ï\ to)\ r*' + l dľ - 0 etc. 
< r 
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Puis on suppose, que lim u(r9 0) = fx(0) et qui'il existe une constante ne clé-

pendante que de <p, telle qu'on a 

\9\ <: œ < ~, 0 < r < l z& | — s; J % ) r-r-* 

I >>„ I 
Jtf(95) r-*"1 , 

€0 
| 0 | š ? < T » 1 ^ r = > 

ćr 

1 a^ 

1 Su 
Г І 

Jfef tø) f-^"1, 

gl JИҶy) r-

On exige que les nombres y, ô soient dans l'intervalle (— Aj(a>) — 1, l t(«) — 1). 
On démontre qu'il existe une et une seule solution du problème aluni défini. 
Si nous n'exigeons pas cVavoir les constantes y» ô dans l'intervalle (— him) — 1» 
h(<°) "~~ l) nom perdrions l'unicité. Du fait Kt(m) > § suit que les conditions 
aux limites /<(r), g{(r) pour les coins convexes et pas convexes s o n t admisibles si 
Jes intégrales 

/[/.(r)]» d r , /[jr.-(r)3-df, i -•= 1, 2 , 

sont finis. 
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