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éasopis pro péstovini matematiky, roé. 84 (1959), Praha

RESENT BIHARMONICKEHO PROBLEMU PRO NEKON ECNY
NEKONVEXN{ KLIN

JINDRICH NECAS, Praha

(Doslo dne 18, dnora 19568) D 513516

V této préci je definovdn biharmonicky problém pro nekoneény ne-
konvexni klin a je dokdzdna existence a unicita fedent.

1. Uvod

V é&lanku [1] éast I a IT je rozieSen biharmonicky problém pro nekoneény
konvexni klin. V tomto pojednén{ dokdZeme existenci a unicitu feSeni biharmo-
nického problému pro nekoneény nekonvexni klin. Metoda je totoznd s me-
todou, na niZ je zaloZena vyse zminénd préce, coz umoznuje uzit pii dikazech
- prakticky stejnych postupl. Pouziti stejné symboliky nam dovoluje podstatné
struéngj’i probirani jednotlivych otézek, nez to je udinéno ve zminéné prici;
k hladkému porozuméni je tfeba se s touto praci sezndmit. Rozdil mezi obéma
pracemi je v podstaté v definici problému a je disledkem toho, Ze v prvém
piipadé 8lo o konvexnf, v druhém piipadé o nekonvexn{ kliny.

Definice, resp. véty, resp. éislované vztahy z price [1] oznadime symboly
D1..., resp. V1.., resp. Rl... a napt. vétu 8 z prace [1] citujeme V'1,K,

2. PFedb&iné Gvahy

V definici D1,4 rozumime nekoneénym klinem mnoZinu bodi o pravodici

. (¢} 9]
r e (0, c0) a amplitudé O ¢ ( 5 5—), x w2,

Definice 1. u(r, @) € 4, jsou-li pro ni splnény podminky 1> 1,4.
Jak bude dokézdno déle, je A,(w) == Re py(m) = py(w) a § <= Am) - L.

&
Mnozina A obsahuje kromé nuly napt. funkei r2 lrm". "”“‘(1/" sin (f)

Mellintv obraz funkce u(r, @) z A dostaneme ve tvaru R1,15a az I1.15d.
Postup je doslova stejny jako dikaz V1,8,
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Véta 1. Budte p, wqy + 1 kofeny s nejmendi kludnow redlnou édsti a s nezdpor-
now tmagindrni éasti transcendentnich rovnic
p sin o - siggpow = 0, (1)
¢ sinw — 8in g = 0 . (2)
Bud = = w <= 2x. Potom plati
Im p, 0, 20 A(w) = p(w) je spojitc a monotonni funkce v intervalu

cay 3o w2 5 -7 }.l(m) < 1, 4. ].1(7() = 1, Al(zyt) = %, 5. 171((‘)) <
< Re ¢ (o).

Dikaz Oznatme z = po resp. qo, z = & |- 4y, ﬁ"{%(—'i = 2. Rovnice (1)

a (2) prejdou v rovnice .
2¢ - 8in Echy == 0, (3)

Qny 1} cos Eshy = (4)

Zde odpovida horn{ znaménko rovnici (1) a dolni rovnici (2). Budeme nejdiive
vydetfovat rovnici (1). Je-li == 0, je rovnice (4) identicky splnéna. Rovnice (3)
potom dostava tvar

QE L sin & = 0, (5)

Bud &, prvy prisedik piimky Q& s funkef - sin & Je &) (n) = &,(27) = = a pro

.

Al <l 2woje

x, 210, Je S,{(«r») A (w). Vskutku, kdyby pro o e (r, 27) bylo Im p,(w) > 0
(2]

Em) < . Zbejme & (o) je spojitd funkee o v intervalu

)

potom by z rovnice (4) (oznac¢ime p (o) = &, | in,) plynulo, Ze cos & = — Q.
M

" sh oy,

Z rovnice (3) 8 dolnim znaménkem plyne, Ze prox << w <X 2njew . Req, > =

Tim je dokdzdn bod 1, 4, 5, véty L

- 0, Odtud plyne nutné, ze &, > 3x, a tedy & > &, coZ je spor.

Rovnici (5) prepisme do tvaru 4, . sin o -} 8in (wd,) = 0. Pronw < o < 2n je

(A, 8in e { sin (wd))) = sinw | o cos (i) << 0,

A
. T . da cos @ - cos &
a tedy 7 véty o implicitnich funkeich plyne, ze = o 4
. : © dw sin w 4 w cos &
Prom — xjecosm 1oeos k| 2 Jedin oD <2 2z, potom cos w - cos & F

Vakutku, kdyby hylo cos m |- cos & = 0, potom by platilo zéroven, Ze

)

cone bocos o Oasine | sin o 0. Odtud plyne
51
)2 2
. o o P X O]
Loscos® e |osin® o == cos® &, sin® & = 1 4 sin® & (52 - .l)
w1
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a tedy nutné je w = £, co% je spor. Je tedy %% < 0; odtud jiz plyne bod 2 a 3
véty 1, éimzZ je tato véta dokdzana.

k
3. Definice, FeSeni a unicita FeSeni biharmonického problému
Definice 2. Budte funkce f,(r) fz redlné, absolutné spojité na kagdém koned-
ném intervalu z (0, ) a takové, Ze fl( ) = f5(0), & necht pro néjakd u, v, pro né
platt — Jy(w) — 1 <p,» < (o) — 1, je:
1 ©
1. J‘U"(r)]z P2 dp < o0, f[]cz'(,r)]z P2l dr < w0, i=1,2
0 1
Dale budte g,(r), g,(r) takové rediné funkce, Ze
1 ©
2. [(gdr)? 1 dr < o0, f[gi(r)]zrz”l dr < 00, t =1, 2 (nemust byt p < »).
1] 1
Biharmonickym problémem pro mekoneény mekonvexni klin mazgvdme vlohu
stanovit funkei u(r, ©), pro naz plait:
3. u(r, ©) jeredind funkce definovand na klinu K se &yimi spojityms deriva-

cemi a biharmonickd,
1

, 2
4. lim f[fl( r) — — (,. @)] ryiidr = 0,
9—7&%0 2
: 8 ! ou 2 1 —
hmm f [fé(r) - = (r, @)] r2+ldr = 0,
k3
1
Jim [91 e Z"é( @)] rgr =0,
9“’*% 0 :
7 2
im (g, F L% 0 rmnar=o0.
® i r 00
£33

(zde 7y, 6 jsou redlnd &isla, pro néz plati — A4, (@) — 1 <y, 6 < 4(w) — 1).
5. Ke kaZdému 0 < ¢ < % existuje konstanta M () tak, Ze

1
z0<rs1,0 <¢p= %ﬂ < Mrr1g |??—?ﬁl < Mr-v1,

laulSM‘Bl

-

azl<sr<ow, |0 gq:»‘%ur-l < Myt
6. lim [u(r, 0) — f,(0)] = 0.
realt




Dokézeme nyni existenci fefeni.

Véta 2. Jestlige funkce fi(r), gir) splituji podminky definice 2, potom
existuje feSent prislusné témito funkmm @ vyhovuje podminkdm definice 2. Navic
platt y = u, 6 = .

Dikaz. Predpokladejme, Ze plati f1(0) = £,(0) = 0. Kdyby tomu tak nebylo,
uvaZovali bychom misto f,(r) resp. fo(r), f1(r) — f,(0) resp. f5(r) — £5(0), a k na-
lezenému Feden{ pipoletli konstantu f,(0). Rozd&lme stejng jako v [1] okrajové
podminky na dvé &asti: f;(r) = f,1(r) + f12(r) atd. Postup bude nyni stejny jako
v ditkazu V1,10. Je tedy 7 f,1(r) € B> ¥ 9ua(r) € b,y @ =1, 2, kde »” je libovolné
&islo vEt&inez u, r fia(r) € s Gia(1) € Pyys Fig(r) € byt =1, 2, kde u” je libovolné
dislo mensf nez ». :

DuleZity rozdil oproti dikazu Vl 10 spodivd v tomto: Z f,(0) = f,(0) = 0
a z R1,25 plyne, Ze je také f,,(r) € h,,. Pochopitelné v prib&hu dukazu ne-
miiZeme (a nenf to zapotiebi) predpokladat u> 0.

Nyni jiz dikaz bodi 3, 4, 5 bude probihat zcela stejné jako v [1]. Vedle od-
hadd 5 dokdZeme stejnym zplsobem odhad |u| < Mr~#, 0 <7 < 1. Protoze
platd p < 4y(w) — 1 <0, je lim u(r, 0) = 0, coz je bod 6. Tim je dikaz véty 2

r—0

proveden.

Toto FeSeni mluZeme psat ve tvaru konvoluce okrajovych podminek a Greeno-
vych funkei, definovanych takto:

Definice 3. Hr, 0,0) =

2 2

1 fi‘im_ (n + 2) sin (n + 2) Z-cos n + nsinn < cos (n + 2) O

= om ) n ((n + 1)sinw + sin (n + 1) o) rdn,
HZ(T:@ 0)) =
1 P (n + 2) cos (n—}—2) > $in w6 — n cos n = s1n(n+2)@
2w ) n((n + )sina)——sin(n+ ) ) rndn,
! *iPcos (n + 2 );cosn@—cosn—‘;cos (n 4 2)60
Hyfr, @’w):?n—i . (n+1)sinw +sin(n + 1) w rda,
1 #11%in (n + 2 ~—s1nn@ sinn%sin(n+2)@
4(7 0, ») T f +1)sinw —sin(n + 1) o rndn,

kde z je libovolné Cislo z intervalu (— Ay(w) — 1, Ii(w) — 1), 7 < v < 27
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Véta 3. Redent biharmonického problému, ziskané vyde wurveden gm postupem,
prislusné funkcim fi(r), fa(r)s g1(r), galr), (plati f{0) = f(0) - 0) se dd psdt ve

tvaru
o

u(r, ©) = f H 1(2 0, m) i, [f1(8) + fa(8)) ds -
[
o] - oy I
+ f H2(§ 0, w)%[f{(s) — f3(8)] . ds + f ”x(:' 6, w) 5 1(8) + ga(s)) ds
0 0

1
‘ +fH,(§, 0, w) 5 [a(8) - ga(9)] ds . ()
0

Dikaz véty 3 je ty% jako dikaz V1,12,
Nisledujici véta je analogickd s VI,11:

Véta 4. Plati: |H (r, O, 0)| < M(g, x)r*, kde je re (0, w0), |@] = ¢ <= ﬁ’:" .
— hlw) — 1 <2< Aw) — 1 awjedosti blizko k w,.

Dokézeme nyni vétu o unicité. -

Véta 5. Necht u(r, O) je fefent bikarmonického problému pro nekornverni klin,
definované v definici 2, a necht prislusi nulovym okrajovym podminkdm. Potom
u(r, @) = 0.

(Postup diikazu je analogicky ditkazu V 1,13 a proto budeme u% postupovat
rychleji.)

Dukaz. Vsuiime do klinu K klin K,, jehoi symetrdla lez{ na symetrile
klinu K a jehoZ vrchol je vzdélen o ¢ od vreholu klinu K. Vrcholovy tihel A, bud
< w <o a bud dosti blizky w. Opi¥me kolem vrcholu klinu KA, kruZnici
o dosti malém poloméru. Uvnitt této kruznice je u(r, @) == Re (x(z) | z¢(z)).
(x(2) & p(z) jsou holomorfn{ funkee ve vySetfované kruznici.) Stred této kruznice
bud poéitkem soufadného systému, osa x necht je totozna se symetrialou klinu
K,. Definujme funkce x*(¢), g*(£) takto: y*(0) = x(5* — 1), ¢*(&) = ¢(2* 1),
Ke kazdému celému m = 0 miZeme najit konstanty 4,, 4,, ..., A,,, 13,, B, ...,
B, tak, Ze y*(=D(1) == p0-D(1), @*I=U(1) == p=0(1), ¢ == 1, 2, ..., m, kde

m

™ Ay =y

w() =A%, () =Y Bemt. (Viz dikaz V1,13.) Bude-li m dost velké,
g=1 g1

potom uzijeme-li lemmatu 2 z [1], dostaneme, %e

w(®, y) = w(g, #) = w¥(g, #) — Re (u(J1+2) +2n(l/1 -+ 2))
lezi v mnoziné 4 (4 je mnoZina funkef uvaZovand na klinu K,), a da se tedy
psét ve tvaru (6). Zde g, 9 jsou polarni soutadnice klinu K, a u*(p, &) - u(r, @).
Protoze viak je

Re (u(fT+2) + 2/l +2) — u(l)e 4
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atudiz u(r, @) se da psit ve tvaru (6), dd se psdt v tomto tvaru také u*(p, 9) —
— ufa, 0). Nyni jiz. snadno provedeme limitni prechod (viz V1,13) pro a — 0.

Vzhledem k tomu, Ze lim u(a, 0) 0, dostavame
oot

gy

wo.o fuloom) [l ) Bl e o

[
Z podminek 4 definice 2 je patrno, ze limita pravé strany (7), kdyZ o’ — o je
rovna nule, a tedy w(r, @) 0, coz bylo dokdzat.

Stejné jako pro konvexni kliny ddavda Papkovitovo ¢islo p,(w) hornf hranici
ristlt okrajovyeh podminek. Protoze je 4(m) = 1 pro 0 < o < 2z, je z¥ejmé,
ze pro viechny kliny (konvexni i nekonvexni) jsou ptipustné okrajové podmin-
ky, dané prvymi derivacemi hledaného feseni na hranici, integrovatelnymi
s kvadratem. Podobné¢ jako feseni biharmonického problému pro konvexni
klin, ma feseni biharmonického problému pro nekonvexni klin (aZ na detaily)
stejné viastnosti v blizkosti hranice. Formulace téchto vlastnosti i dikazy se
daji témét bez rozdilu prenést z ¢asti 11 prace [1].
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HIL TP TN HEYMAC (Jindfich Notas), Hpara
(Hoeryinnto v pegmauno 18711 19568 1))

PEITEHIE BHTAPMOHHUECKON 3AJIAYN
AU BECROHTEYHOIO HEBBHITVRJIOIO RITWHA

Haerosmman  palora coqepaut JOHOJHeRIe  peasyianTarton, coJepiranuxes
B pabore: |, Pemenne Gurapsonnsecroit sawan G DeCRONEYHOro Kkimna“,
TEOPEMOIT O CVIOCTROBRHIT 0 CAHHCTROHHOCTH POHICHIS HUrapMoHNUCCKOI
apofiaemul Lt GecRomedtoro  gersnyraoro  winia, Menossayembie  sjiech
METOALE JIORAZRTEOLCTH, OIIPNUONITIecH Ha HPHMOHCHTE Il[)(3()5[)5130!#{“”/’(}1 Mejttu-
a, Gunn patpabGorainl By Kasanioit suite padore.

Eean pupnamon tousn g 5o nompusX goopauntatax v, 6, 0 <r < oo,

: “ . . .
O] <, ras, wrofse nossprast ock contaiiia ¢ GReCeRTPHCOI YL, TO Kpa-
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eBble YCTOBHA MCKOMOI IeHCTBUTENbHOH OMIapMOHHYCCKOR YHKIHH HMOIT
BUL:

wln ) =t ofr =) =0, S 55 (n5) = 2,

1 ou ( w) ")

— |7, — =) = — gy(r) .
r 00 2 &

B pa6ore mpepmosaraercs, uTO fy(r) aOCOMIOTHO HEUPEPHIBHBl Ha Kam{OM

KoHeuHOM MEHTEpBase M3 < 0, 00), ¢ = 1, 2, f(0) = f,(0) u ¥ro umeer mecTo

fl[ﬂ-(f)]2 riwtldr < oo, fa‘iﬂ-(f)]2 rtldr < oo,
0 1

1 )
[lgi(r) P rewtidr < oo, [[g(N]r¥+tdr < oo, i=1,2.
0 1

[Tpurom u, v nesar B muTepBaie (— Ay (w) — 1, A(w) — 1), e A,(w) — neii-
crBuTenbHAA dwacTh umelda [lamkoswya. JlokassiBaercss, 4ro @ > & => § <<
< M(w) < 1. Bumommenue KpaeBHX VCIOBUM IOHMMACTCS B  CJCIYIONIEM
CMBICITe:

1
lima f [f;(r) —-%1; (r, @)]2 rov+l dr =0,
9—>22 0

=]
2
. %
im [ |10 — 2 0 0)] rerar =0
9-»‘—‘2) 1
z Tak pasee. Jaiee mpenmmomaraercs, yro lim u(r, 0) = f1(0) u yro cymecrnyer
r—>0

IOCTOAHHAA, 3aBUCAINASA JIUIOb OT ¢ TAK, YTO

) ou | 1ou 1.
I@i§¢<§-,0<?’§1=>5;§M(<P)”71, 796 = M(g)r-v 1t
w % 1 ou
_ = |— < =8-1 | < UL
|@[§q)<2, 1<r = < M(p)r , 70 < M(p)r

ITpwm sTom MBI TpeGyem, 9T0GEl IOCTOSHHDIE ¥, & JICKAIM B MHTEPBAJIC (-~ Ay(m)
— 1, A1(w) — 1).

B pa6ore moxassIBaercs, YTO CYM[ECTBYET B TOYHOCTH OJHO POIICHUC Baiatil.
OtxasaBmmeh OT TpeGoBaHust, YToOBl MOCTOAHHBIE ¥, § JEKAIM B MHTCPBAJIC
(— Ay(w) — 1, Ay(w) — 1), Mbl HapymuIu 6Bl GXEHCTBEHHOCTb.

Tar rar Ay(w) > %, Kpaessie ycuoBus fy(r), ¢,(r) MOryT OLIThH KAK I Hbi-
IYKIOTO, TAK M JJIsI HeBEIIYKIOro KIMHA TAKKE, ITO

JUinrar <o, [P <.
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Résumé

SOLUTION DU PROBLEME BIHARMONIQUE
POUR LE COIN INFINI PAS CONVEX

JINDRICH NECAS, Praha
(Rogu le 18 février 1958)

Le présent travail compléte les résultats contenus au travail ,,Solution du
probléme biharmonique pour le coin infini™ par les théorémes sur existence et
'unicité de la solution du probléeme biharmonique pour le coin infini pas con-
vex.

Ces théorémes, on les démontre par la méme méthode comme au travail pré-
cedent en s'appuyant sur la transformation de Mellin.

3 ; ; . . . 1)
Si I'on introduit dans le coin les coordonnés polaires, 0 < r < 00, |0] < 5

dont I'axe polaire coincide avec la bisetrice de 'angle o du coin, les conditions
aux limites de la fonction biharmonique cherchées sont les suivants:

w ) «) 1 cu (0] 1 du w
u(r, ) h(r) u(r, | ) o), é,_,(r,--f)—mr),;5@(r,~§)=
- (falr) .

Les fonctions f,(r), 7 = 1, 2 sont supposées absolument continues sur chaque
interval fini de <0, o0) et les fonctions f,(r), g:(r), 7+ = 1, 2, sont soumises & ces
conditions-ci:

1

[ Eraettdr - o, _“f;(r)]" r&tldy < o0,

0 1

1 "

[lgdnftrtettdr Ifli/«(")l"" rivtdr < oo, i 1,2, 1(0) = £y(0)

a

Les nombres p et » sont contenues dans intervalle (- 4(w) — 1, 4 (w) — 1)
ot A(w) est la partie réelle du nombre du Papkovi¢, Est montré, que o >
ceomoe y o0 Ayw) <0 1L Les conditions aux limites sont remplies au sens suivant:

lim , ‘u Ik
. f [/m iy M} riviidr < o0,

w lim , on 2 N
0 " fu(r) iy (r, @)] r¥#+tdr == 0 ete.
2
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Puis on suppose, que lrm% u(r, 0) = £,(0) et qui’il existe une constante ne dé-

pendante que de ¢, telle qu’on a

w _ | bu . 1 u
0l =9 <73, 0<’§1->!““3,.‘§-5’I(‘P)7’71, )?a@’ < M(g)rv-1,
w u 19
I@| _S_¢<_, 1 <r= --é;- g.ﬂ’[((p)r—-d—l, ;_é_)_gj = M((}‘)r”"*"‘ .

On exige que les nombres y, ¢ soient dans l'intervalle (— 4,(w) — 1, A,(m) — 1),
On démontre qu’il existe une et une seule solution du probléme ainsi défini.
Si nous n’exigeons pas d’avoir les constantes y, d dans U'intervalle (— A,(w) — 1,
Jy(w) — 1) nous perdrions 'unicité. Du fait 1,(w) > } suit que les conditions

aux limites f;(r), g;(r) pour les coins convexes et pas convexes sont admisibles si
les intégrales

[ce}

[ ar, f )P dr, i=1,2,

sont finis.
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