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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 84 (1959), Praha 

D I E U N A B H Ä N G I G K E I T DES AXIOMENSYSTEMS 
DES AUSSAGENKALKÜLS VON HERMES U N D SCHOLZ 

MIROSLAV MLEZIVA, Praha DT: 5i7.n 
(Eingelangt am 24. November 1958) 

Dieser Artikel enthält den Beweis der Unabhängigkeit des Axio
mensystems für das zweiwertige Aussagenkalkül von Hermes und 
Scholz. 

I n der „Mathematischen Logik" [1] führen H. H E R M E S und H . SCHOLZ 
folgendes Axiomensystem des zweiwertigen Aussagenkalküls an: 

1.1 p ~ > ( g ~ > p ) , 1.2 [p-> (p-> g)]-> ( p - > g ) , 
1.3 (p -> q) -> [(g -> r) -> (p -> r ) ] . 

2.1 (p-^q)->(q^p), ^ 2 .2 p ~ > ( p ~ > g ) , 

2.3 [(p -> p) -> g] -> [(p -> g) -> g ] . 

3.1 (p&q)~^p, 3.2 ( p 4 g ) - > g , 

3.3 < p ^ g ) - > [ ( p - > r ) - * ( p - > ( g & r ) ) ] . 

4.1 p - > ( p v g ) , 4.2 q~*(pvq), 

4.3 (p -> r) -> [(g -> r) -> ((p v g) -> r)] . 
5.1 (p = ? ) ^ (y _> g) 5 5.2 (p s g) -> (g -> p) , 

5.3 (p->q)~> [(q -> p) -> (iP = g)] . 

Die Autoren behaupten, dass dieses Axiomensystem unabhängig ist, d. h. 
dass keines der Axiomen aus den fünfzehn übrigen (auf Grund der Substi-
tutions- und Abtrennungsregel) ableitbar ist [1] (S. 36). Sie führen weiter an, 
dass die Beweise noch nicht veröffentlicht sind (S. 36; Bemerkung 51). 

Wir bringen hier einen Unabhängigkeitsbeweis für dieses Axiomensystem. 
Wir verwenden die bekannte Matrizenmethode. Für jedes der Axiome wird 
eine spezielle Matrix angegeben, die die Definitionen aller fünf in den Axiomen 
vorkommenden Funktioren enthält. Jede der angeführten Matrizen hat fol
gende Eigenschaften: 1. Sie erfüllt nicht das zu untersuchende Axiom; sie 
erfüllt aber die übrigen; 2. sie ist „normal" (siehe [1] S. 36). Jede Matrix hat 
n u r einen ausgezeichneten Wert: „ 1 " . 

454 



Die Unabhäng igke i t des Axioms 1.1: 

12 3 4 12 3 4 12 3 4 12 3 4 

1 
2 
3 
4 

13 3 3 
13 3 3 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

4 
4 
1 
1 

13 3 3 
3 3 3 3 
3 3 3 3 
3 3 3 3 

1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 3 3 
1 1 3 3 

13 3 3 
3 3 3 3 
3 3 11 
3 3 11 

-* — & V == 

Das Axiom 1.1 hat für die Argumentwerte p = 2, q = 2 den Wert: 

2 -> (2 ~> 2) 
2~> 3 

3 

Die Unabhäng igke i t des Axioms 1.2: 

1 2 3 1 2 3 12 3 1 2 3 

1 
2 
3 

1 2 2 
1 1 2 
1 1 1 

3 
2 
1 

12 3 
2 2 3 
3 3 3 

111 
12 2 
1 2 3 

1 2 2 
2 1 2 
2 2 1 

-> — & v == 

Das Axiom 1.2 hat für die Argumentwerte p = 2. q = 3 den Wert: 

[2 -> (2 -> 3)3 -> (2 -> 3) 
[2-> 2 ]-> 2 

1 -> 2 
2 

Die Unabhängigke i t des Axioms 1.3: 

12 3 4 12 3 4 12 3 4 12 3 4 

1 12 2 3 2 13 3 3 1 1 1 1 13 3 3 
2 1 1 1 1 1 3 3 3 3 13 3 3 3 1 1 3 
3 1 1 1 1 1 3 3 3 3 13 3 3 3 1 1 1 
4 12 11 3 3 3 3 3 13 3 3 3 3 11 

-> — & V = 
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Das Axiom 1.3 hat für die Argumentwerte p = 4, 2 == 3, r = 2 den Wert: 

(4 -> 3) -> [(3 -> 2) -> (4 -> 2)] 
[ l - *2 ] 

2 
2 

Die Unabhängigke i t des Axioms 2.1: 

1 2 1 2 1 2 1 2 

1 
2 

1 2 
1 1 

2 
2 

1 2 
2 2 

1 1 
1 2 

1 2 
2 1 

-* — & V == 

Das Axiom 2.1 hat für die Argumentwerte p = 2, q = 1 den Wert: 

( 2 -> I) -* (1 - • 2) 

( 2 -> 2) -> (1 -> 2) 
1 -> 2 

2 

Die Unabhäng igke i t des Axioms 2.2: 

1 2 1 2 
• 

1 2 1 2 

1 
2 

1 2 
1 1 

1 
1 

1 2 
2 2 

1 1 
1 2 

1 2 
2 1 

-> — & V -= 

Das Axiom 2.2 hat für die Argumentwerte p = l, q = 2 den Wert: 

1 -> (1 -> 2) 
l - > 2 

2 

Die Unabhäng igke i t des Axioms 2.3: 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 

1 
2 
3 

1 2 3 
1 1 3 
1 1 1 

3 
3 
1 

1 2 3 
2 2 3 
3 3 3 

1 1 1 
1 2 2 
1 2 3 

1 2 3 
2 1 3 
3 3 1 

-> — & v = 
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Das Axiom 2.3 ha für die Argumen wer e p = 2, q = 2 den Wer : 

[ ( 2 - * 2 ) - * 2 ] - * [ ( 2 - > - 2 ) - > 2 ] 
[(2 -> 3) -> 2] -> [1 -v 2] 

[ 3 - ^ 2 ] - > 2 
1 - * 2 

2 

D i e U n a Ы i ä n g i g k e i des A x i o m s 3.1: 

1 2 1 2 1 2 1 2 

1 
2 

1 2 
1 1 

2 
1 

1 2 
1 2 

1 1 
1 2 

1 2 
2 1 

-* - | * v 5 5 

Das Axiom 3.1 hat für die Argumentwerte y = 2, gr == 1 den Wert: 

(2 & 1) -> 2 
1 - > 2 

2 

D i e U n a b h ä n g i g k e i t de s A x i o m s 3.2: 

1 2 1 2 1 2 1 2 

1 
2 

1 2 
1 1 

2 
1 

1 1 
2 2 

1 1 
1 2 

1 2 
2 1 

-> — & ү == 

Das Axiom 3.2 hat für die Argumentwerte p '=- 1, q = 2 den Wert: 

(1 & 2) -> 2 
1 - > 2 

2 

D i e U n a b h ä n g i g k e i t de s A x i o m s 3.3: 

1 2 1 2 1 2 1 2 

1 
2 

1 2 
1 1 

2 
1 

2 2 
2 2 

1 1 
1 2 

1 2 
2 1 

_> — & v | K 
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Das Axiom 3.3 ha t für die Argumentwerte #> = 1, # = 1, r = 1 den Wert: 

(1 -> 1) -> [(1 -> 1) -> (1 -> (1 & 1))] 
1 -> [V - > ( l - > 2 ) ] 
1 -> [1 -> 2] 
1 -> 2 

2 

D i e U n a b h ä n g i g k e i t des A x i o m s 4.1: 

1 2 1 2 1 2 1 2 

1 
2 

1 2 
1 1 

2 
1 

1 2 
2 2 

1 2 
1 2 

1 2 
2 1 

- — & ү == 

D a s Axiom 4.1 h a t für die Argumentwerte p = 1, q = 2 den Wert: 

l - > ( l v 2 ) 
1 -> 2 

9 

D i e U n a b h ä n g i g k e i t des A x i o m s 4.2: 

1 2 1 2 1 2 1 2 

1 
2 

1 2 
1 1 

2 
1 

1 2 
2 2 

1 1 
2 2 

1 2 
2 1 

- — & ү == 

D a s Axiom 4.2 h a t für die Argumentwerte p = 2, q = 1 den Wert: 

1 '-> (2 v 1) 
1 ~> 2 

2 

D i e U n a b h ä n g i g k e i t des A x i o m s 4.3: 

1 2 1 2 1 2 1 2 

1 
2 

1 2 
I 1 

2 
1 

1 2 
2 2 

1 1 
1 1 

1 2 
2 1 

-> — & ү == 
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Das Axiom 4.3 hat für die Argumentwerte p = 2, q= 2, r = 2 den Wert: 

( 2 - * 2 ) - * [ ( 2 - > 2 ) - * ( ( 2 v 2 ) - > 2 ) ] 
1 -» [1 -»• (1 -»-2)] 
1 -> [1 -> 2] 
1 -*- 2 

2 

D i e U n a b h ä n g i g k e i t des A x i o m s 5.1: 

1 2 1 2 1 2 1 2 

1 
2 

1 2 
1 1 

2 
1 

1 2 
2 2 

1 1 
1 2 

1 1 
2 1 

~> — & V == 

Bas Axiom 5.1 hat für die Argument werte p = 1. q = 2 den Wert : 

(1 s 2) -> (1 ~> 2) 
1 -> 2 

2 

D i e U n a b h ä n g i g k e i t d e s A x i o m s 5.2: 

1 2 1 2 1 2 1 2 

1 
2 

1 2 
1 1 

2 
1 

1 2 
2 2 

1 1 
1 2 

1 2 
1 1 

—> — & v = 

Das Axiom 5.3 ha t für die Argumentwertr <p = 25 g = 1 den Wert: 

(2 = ! ) - * ( ! - * 2) 
1 - ^ 2 

2 

D i e U n a b h ä n g i g k e i t des A x i o m s 5.3: 

1 2 1 2 1 2 1 2 

1 
2 

1 2 
1 1 

2 
1 

1 2 
2 2 

1 1 
1 2 

1 2 
2 2 

—> — & V == 
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Das Axiom 5.3 hat für die Argumentwerte p == 2, q = 2 den Wert: 

(2 -> 2) -> [(2 ~-> 2) -> (2 == 2)] 
1 -> [1 -> 2] 
1 -> 2 

Das Axiomensystem von Hermes und Scholz ist also unabhángig. 

B e m e r k u n g . Die Matrizen fiir 3.1—5.2 sind mit den von D. HILBERT und 
P. BERNAYS fiir den Unabhángigkeitsbeweis derselben Axiome angewendeten 
Matrizen identisch [2]. Wir fiihren diese Matrizen an, nur um den Beweis 
zu vervollstándigen. 
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Výtah 

NEZÁVISLOST HERMES-SCHOLZOVA AXIOMATICKÉHO 
SYSTÉMU VÝROKOVÉHO KALKULU 

MIROSLAV MLEZIVA, Praha 
(Došlo dne 24. listopadu 1958) 

V práci je podán důkaz nezávislosti Hermes-Scholzova axiomatického 
systému dvouhodnotového výrokového kalkuku. Důkaz je proveden na zá
kladě obvyklé maticové metody. 

Pe3K)Me 

HE3ABHGHMOGTb CHCTEMH AKCHOM 
rEPMECA-fflOJIbIl"A AJIfl HCHHCJIEHHfl BHCKA3HBAHHH 

MMPOCJIAB MJ1E3MBA (Miroslav Mleziva), n p a r a 

(IIocTynHJio B pejtaKiiHio 24/XI 1958 r.) 

B CTaTBe AaeTCH AOKa3aTejiLCTBo HG3aBHCHM0CTH cHCTeMLi aKCHOM TepMeca-
n i o i t B u a Řím ,n;By3Ha"q:Horo HcnricJieHira BBicKa3tiBaHHH. ^OKasaTejitcTBO n p o -
BOJLHTCfl Ha OCHOBaHHH OSHHHOFO MaTpHHHoro MeTOji;a. 
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